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Der Oktaeder-Oktant oder ein Heptaeder

Von K. MEerz, Chur

In meiner Promotionsarbeit!), ausgehend von einer Aufgabe von Prof.
Geiser, kam ich durch eine quadratische Transformation auf die Abbil-
dung der Steinerschen Flache auf die Ebenen eines Oktaeders, aus denen
als Veranschaulichung des Verlaufes jener Fliche vierter Ordnung sich
ein Oktaeder Oktant ergab. Ein solches Polyeder besteht aus sieben
Ebenengebieten und ist in Hilberts Buch: ,,Anschauliche Geometrie‘
1932, Seite 266, als Heptaeder beschrieben, wobei noch seine Einseitigkeit
erklirt wird. Dadurch, sowie durch freundliche Anregung von Herrn
Prof. Finsler wurde ich veranlaf3t, meine frithere Arbeit zu vervollstan-
digen und auch ein Netz des endlich begrenzten Heptaeders zu suchen,
wiahrend ich 1914 erst die Entstehung des ins Unendliche sich erstrecken-
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den Oktaeders-Oktanten aus der unbegrenzten Ebene durch drei gerade
Einschnitte und durch Aufklappungen gefunden hatte. Die Kollineation
von dem gewohnten rechtwinkligen Koordinatensystem zu einem Koor-
dinatentetraeder gibt dabei die Wegleitung. Dgg Ergebnis ist hier durch
die beigegebenen Zeichnungen von Netz und Heptaeder dargestellt.
Dieses Netz besteht aus vier gleichseitigen Dreiecken und aus drei

1) K. Merz. Parallelflachen und Zentrafliche eines besondern Ellipsoides
und die Steinersche Flache. E.T.H. Ziirich. Beispiel einer quadratischen
Transformation, erschienen als Beilage zum Programm der Bindnerischen Kantons-
schule 1914 und im Verlag von Fr. Schuler, Chur (54 Seiten mit Bild und Figuren).
Kurze Mitteilungen in den Verhandlungen der Schweiz. Naturforschenden Gesellschaft
1914 II. Teil S. 102, mit Figuren, und 1916 II. Teil 8. 93, Historisches.
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Quadraten, die je durch eine Diagonale halbiert sind. Um das Heptaeder
zu erhalten, ist das Netz lings den punktierten Linien des mittleren Drei-
ecks nach oben aufzuklappen, so dal die drei Punkte O in einen Punkt
zusammenfallen, welcher dem dreifachen Punkte der Steinerschen Fliche
entspricht und die Mitte des Heptaeders wird. Um die iibrigen sechs
inneren Kanten sind die Flachen des Netzes entgegengesetzt, also nach
der untern Seite zu klappen, und es sind die Durchdringungen herzu-
stellen, so daf} die halbierten Quadrate sich wieder zusammenfiigen und
ihre sie teilenden Diagonalen zu den drei Doppelgeraden des Heptaeders
werden, als Abbildung der drei Doppelgeraden der Steinerschen Fliche.
Dabei schlieBen sich zugleich die sechs Randkanten zusammen zu einem
Dreieck, an welchem der Ubergang von der einen Seite des Netzes zu der
andern ausgefiihrt werden kann, so daf die Einseitigkeit am Heptaeder
eintritt. Diese Randkanten sind in der Zeichnung des Netzes durch
Doppelstriche hervorgehoben; die ausgezogenen liegen auf der obern
Seite, die punktierten auf der untern Seite des Netzes. Die ein-
geklammerten Zahlen gehoren zu den Ecken auf der untern Seite,
die iibrigen Zahlen zu den Ecken auf der obern Seite des Netzes. Der
Rand 1—2 vereinigt sich nach Uberschlagung der Netzflichen mit
(1) —(2) und ebenso 3 —4 mit (3) — (4) und 5 — 6 mit (5) — (6).
Jede Ecke ist dabei mit zwei Nummern bezeichnet, je nach dem Rand,
zu dem sie gezéhlt wird und ob oben oder unten am Netz. Bei der
Aufklappung aus dem Netz zum Heptaeder kommt also das M6bius’sche
Band dreimal zur Bildung, wobei diese drei Biénder einander in den
Doppelgeraden durchdringen.

Das Heptaeder hat die ndmlichen Kanten und Achsen wie das gewohn-
liche Oktaeder, von welchem es aber nur vier Dreiecksflichen besitzt und
dazu die Achsenvierecke als Quadrate oder Rauten. Von den Riandern
der vier fehlenden Dreiecksflichen besitzt das Heptaeder einspringende
Ecken nach seiner Mitte. An jedem dieser vier Randdreiecke kann also
das Heptaeder aufgeschnitten werden, um das gezeichnete Netz zu
erhalten.

Diesen vier Randdreiecken entsprechen an der Steinerschen Fliche
die Beriihrungskegelschnitte der vier singuliren Tangentialebenen,
welche das erwihnte Koordinatentetraeder bilden. Riickt eines dieser
Randdreiecke ins Unendliche, so hat das Heptaeder drei Paar paralleler
Flachen, und bei der eingangs angegebenen Bildung aus einer Ebene wird
dann die Einseitigkeit vermittelt auf deren drei unendlich fernen Schnitt-
geraden. Auch die iibrigen drei Randdreiecke haben je eine Ecke im
Unendlichen.
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Von historischem Interesse?) ist es, wie Steiner 1843 seine Romerfliche
projektiv ersann, wie diese spiter synthetische und analytische Dar-
stellungen erfuhr und wie schlieflich das Heptaeder daraus als Ergebnis
erschien, ein einfaches Polyeder, zu dem das Netz iiberraschend und nett
sich schlie3t. Damit diirfte das Heptaeder auch dazu beitragen, die Erinne-
rung an die so interessante Steinersche Flidche rege zu erhalten.

2) Jahresbericht der Naturforschenden Gesellschaft Graubiindens, LVII. Band 1917,
aus Historischem der Steinerschen Flache. Seite 65. In Kommission der F. Schu-
ler’schen Buchhandlung, Chur.

(Eingegangen den 25. Februar 1936.)
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