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Ein Satz ùber beschrânkte

endlichvieldeutige analytische Funktionen

Von Henbik L. Selberg, Oslo

Sei 3E eine Riemannsehe Flâche, welche iiber dem Einheitskreis
| x | < 1 mit iiberall der gleichen endlichen Blàtteranzahl und unendlich
vielen Windungspunkten ausgebreitet liegt. DaB auf 3£ eindeutige be-
schrànkte analytische Funktionen existieren, ist trivial. Kommen aber
Tinter diesen Funktionen auch welche vor, die nicht in verschiedenen
Blàttern von SE identisch gleiche Werte annehmen? Dariïber wollen
wir im folgenden den Satz beweisen:

Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Existenz einer auf
3£ eindeutigen beschrânkten analytischen Funktion, die in keinen zwei
verschiedenen Blàttern von 3Ê identisch gleiche Werte annimmt, besteht in
der Konvergenz der Eeihe

JS(| —l«*l) (1)
=1

wo <*! <x2 die Werte bezeichnen, ûber welche die Windungspunkte
von 3E liegen.

Ich erinnere zunâchst an einige Begriffe aus der Théorie der endlich-
vieldeutigen analytischen Funktionen.

Sei f(x) eine analytische Funktion, die auf 3£ eindeutig aber nicht
notwendig beschrânkt ist und auBerdem nicht in verschiedenen Blàttern
von 3£ identisch gleiche Werte annimmt. Die Blàtteranzahl von 3£

bezeichnen wir mit k, mit F(r) bezeichnen wir die Projektion des Kreises

\x\ r auf 3E.

Die charakteristische Funktion T(r,f) von f(x) ist definiert durch

wo
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dabei bezeichnet n(r, f) die unter Berucksichtigung der Multiplizitat
bestimmte Anzahl der oo-Stellen von f{x) im Kreise | x \ f=^r Sei ferner
n(r ,H) die Anzahl der Wmdunospunkte von 3£ im Kreise |#|<^r,
wobei ein Windungspunkt, wo A Blatter zusammenhangen, (A—l)-fach
zu rechnen ist Setzt man

so besteht, wie man in der Leiire von den endlichvieldeutigen ana-
lytischen Funktionen beweist1), die Ungleichung

Soll f(x) beschrankt sein, so muB zufolge dieser Ungleichung N(r, 3E)

fur r -> 1 beschrankt sein. Da die Reihe (1) dann und nur dann kon-
vergiert, wenn N (r, 3£) fur r -> 1 beschrankt ist, so ist hiermit die

Notwendigkeit der Konvergenz von (1) bewiesen.
Wir nehmen nun an, daB die Reihe (1) konvergiert, und wollen

dann zeigen, daB auf 3B eine emdeutige beschrankte analytische
Funktion existiert, die nicht identisch gleiche Werte in verschiedenen
Blattern von 3E annimmt. Da die Konvergenz der Reihe (1) bei jeder
linearen Transformation erhalten bleibt, welche das Innere des Ein-
heitskreises auf sich selbst abbildet, so ist es keine Einschrankung,
wenn wir voraussetzen, daB kein Windungspunkt von 9£ uber #=0 liegt.

Sei qx q2 eine unendliche Folge positiver monoton gegen 1

wachsender Zahlen, | ein Punkt auf 3E, der uber x 0 liegt. Den im
Kreise | x \ < qv gelegenen Teil von 3£ bezeichnen wir mit 3£v. qx soll
so groB gewahlt werden, daB 3EX — und damit auch die ubrigen 3£v

— zusammenhangend ist Zu jedem Machenstuck 3£v gehort dann
eine Greensche Funktion gv(x,$), die durch folgende Eigenschaften
bestimmt ist: gv(x,£) ist eindeutig und harmonisch aufïv auBer im

Punkte | und unterscheidet sich von loff-^—;um eine in f harmonische
1*1

Funktion; am Rande von £„ ist gv(x, Ç) 0 Nach dem Prinzip
des Maximums gilt auf 3£

<?„(*, |)<log-g. (2)

1) E. Ullnch, Ûber den Emflufi der Verzweigtheit einer Algebroide auf
îhre Wertverteilung, Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 167,
S 210.
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Da die Folge gv (x, |) monoton wachsend ist, so folgt hieraus, da8
die Grenzfunktion

existiert. g(x,£) ist positiv und harmonisch auf 3E auBer in £ und

unterscheidet sich von log -j—y um eine in £ harmonische Funktion.

Nach (2) ist

jj- (3)

g(x, f) muB daher am Rande von 3£ verschwinden ; die Niveaulinien
von g(x, |) sind somit geschlossene Kurven.

Ich betrachte jetzt die Ableitung <p' (x) von

+ ih(xtg),

wo h(x,i) zu g(x,i) konjugiert ist. Bezeichnet Lx die Niveaulinie
g(x, S) A, 3Ee das Teilstuck von 3E, das von Lx und Le, 0^e< A,
begrenzt wird, so ist fur e > 0 infolge einer bekannten Transformations-
formel

wo dco das Flâchenelement bedeutet, und die Intégration lângs LK und
Le mit wachsendem h (x, f) erfolgen soll. Fur e->0 folgt hieraus

Da 3£o wegen (3) fur A log — }0<r<l, den Kreisring r<\x\<\
von 3E umfaBt, so folgt hieraus, indem F(r) wie friiher die Projektion
von | x | r auf 3£ bezeichnet,

i
Cdtf\<p'(te**)

Es gibt demnaeh eine unendliche Folge positiver gegen 1 wachsender
Zahlen rltr2 fur welche
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und somit
l

\<P Vv* _ -j-â •

Auf die linke Seite der letzten Ungleichung wenden wir die Integral-
ungleichung an

^Jlog f(r)dr g logj^Jv(T)dr)

die fur jede im Intervalle oc, P nichtnegative integrable Funktion y)(r)
gultig ist, und erhalten wegen

log 6>;gi

die Abschatzung

<^ log (4)

Im Punkte | hat 9?' einen einfachen Pol ; die ubrigen oo-Stellen von
q>' mussen aile in den Windungspunkten von 3£ liegen, und zwar kann
einWindungspunkt, wo ABlatter zusammenhangen, hochstens oo-Stelle
von der Multiplizitat À—1 sem. Daher ist N(r, ip') ^ N(r,£) und
somit N(r,q?f) =0(1), da wir doch die Konvergenz von (1) voraus-
gesetzt haben, weshalb N(r, SE) =0(1) ist. Zusammen mit (4) gibt dies,
da T(r, (p') — m(ry(p') + N(r, 9/) mit wachsendem r nicht abnimmt2),

Es handelt sich jetzt darum, aus 99' eine Funktion zu konstruieren,
die nicht nur eine beschrankte charakteristische Funktion hat, sondern
auch selbst beschrankt ist. Dazumultiplizierenwir 99' mit dem Blaschke-
produkt

2) Der Nevanhnnasche Satz von der Monotonie der charaktenstischen Funktion
gilt auch fur endhchvieldeutige analytische Funktionen, vgl H Selberg, Algebroide
Funktionen und Umkehrfunktionen Abelscher Intégrale, Avh utgitt av
Det Norske Videnskaps-Akademi 1 Oslo I Matem -Naturvid. Kl. 1934, No 8, S. 10.
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~ ocv ocv— x
v=\ \(XV\ 1 OCV X

wodurch wir die oo-Stellen los werden. Da \B(x) | < 1, |#|<1, muB
die charakteristische Funktion T(r,0) von 0(x) B(x) <p'(x) beschrânkt
sein, d.h.

m(r,0) =0(1) (5)

Sei nun glf q2, eine gegen 1 wachsende Folge positiver Zahlen.

Sei ferner u(x) das Maximum von log 10v(x) | v 1, 2, k, indem

0i, 02,... 0k die zu den &-Blâttern von 3£ gehôrenden Zweigen von
0 bedeuten. Setzt man

soist \fv(x) | ^1 fur \x\^qv\ denn fur \x\ qv ist \&{x)Wv(x)\^l. Aus
der Folge fx, /2,... kann daher eine Teilfolge fnx, /W2, extrahiert
werden, die in jedem Kreis | x \ < q ^< 1, gleichmàBig gegen eine auf
3£ beschrânkte eindeutige analytische Grenzfunktion f(x) konvergiert.
f(x) kann nicht in zwei verschiedenen Blâttern von 36 identisch gleiche
Werte annehmen. Denn in £ hat 0(x) einen endlichen Wert ^ 0

wàhrend 0 (x) in den ûbrigen iiber x 0 gelegenen Punkten von 36

verschwindet. Ebenso mit f(x) ; denn man hat
2tt

l 1 (*
Wv(0) =expj——J u(Qve**)d

o

und somit nach (5)

wâhrend anderseits zufolge der Konstruktion von Wv die Ungleichung
| ^(0)1 5^ 1 gilt. Unser Satz ist hiermit vollstândig bewiesen.

(Eingegangen den 9. August 1936.)
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