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Erweiterung eines Konvergenzsatzes
von M. Riesz fur Dirichletsche Reihen

Von Alfbed Kienast, Kusnacht (Zurich)

M. Riesz [5, 6] * bewies den Satz :

,,Erfullen die Koeffizienten einer Dirichletschen Reihe

/(«) ^«w erXnS, h<h<- An->oo, s o + it, (l)
1

die Bedingung

lun e-^Z^k 0 (c > 0) (2)
W->oo 1

und ist die infolge 2) fur a> c regulare Funktion f(s) auch in gewissen
Punkten der Geraden a c regular, so konvergiert die Reihe in diesen
Punkten."

Ferner bemerkt er [5] : "La convergence subsiste pour une grande
classe de points singuliers."

In einer weiteren Arbeit hat M. Riesz [7] ausgefuhrt, wie die Regulari-
tat durch weniger emschrankende Bedingungen ersetzt werden kann.

Fur diesen Satz hat kurzlich A. E. Ingham [1] eme Verfeinerung be-
wiesen (Theorem I, pag. 463), durch Anwendung der Wienerschen
Méthode (vergleiche auch J. Karamata, Weiterfuhrung der N. Wienerschen
Méthode, Math. Zeit. 38 (1934), 701—8, und Comptes-Rendus 2e Congrès
Math, pays slaves, Praha 1934. Un théorème sur les intégrales trigono-
métriques, 147—9).

Er setzt (1) in der Form des Stieltjes-intégrais

j 0, AÀ(œ)=2an, (3)
0 AM<«

voraus, ferner dafî c 0 und

s-1 (f(s) — /(0) stetig ist fur a ^ 0, 11\ ^ T

Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist, auf dem von Ingham ein-
geschlagenen Wege unter Benutzung seiner Bezeichnungen und engstem
AnschluB an seinen Beweisgang einen Schritt weiterzugehen und zu
beweisen :

*) Nummera m eckigen Klammern beziehen sich auf das Verzeichnis am SchluB des

Aufsatzes.
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la. Es sei 0<g<l
Ci)

(i) | œ1~Qé~a $eudA(u) | ^ 0 endlich fur co-> oo
o

(ii) s*-1(f{s) — f(O)) W(s) stetig ftir \t\ £T

(iii) rQ (¥(it) — W(0) stetig fur \t | ^ T

dann ist
fur co ->oo

Satz Ib. Wenn zu den Voraussetzungen (i), (ii) von Satz la hinzu-
kommt

(iii) W(it) ist fiir \t\^T von beschrânkter Schwankung,

dann ist
A (co) — / (0) O (co<?-i) fiir co0 < co

Satz le. Wenn in Voraussetzung (i) von Satz la 0 —e>0 beliebig
klein ist, wenn ferner (ii) von la besteht und

(iii) te(¥(it) — W(0) fiir 11 \ ^ T von beschrânkter Schwankung ist,

dann ist
A(œ)—f(0) (£ + o(l)) co*-1 fur œ -» oo

Voraussetzung (i) hat zur Folge, da6 (3) fiir g > 0 konvergiert, wo-
durch f(s) in dieser Halbebene definiert ist. Wenn in Aussagen Zeichen
benutzt werden, die Werte von / (s) aufder Konvergenzgeraden bedeuten,
so soll damit gemeint sein, daB es môglich ist, derart Werte auf a 0

zu adjungieren, daB die Aussagen wahr sind.
Die nachfolgenden Erôrterungen gelten fur (3) und die Voraussetzung,

daB A (u) in jedem endlichen Intervall (0, co) von beschrânkter Schwankung

ist ; ferner sollen dieselben Konventionen gelten, wie fiir die
Reihe (1)

Zu den Voraussetzungen der Sâtze I hat mich das Beispiel veranlaBt,
auf das in § 3 Satz le angewendet wird. Es ergibt, daB die Dirichletsche
Reihe von

t«(«) — r-\e) 1 «"" ign. o <e < i,
2

fiir 5=1 konvergiert, samt einer Aussage iiber den Reihenrest.
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Die Ûberlegungen des vorliegenden Aufsatzes schlieBen an Inghams
Theorem I an. Man kann in analoger Art sein Theorem II, [1] pag. 464,
verfeinern. Wie Ingham erwahnt, ist dies Theorem II identisch mit
einem Satze von Heilbronn und Landau. Letzterem folgend hat Landau
[4] den Primzahlsatz ip(x) <—>x bewiesen. Man kann daher diesen
Landauschen Beweis in [4] erweitern und dadurch einen genaueren
asymptotischen Ausdruck fur ip(x) — x gewinnen. Wie weit man dabei
kommt, hangt davon ab, wie genau man imstande ist, das Intégral
(vgl. [4] S. 519, Zeile 4 v. o.)

J0(1 + it) {1 — \t | T-1} eat>dt, 0 (s) s'1 j— £ (a) —^j
abzuschatzen bezuglich co, T. (Dies Intégral entspricht bei Theorem II
dem Intégral J8 hier § 2.) Verwendet man hierzu die genaueste bisher

bekannte Abschatzung fur — (s) so fuhrt Landaus Beweis [4] zum

genauesten bisher bekannten asymptotischen Ausdruck fur ip(x). (Ver-
gleiche Ingham, The distribution of Prime Numbers. Cambridge Tracts
in Math, and Math. Physics. No. 30 (1932) ; Chap. III. § 12, 13. pag.
65, 66.)

I.

Lemma 1. Wenn

dann ist

K(y) (k(x)e-yxtdx 2$Jc(x) cos yx dx
i o y

fur aile reellen y (wobei Gleichheit nur an isolierten Stellen vorkommen
kann) und es sind

K jK(y)dy
— oo

K'=J\y\K(y)dy (4)
konvergent und ~°°

K'< 6K.

Der Beweis ist ausgefûhrt von Ingham [1] pag. 466.
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Lemma 2. Es sei (3) konvergent fur a > oc ^ 0 ; es werde, analog
Ingham pag. 467, bezeichnet

K (0 * Jr) • **(*) =JPM«) e"1"' * TK(yT)

A{u)e~uoc—A9

s s — oc

A eine Konstante ; dann besteht die Formel

+ T 00

j&(s)kT(t)ecotidt $R(u)KT{u — co)e-uadu (a>oc) (5)
— T 0

Ingham beweist sie, indem

usdu o>oc

mit JcT(t)e0)ti multipliziert und nach t von —T bis -f- T integriert
wird. Von der entstehenden Formel wird diejenige subtrahiert, die aus
ihr fiir den speziellen Fall

A(Q) 0, A(u) Aeu0C(u>0), LLi __^__

hervorgeht.
Ich benutze hier (5) fiir oc 0 .4 /(O)

dann lautet die Formel

JîP^J^MOe""^ $R(u)KT(u—œ)e-uadu. (6)
— 2' 0

Zum Beweise der Sâtze I bedarf man folgender Approximationen :

A. Setzt man voraus oc 0 und bezeichnet

so ist

9 Commentarii Mathematici Helvetici

e~uB(u) | ro' + )e~uB(u)du
h)
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Auf Grund von Voraussetzung (i) Satz I, gibt es zu jedem 0< e

ein coQ, so daB

Somit

fur

$eudA(u) | ^0 + e fur o>0<co.
0

R{co') — B(co) \^{ 2(0 + e) + \ o>'— co \ (6 + (7)

co, co'>coo co0(e)

Spezie]l und weniger genau ist

B(u) 0 (u) fur u -> oo

B, Es ist (0 < q < 1) fur a -» + 0 {%. e. ^c + 0)

(8)

-z7
(9)

$W(it)(it)-ekT(t)efùHdt
m

Zut Abkurzung sei s~QXF(s)

(g(s)—g{it))h(t)dt-\-

H — h(t), dann hat man

-a T

g(it)h(t)dt

+ J g(s)h(t)dt
a

J2

Das Maximum von ^(cr + itf) &(£) fur | ^ | <£ o1, 0 ^ a ^c^, sei mit
f bezeichnet ; dann ist

\J6\ ^M1
also

J5->0 fur a-* +0
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$ + it) — W{it)] (a+ityeh(t)dt
-T

-a
+ \W(it) [(a + it)~Q —(ityQ]h(t)dt J6 + J7.

-T
W(a-\~it) ist fur \t\ ^T, O^a^d stetig ; also gibt es zu jedem

0 < e ein 0 < at so, daB

| W(a + it) — W(it) | < e fur 11 \ ^ T 0 g a < ax

Das Maximum von /&(^) fur \t\ ^ T sei ilf2• Dann ist

-a T
\JQ\ ^eM2$\

folglich J6-> 0 fur or-> + 0

Das Intégral von —gz'1'9, geradlinig von it bis o-\-it liefert

)~Q— (it)~Q\ ^qg]^-1-*
und somit

a

folglich J7 -> 0 fur cr -> + 0. Somit ist J2-+0 und ebenso J3 -> 0 fur
a -> + 0. Zusammengenommen hat man lim Jj hm J4 fur or -> + 0
und dies ist die Behauptung (9)

Lemma 3. (Es ist oc 0).

1. Wenn t^(W(it)~-W{0) fur \t\^T stetig ist, dann ist
+ T

kT(t) eat%dt J8-*0 fur o>->oo. (10)

2. Wenn W(it) fur | <| ^T von beschrankter Schwankung ist, dann ist

\ Q-1 (11)

wo i2 (co) beschrankt ist fur co -> oo

3. Wenn t~Q(W{it) — F(0)) fur |f| ^T von beschrankter Schwankung
ist, dann ist in (11)

Q (co) Q + o (1) fur co -> oo

wo Q eine Konstante ist.
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Man hat

V^(0)] {it)-"kT(t)emtidt

+f [kT(t) — HO)] (it)-«e°'~dt

+ W(0) k(0)f(it)-' e»Hdt J9 + JW + Jn
-T

Hier ist
fur co->c5o, (12)

00

da das Intégral J exix~Qdx 0 <@ < 1 konvergent ist.
0

In Jlo ist

[kT(t) —1(0)] r« ^î1-1^^ in | «| ^ y

von beschrânkter Schwankung, da g1(t) in 111 ^1 von beschrànkter
Schwankung ist. Folglich ist

J10 O((o~1) fur ft>->oo (13)

Unter der Voraussetzung 1 des Lemmas ist J9 Fourierkonstante
einer stetigen Funktion, also J9->0 fiir co->oo. Dies, (12) und (13)
beweisen (10)

Wenn die Voraussetzung 2 erfiillt ist, so ist J9 0 (co^1) woraus
mit (12) und (13) sich (11) ergibt.

Die Voraussetzung 3 hat endlich J9 0 (oT1) zur Folge, womit aile
Teile des Lemmas bewiesen sind.

Die hier benutzten Aussagen ûber die GrôBenordnung eines trigono-
metrischen Intégrais findet man in § 3 in S. Bochner, Vorlesungen uber
Fouriersche Intégrale, Leipzig 1932.

II.
Beweis von Satz I. Geht man in (6) zur Grenze a -> + 0 (i.e. oc + 0)

liber, so folgt wegen (9)

(it) (it)'QkT(t) eotidt JR(u)KT(u — co) du
o (14)

130



da das dritte und daher auch das zweite Intégral wegen (8) und (4)
absolut konvergieren.

Definiert man R(u) 0 fur u < 0, so ergibt (14)

+ 00

E(co) J K(y) dy R(co) K
+ 00

~°° (15)

und das ist die Gleichung, die Ingham pag. 468, Zeile 11 v. u. auf
dieselbe Weise ableitet ; hier wird der Grenziibergang co -> oo ausge-
fûhrt.

^12 — J + J ^13 + «^14 •

-oo -i/2To)

In J13 ist co ^2 \y\T~1 und co + yT^^^co ^ | y\T~x

00

Somit | J131 ^ G^T'1 J | y \~3dy ^ 2G1T~3co~2.

In Ju ist co + yT'1 ^\oo Wenn daher 2co0 < co so ergibt (7)

00

Also ist
-e} (16)

Dies, (10) und K >0 in (15) verwendet, geben

-R(co) ->0 fur co -> oo

womit la bewiesen ist.

Benutzt man in (15) die Abschâtzungen (16), (11) und Z>0, so

folgt Satz Ib.
Beriicksichtigt man schlieBlich in (16) die engere Voraussetzung

8=e, benutzt die Aussage 3 von Lemma 3 und K > 0, so erhalt man
aus (15) Satz le.
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III.

Bezeichnet man Ce (s) — £oc(q,ti) n~s, fQ(s) ^n~8 lge~%, so gilt
1 2

Satz II. Die Dirichletsche Reihe der Funktion

&{*) — r-\Q) fQ(a) f(s) ^ann~s (0< q< 1)
î

ist an der Stelle 5=1 konvergent und, fiir x -> oo

koc(Q,n) n-1 T-1^ + 1) lge* + (JO + o(l)) lg^1^ (17)
î

wo Q eine Konstante ist.

Beweis. Es ist (vgl. A. Kienast [2, 3] fiir 0 < g und x -> oo

J; a (g,w) t^-1 ^ r-1 (q +1 ig<? x
1

was aus dem Satze von G.H.Hardy und J.E.Littlewood iiber Reihen
mit positiven Termen, z. B. Acta Math. 41 (1918), Lemma 2. 113,

p. 128, folgt und

j>te,n)~r-ite)sig«-1s.
î

Daher ist

k"n k « te» ») — r~1 te) 1 !ge~^ ^ (* te*"1 ») ;11 2

dies ist Voraussetzung (i) von Satz I und 6 s beliebig klein. Weiter
ist

(s— l)HQ(s) (l + E(s— 1) — E1(8— l)2+ •••)*

letzteres ist eine Potenzreihe, deren Konvergenzradius von 0 ver-
sehieden ist.

K. Knopp berechnet Acta Math. 34 (1911), S. 180—1,

M*) r(e) (s—iy>—ju-'ig^u du

+ 21 {n~° Ig6"1^ —tu'81g6"1 ^ du}
2 n

132



fQ (s) ist fur 0<E(q), abgesehen vom ersten Term (s—1) e, durch
eme fur 0 < a konvergierende Reihe dargestellt, die m eme Potenzreihe
von s — 1 umgesetzt werden kann, die mmdestens fur \ s — 1 | < 1

konvergiert Aus beiden Darstellungen folgt

/(«) {s— i)i-i fa+ di(8— 1)+ ] — ho — h1{s—l) —

Die Eulersche Formel ergibt

£n-i lgQ-i<n q-1 lg^o; + EQ i + O(airllg9-1x) (18)
2

und es ist

Jetzt kann man feststellen, dafi die Voraussetzungen von Satz le
erfullt smd, es ist

die Dinchletschen Reihen fur C*(l + *<) — l<e<l (vgl [3] §3)
und fur fQ(\-\-%t), also diejenige fur f{l+it) konvergieren gleich
mafiig fur 0 < e 5g 11 \ gî1 Somit folgt Voraussetzung (u)

somit ist (m) erfullt

Nach Satz le ist daher

i + k [«(e, ») — r-Me) ig6-1^] w-1 /(i) + (û + o(i)) îg*-1*,
2

wobei i2 eme Konstante ist
Verwendet man hienn (18), so erhalt man (17), womit Satz II be-

wiesen ist
Wahrend der Satz von Hardy und Littlewood das erste Glied der

asymptotischen Darstellung (17) liefert, fuhrt Satz le zum zweiten
Term Die reehte Seite von (17) bildet den Anfang einer Reihe, die
nach absteigenden Potenzen von log x mit ganzzahligen Exponenten-
differenzen fortschreitet und besitzt damit die Form, die fur analoge
Ausdrueke bel den Reihen C"1 und C1? bekannt ist Ieh habe Satze
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Tb und c getrennt aufgefùhrt, um die Eigenschaften ersichtlich zu
machen, durch deren Zusammenwirken das Résultat dièses Beispiels
entsteht.

Ergebnisse analog zu Satz II fur 1 <q kann man durch analoges
Verfahren ableiten.

(Eingegangen den 12. November 1936.)
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