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Ùber Erweiterungen von
unendlichen algebraischen Zahlkôrpern

Von Max Gtjt, Zurich

1. Bezeichnungen, Definitionen, Inhaltsangabe. — Es bedeute in dieser
Arbeit k immer einen algebraischen Zahlkorper von unendlich hohem
Grade und k den Korper der rationalen Zahlen. Da k aus abzahlbar

(0)

unendlich vielen Zahlen besteht, kann man immer eine Folge von von-
einander verschiedenen algebraischen Zahlkorpern endlichen Grades

k, k, k, •", k, ••• angeben, von denen jeder den vorangehenden enthalt,
(0) (1) (2) (»)

und deren Kompositum k ist : k lim k. Fur vorgegebenes k ist die
1= co (i)

definierende Korperfolge k naturlich nicht eindeutig bestimmt, aber dies
(0

macht, wie man auf Grund einer Arbeit von E. Stiemke1) oder direkt
erkennt, fur die folgenden Untersuchungen nichts aus, und man kann
sich eine feste Korperfolge in willkurlicher Weise ein fur allemal heraus-

gegrifïen denken.
Unter der kurzen Bezeichnungsweise : ,,Idéal in einem Korper" soll

immer ein Idéal im Ring der ganzen Zahlen des betrefïenden algebraischen
Zahlkorpers verstanden werden; ein Primideal ist ein solches, dessen

Restklassenring nicht nur aus der Null besteht und auBer der Null keine
Nullteiler hat. Sind a und 6 irgend zwei Idéale in einem Korper, so ver-
stehen wir unter ihrem Produkt a& die Gesamtheit aller endlichen
Summen

-- + arbr r= 1,2,3,

wo die ax GroBen aus a, die bt GroBen aus 6 sind. Gibt es eine nicht
négative ganze rationale Zahl s, so daB as ein Teiler des Ideals i (im
mengentheoretischen Sinne') ist:

a8 Si

wahrend a8+1 nicht mehr Teiler ist von i, so sagen wir, daB das Idéal a8 der

Beitrag von a an das Idéal i sei.

x) Stiemke, Emch. tTber unendliche algebraische Zahlkorper. Mith. Zeit-
schrift, Bd. 25 (1926), S. 9—39.
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Den Durchschnitt von zwei Ringen tt und r2 (Gesamtheit aller Zahlen,
die sowohl tt wie t2 angehoren) bezeichnen wir mit rx ^ r2 •

Es moge im folgenden K immer irgend eine Erweiterung endhchen
Grades von k bedeuten. Weil k die Charakteristik Null hat, so gilt der
Satz vom primitiven Elément, und man kann also K aus k gewinnen
durch Adjunktion einer geeignet gewahlten algebraischen Zahl 0, die
man auch immer als ganz voraussetzen darf : K k (0). Ist K vom
Relativgrade n in bezug auf k, und ist Q irgend eine Zahl von K, so
bezeichnen wir mit

-=¦£, 42(2) •£<»>

die zu Q in bezug auf k relativ-konjugierten GroBen. Die ganzen Zahlen
von K besitzen nach Stiemke2) eine Basis mit abzahlbar unendlich vielen
BasisgroBen :

Ql9 Q2, Q3, • - ad inf.

Definiert man dann die Relativdifîerente S von K in bezug auf k als das

Produkt der n — 1 Elemente

g(«) =(Q1 — Q([\ Q2 — &$,QZ — Q%\ ad inf.), 5 2,3 ...,n,
also n

© /7g<»>, (1)

so zeigen wir zunachst im Abschnitt 2, daB © der groBte gemeinschaft-
liche Teiler der Relativdiiïerenten aller ganzen Zahlen von K ist.

Es bedeute ferner p immer eine rationale Primzahl und

p p p
(0) (1) (2) (t)

eine Folge von Primidealen bezw. aus k, k, k, --, k, •••, wobei jedes Idéal
(0) (1) (2) (t)

der Folge das vorangehende enthalt. Dann ist der groBte gemeinsame
Teiler (die Summe) aller dieser Idéale ein bestimmtes Primideal p von k :

p==(p, p, p, p, Hm p
(0) (1) (2) (») * oo (t)

Umgekehrt gehôrt zu jedem Primideal p von k eine solche eindeutig
bestimmte Folge von Primidealen

2) Stiemke, E., 1. c. S. 15, Satz IV.
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Bedeuten e und / die absolute Ordnung, bezw. den absoluten Grad des
(») (»)

Primideales p von k, so ist jede dieser beiden naturlichen Zahlen mit
(t) (*)

wachsendem i monoton nicht abnehmend. Sind dièse beiden GroBen mit
wachsendem i besehrankt und

lim e — e lim / /
l OO (t) t O0 (t)

so sind e und / die absolute Ordnung, bezw. der absolute Grad von p.
Es gibt Korper k von unendlieh hohem Grade mit der Eigenschaft, daB

fur jedes festgehaltene Primideal p von k die Werte e und / mit wachsen-
(») (t)

dem * besehrankt bleiben, d. h. also mit der Eigenschaft, daB die absolute
Ordnung und der absolute Grad fur jedes Primideal p von k endliche
GroBen sind. In der Folge verstehe man tenter k immer einen algebraischen
Zahlkorper unendlichen Grades von diesem Typus, abgesehen vom Ab-
schnitt 2 ,wo k ein beliebiger algebraischerZahlkorper von unendlichem
Grade sein darf Ein Existenzbeweis fur solche Korper ergibt sieh sofort
durch direkte Konstruktion auf Grund eines von H Hasse3) und
Ô. Ore4) bewiesenen Existenzsatzes uber Korpererweiterungen endlichen
Grades von gewohnlichen algebraischen Zahlkorpern. Man schreibe nam-
lich die rationalen Primzahlen naeh wachsender GroBe auf, und es
bedeute pt die i-te Primzahl, also p1= 2, p2 3, p3 5 usf. Wahlt man
fur i ^ 0 allgemein fur k einen behebigen Erweiterungskorper endlichen

(*+D
Grades von k, der nur der Bedingung genugt, daB jedes der endlich vielen

(*)

Primideale von k, welche Teiler einer der Primzahlen p1} p2, •••, pt, pl+1

sind, in k m lauter Primideale von der Relativordnung und vom Relativ-
(H-l)

grad 1 in bezug auf k zerfallt, so ist offenbar k lim k vom verlangten
Typus. <•> t==ooW

Zu den Korpern k von diesem speziellen Typus gehoren wichtige
Korper ; wir beweisen insbesondere im Abschnitt 6, daB das Kompositum
aller absolut zyklischen Korper von einem festen Primzahlgrade ein
solcher Korper k ist.

3) Hasse, Helmut Zwei Existenztheoreme uber algebraische Zahlkorper.
Math Ann Bd. 95 (1926), S. 229—238. Siehe Satz 1 dieser Arbeit auf S 229.

4) Ore, Oystem • Ûber den Zusammenhang zwischen den defimerenden
Gleichungen und der Idealtheorie m algebraischen Korpern. Erste Mit-
teilung. Math Ann Bd 96 (1926), S. 313—352, zweite Mitteilung- Math. Ann Bd 97
(1927), S. 569—598 Siehe Satz 13 auf S. 349/350 und die Bemerkung auf S. 598, 3. Alinéa.
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Wir zeigen mm in dieser Arbeit, wie man fur solche Kôrper k unab-
hangig von der allgemeinen Théorie der Erweiterungen der unendlichen
algebraischen Zahlkorper, wie sie Herbrand aufgestellt hat5), auf ein-
fachste Weise die Théorie der Erweiterungen von endlichem Grade ent-
wickeln und dabei eine Reihe neuer Sàtze gewinnen kann. Es gilt nâmlich
mutatis mutandis die arithmetische Théorie, die Oystein Ore6) uber
Erweiterungen endlichen Grades von gewohnlichen algebraischen Zahl-
korpern aufgestellt hat. Insbesondere gelten der Zerlegungssatz fur die
Primideale von k (Abschnitt 3), der Satz uber die Luckenzahlen der
relativen Supplementzahlen (Abschnitt 4), der Existenzsatz uber Erwei-
terungskorper von endlichem Grade, in denen endlich viele Primideale
von k vorgeschriebene mogliche Zerlegungen und relative Supplementzahlen

haben (Abschnitt 4), und der schone Satz uber den maximalen
Beitrag eines Primideales von k zur Relativdiskriminanten bei fest-
gehaltenem Erweiterungsgrad (Abschnitt 5). Endlich bleibt das Krite-
rium uber gemeinsame auBerwesentliche Relativdiskriminantenteiler er-
halten (Abschnitt 5).

Man beachte, daB jeder Unterkorper unendlichen Grades emes Zahl-
korpers von unserem speziellen Typus auch wieder von unserem Typus
ist. Ebenso ist jede Erweiterung endlichen Grades eines Zahlkorpers von
unserem Typus wieder von unserem Typus. Beides erhellt sofort aus der
Définition von k.

Unter einem ,,Polynom in einem Zahlkorper" verstehen wir ein
Polynom, dessen Koeffizienten ganze Zahlen dièses Zahlkorpers sind. Ist
insbesondere der Koeffizient der hochsten Potenz gleich 1, so heiBt das

Polynom normiert. Mit D(f) bezeichnen wir die Diskriminante des

Polynoms f(x).

2. Wir beweisen den Satz : Die Relativdifferente einer endlichen
Erweiterung irgend eines unendlichen algebraischen Zahlkorpers ist gleich dem
groBten gemeinschaftlichen Teiler der Relativdifïerenten aller ganzen
Zahlen des Erweiterungskorpers.

Es seien in der Tat
0o, ©i, #2, (2)

die abzahlbar unendlich vielen voneinander verschiedenen, K in bezug
5) Herbrand, Jacques • Théorie arithmétique des corps de nombres de degré

infini. I. Extensions algébriques finies de corps infinis. Math. Ann. Bd. 106

(1932), S. 473—501, II. Extensions algébriques de degré infini. Math. Ann
Bd. 108 (1933), S. 699—717.

•) Vgl. die m Anmerkung 4 angegebenen Arbeiten.
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auf k lim k relativ-definierenden ganzen Korperzahlen von K. Fur

l 0, 1, 2, ••• bezeichne fz(x) das normierte, in & irreduzible Polynom
von k vom Grade n, das die Nullstelle Ot besitzt. Es ist zu zeigen, daB das

von den GroBen f'i(@i) erzeugte Idéal von K :

©* (/i(«.) f'A&i), /;(©,), ••• adinf.) (3)

gleich dem in Formel (1) definierten Idéal © ist.
Fur jedes festgehaltene Z gibt es in der Folge k, k, k, •••, k, ••• einen

(0) (1) (2) (*)

ersten Korper, etwa mit dem Index it, so daB ft (x) ein Polynom in diesem

Korper ist. Es sei / die kleinste unter allen Zahlen iv. Wir durfen an-
nehmen, daB in (2) die Numerierung der Ot so getrofïen wurde, daB fo(x)
seine Koeffizienten in k hat. Wir schreiben dann kurzer 0 statt <90 und

f(x) statt fo(x). Im folgenden sei immer i ^ /. Dann ist jedenfalls, da f(x)
a fortiori irreduzibel in k ist, fur aile Indices i der Korper K k{0) ein

(t) d) (*)

Erweiterungskorper ti-ten Grades von k, ferner K c K und i£ — lim K —
(•) (t) (t+l) *=«>(*)

*(©).
Es habe fur jeden Index i der Korper K den absoluten Grad N1r, und die

(•)

GroBen Q±, Q2, • • •, DN seien eine Basis fur die ganzen Korperzahlen
(») (*) (*)

*

von ^T. Die Idéale

1^ J

(t) (*) (0 (*) (t) (t) (i)

sind die n—1 Elemente der Erweiterung k(O) und das Idéal von K:
(*) (»)

S) n a (s>

(t) 8 2 (t)

ist die RelativdiflPerente von jfiT in bezug auf k. Es ist klar, daB
(*) (*)

© c © und das Idéal von K:
(») (•+!)

(©,©,©,... ad inf. lim © © (4)
(J) (/+1) (1+2) *=oo (*)

ist, gemâB Définition (1)

Ist fur einen festgehaltenen Index i die GroBe H irgend eine K in bezug

auf k bestimmende ganze Zahl, dann ist H von der Form :

(0

140



H p0 + fc© + ft©» + •¦ + £„_, ©--i,

wo die (nicht notwendigerweise ganzen) Zahlen /?0, /?l5 fï2, ••• ^w_2 in &

liegen, und die ganzen algebraischen Zahlen {>)

#<S) A, + &#(S) + ft0w + ••• +ftl-i®(a)"-\ 5-1,2, n, (5)

sind aile voneinander verschieden Das normierte Polynom 7i-ten Grades,
welches die n GroBen (5) als Nullstellen hat, ist nicht nur irreduzibel
in k, sondern auch in k. Denn ware es reduzibel in k, so konnten die

(0

GroBen (5) nach bekannter SchluBweise nicht voneinander verschieden

sein. Es ist mithin H gleich einer der GroBen (2). Da © gleich dem groBten
(t)

gemeinschaftlichen Teiler der Relativdifferenten (von K in bezug auf Je)

(») (*)

aller ganzen Zahlen youK ist, ist folglich eine festgehaltene GroBe von ©
(t) (»)

eine endliche Summe vonProdukten von der Form Ft • f'i(@i), wo JTj eine

ganze Zahl von K ist, und Ot eine in 7T enthaltene Zahl von den Zahlen

(2) ist, also gemaB (3)
© c ©*
(0

Da nach (4) jede festgehaltene GroBe von © fur genugend groBes i in
einem © liegt, folgt

(t) © S ©* (6)

Hait man anderseits den Index l aus der Reihe l 0, 1, 2, ••• fest, so

liegt die GroBe /^ (&%) fur genugend groBes * immer in ©. Irgend eine fest-
(•)

gehaltene GroBe des Ideals ©* liegt mithin fur genugend groBes i immer
in ©, also nach (4) auch in ©. Daraus folgt

(»)

©*^©. (7)

Aus (6) und (7) ergibt sich die Behauptung.

3. Es gilt folgender Zerlegungssatz : Es sei f(x) ein normiertes irreduzi-
bles Polynom n-ten Grades eines Korpers k und K k(O) ein Erwei-
terungskôrper von k, der aus k durch Adjunktion einer beliebigen Null-
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stelle & von f(x) entsteht. Ist p ein beliebiges Primideal von k, so ergibt
sich seine Zerlegung in K so: Es sei p8 der Beitrag von p zu D(f), dann
zerlege man zunachst f(x) fur beliebiges oc > ô in mod. pa irreduzible,
normierte Polynôme von k :

f(x) h(x)fi(x) ¦¦¦ fr(x) (mod. p") (8)

Hat hier ein Faktor ft(x), wo t 1, 2, '", r, den Grad Nt m a;, so adjun-
giere man zu k aileNullstellen ylt y2, •••, yNt eines beliebigen normierten

Primpolynoms mod. p von k vomGrade Nt in y, das mit (pt(y) bezeichnet
werden môge. Es sei p8* der Beitrag von p an D(ft) und ott > 2(5f. Dann
zerfallt /^(a;) (modd. pat, cpt(y)) in diesem erweiterten Bereich in nach
diesem Modul irreduzible, normierte Faktoren von einem gleichen Grade
in x, so daB falls Et dieser gemeinschaftliche Grad und Ft die Anzahl
dieser Faktoren ist :

p^, <pt(y)) (9)

Dann hat das Primideal p in K die Primidealpotenz-Zerlegung

##* F ...,r (10)

Hiebei bedeutet die Norm, wie immer, das Produkt der n zu tyt in bezug
auf k relativ-konjugierten Primideale, und sie ist ein Idéal von k.

Beweis : Es sei k lim k und p — p ^ k. Man bestimme einen Index j,
* oo (») (t) (t)

so daB f(x) ein Polynom in k ist, und fur aile i ^j das Primideal p die
0) (M-l)

Relativordnung und den Relativgrad 1 in bezug auf k hat. Im folgenden
sei immer i ^ /. (*}

Ist D, bezw. D das von D (/) in k, bezw. in k erzeugte Hauptideal, so ist
(*) (*)

D c D und (D D D, • • • ad inf.) lim D D
(t) (t+l) (j+l) 0 + 2) ; oo O)

(5

Ist pw der Beitrag von p zu D, so ist ô unabhangig von i und

Daraus folgt sofort,
«

daB

ô

p(1)

(5+1

D S pw

ô+l
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ô+l
Denn die Annahme D S pw fuhrt wegen

ô+l
D c D g pw
(*)

ô+i
zu D ^ kQ p(0 ^ &

(*) (» (»)

<Ri
also D £ pw

(D (*)

was ein Widerspruch ist.

Es ist mithin ô ô

(0

Das Polynom /(#) ist a fortiori irreduzibel in k, und die analogen

mod. pa, bezw. modd pa«, q>t(y) irreduzibelnZerlegungen (8) und (9) im

Korper k als Grundkorper durfen daher fur i ^ j aile als 1-isomorph an-
(0

genommen werden, da es die Restklassenringe mod. pa, bezw. modd. pa*,
b) (*)

<pt(y) sind7). Bedeuten also fur t 1, 2, •••, r die Symbole ^34 voneman-

der verschiedene Primideale von K /? (O), so ist nach den beiden Haupt-
(*) (»)

satzen der Ore'schen Théorie8) :

(») (») (•) U)
'

(») (*) U) (»)

wo die Werte r, i£f und ## von i unabhangig sind. Fur ein zu p teiler-
fremdes Idéal (\ von k ist daher immer : (l+1)

p p • a Çfx Çf2 • • • $P?' • q

wo tyt wie $pf zum Faktor /^(a;) gehort.
(»+i) (*)

Zunàchst sieht man in ublicher Weise ein, daB fur t=l, 2, r
7) Dies widerspricht ja der Tatsache nicht, dafi bei festgehaltenem Index 1 die

Zerlegungen (8) und (9) in k als Grundkorper im allgemeinen nicht ewdeutig sind. Ferner hat
(*)

naturlich jede festgehaltene Zerlegung (8) und (9) in k als Grundkorper îhre endlich vielen
Koeffizienten fur genugend grofies ^ m einem Korper k

8) Ore, 0,1c Satz 3, S 592 und Satz 7, S. 594.
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das Primideal tyt von K und das Primideal tyt von K dieselbe absolute
(*) (•) (»+i) a+i)

Ordnung und denselben absoluten Grad haben.

Wir werden jetzt noch zeigen, dafi tyt ein Teiler von tyt ist, damit
(*+i) (»)

ist dann auch erwiesen, daB tyt den Relativgrad und die Relativ-
(*fi)

ordnung 1 in bezug auf K hat. Ist in Primidealpotenz-Darstellung
(*)

in K, bezw. in K :

(t+1) (*+l) (»+l) (t+l)

so ist, weil p und C( zueinander teilerfremd sind, die erste dieser drei
(H-l) (»+l)

Grofien gleich dem Produkte der zweiten und dritten. Es folgt mithin

(*) (*) (») (t) (t+i) (t+i) (*+i) (»+i) (t+i) (»+i)

Falls man a genugend groB wahlt, werden nach dem Beweise des
ersten Hauptsatzes bei 0. Ore die Exponenten ut8 und vts fur t=s
beliebig groB, wahrend fur t^s dièse Exponenten von oc unabhangige
Werte haben, s 1, 2, r. Daraus folgt, daB fur s 4= t :

Mithin muB tyt das Primideal tyt teilen.
(*+i) (0

Ist daher Spf lim tyt, so folgen wegen i£ lim iC aus den
t OO (l) 1 00 (l)

Gleichungen (11) durch Grenzubergang zu unendlich groBem i die Glei-
chungen (10).

Auf Grund des eben bewiesenen Satzes ergibt sich folgender Existenz-
satz : Es seien

-^1 9 E2 ••• Er ;

^ Fx F2 ,Pr ;

zwei beliebig vorgegebene Système von naturlichen Zahlen, fur welche
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£ EtFt n ist. Dann kann man immer eine algebraische Erweiterung

n-ten Grades K uber k so angeben, daB das Primideal p die Primideal-
zerlegung (10) hat.

In der Tat laBt sich der Beweis des analogen Satzes bei Ore9) jetzt
direkt ubertragen, und aus ihm ergibt sich auch, daB man diesen Existenz-
satz auf eine beliebige endliche Anzahl von Primidealen p von k ausdehnen
kann. Im nachsten Abschnitt werden wir eine Verscharfung dièses
Existenzsatzes beweisen.

4. In einem Erweiterungskorper K von endlichem Grade in bezug auf
k lim k sei tyt ein Primideal von der Relativordnung Et und vom

i=oo (i)

Relativgrad Ft in bezug auf k, und p die rationale Primzahl, die in tyt liegt.
Es gilt der Satz : Ist S die Différente von K in bezug auf k, so ist der
Beitrag von tyt zu © von der Form $p^-1+jR*. Die GroBe Rt ist die

sogenannte relative Supplementzahl von tyt in bezug auf k, und zwar
ist Rt 0, falls Et ^ 0 (mod. p), dagegen eine naturliche Zahl, falls
Et 0 (mod. p). Die Zahl Et kann auf folgende Art bestimmt werden:

Man kann eine K in bezug auf k relativ-bestimmende ganze Zahl so

finden, daB der Faktor, der tyt in der Zerlegung (8) entspricht, die
Form hat: ^ft{x) - E

wobei cpt (x) ein normiertes Primpolynom mod. p von k vom Grade Ft ist,
Mt(x) mod. p nicht durch <pt(x) teilbar ist, und n eine Zahl von p ist,
die nicht in p2 liegt10). Man schreibe dann ft (x) in der Form:

fi(x) S a.{x) q>t(x)»

wobei der Grad von as(x) kleiner als Ft ist. Ist hier der Beitrag von p an
das aus denKoeffizienten von as(x) gebildete Idéal von k gleich pa«, so

ist die kleinste unter den Zahlen

ocsEt +8 s 0, 1, 2, ••• Et—l
gleich Et — 1 + Rt.

9) Ore, 0 ,\ c. S. 350.
10) An dieser Stelle wird emmal mehr die Voraussetzung benutzt, daB jedes Primideal p

von k eine endliche absolute Ordnung hat In einem allgememen unendhchen Korper
brauchen naturlich fur em Primideal p die Idéale p und p2 nicht vonemander versehieden
zu sein. Ich verweise auf die mstruktive Arbeit von Deunng, Max Verzweigungs-
theorie bewerteter Korper, Math. Ann Bd 105 (1931), S. 277—307 oder auf die
umfassende Darstellung von Krull, Wolfgang: Idealtheone, Bd. 4 der Ergebnisse der
Mathematik und îhrer Grenzgebiete, Berlin 1935.
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Beweis : Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im Ab-
schnitt 3 und bestimmen den Index j wie im Beweise des Zerlegungs-
satzes. Fur i j kann man auf Grund eines Satzes von 0. Ore11) eine K in

(*)

bezug auf k relativ-bestimmende ganze Zahl (9* so finden, daB der Faktor,
(*)

der ^ in der Zerlegung des normierten, irreduzibeln Polynoms /* (x) mit
W (*)

der Nullstelle (9* in normierte, irreduzible Faktoren mod. pa entspricht,
<•>

die Form
f*t(x)=<pt(x)Et + nMt(x) (12)

(»)

hat. Hier ist (pt(x) ein normiertes Primpolynom mod. p von k vom Grade
(») (*)

Ft, das Polynom Mt(x) mod. p nicht durch q>t{x) teilbar, und n eine
(0

Zahl von p, die nicht in p2 liegt. Auf Grund der Ausfuhrungen im vor-
(*) (»)

letzten Alinéa zu Abschnitt 2 ist dann 0* eine K in bezug auf k relativ-
defimerende Zahl. Wir durfen analog wie imAbschnitt 3 wieder annehmen,
daB fur aile i ^ j die Faktoren (12) wie die Restklassenringe mod. pa aile

1-isomorph sind. Auf Grund zweier Satze von O. Ore12) ist fur aile i ^ / :

(*)

der Beitrag von tyt zut Relativdifferenten £) von K in bezug auf k, ferner
(») (») (t) (*)

Rt 0, falls Et^0 (mod. p), dagegen Bt ^ 1, falls Et 0 (mod. p). Fur
aile i ^ j ist daher

© £ $f* "1+^ aber © $ Çf«+ ^
d) (») (t) (»)

Mithin ist, weil fur * ^ ^' dasPrimideal ^3^ die Relativordnung (undubri-

gens auch den Relativgrad) 1 in bezug auf K hat :

aber

was zu zeigen war.

u) Ore, 0., 1. c Satz 8, S. 595

ia) Ore, 0 1. c. Satz 9 und 10, S. 596/597.
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Es gilt folgender Lùckensatz fur die relativen Supplementzahlen : Es sei p
ein Primideal von k von der Ordnung e, ferner p die in p liegende rationale
Primzahl und Et 0 (mod. p). Es sei pSt der Beitrag von p an Et und
E eEt. Dann gibt es immer algebraische Erweiterungen K von einem
beliebigen Grade n ^ Et uber k, so daB eine Zahl Rt mit 1 ^ Rt ^ StE
relative Supplementzahl fur einen Primidealteiler tyt in K von p von der
Relativordnung Et ist, auBer wenn Rt gleich einer der Zahlen

P 2p ^—-^

(8t—l)E (^—

ist, und fur dièse Luckenzahlen gibt es keine solchen Erweiterungen.

Beweis : Es sei zunachst Et keine Luckenzahl. Der Index j sei so fîxiert,
daB fur i ^ / das Primideal p die Relativordnung und den Relativgrad 1

(»+i)

in bezug auf k hat. Auf Grund des Luckensatzes bei O. Ore13) kann man
(*)

fur ein festgehaltenes i ^ j immer einen Korper K uber k festlegen, indem
(») (*)

man zu k die Nullstelle O eines geeignet gewahlten normierten, in k irre-
(t) (•)

duzibeln Polynoms f(x) vom %-ten Grade adjungiert, so daB Rt relative
Supplementzahl fur einen Primidealteiler tyt in K von p p ^ A; ist,

(i) (») (t) (»)

wobei 55; die Relativordnung ^t in bezug auf k hat. Man darf ferner vor-
(•) (*)

aussetzen, daB der ^3^ entsprechende Faktor bei der Polynomzerlegung
(*)

mod. pa die Form (12) hat14).
(•)

Ist f(x) auch irreduzibel in k, dann hat auf Grund des vorangehenden
Beweises der Korper K k(O) die verlangten Eigenschaften.

Ist f(x) reduzibel in k, so sei p8 der Beitrag von p an D(f) und oc > ô.

Es sei q eine von p versehiedene Primzahl und q ein Primidealteiler in k
von q, ferner l ein Index, so daB fur aile i ^ l das Primideal q q ^ k

(H-l) (<+l)

13) Ore, 0., 1. c. Satz 13, S. 598, vgl. dazu auch Satz 11, S. 348.

u) Vgl. Ore, O 1. c. Beweis zu Satz 11, S. 348/349.
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von k die Relativordnung und den Relativgrad 1 in bezug auf k hat Es
(*+D (*)

sei îm folgenden i behebig, aber groBer als 7 und groBer als l Man kann
in k ein Polynom m(x) von kleinerem als dem n ten Grade bestimmen,

(*)

so daB das Polynom

m bezug auf das Primideal c\ dem Eisenstem'sehen Irreduzibilitats
(0

kritermm genugt Dann ist klar, daB g(x) auch m k irreduzibel ist Zer-
legt man m k das Polynom g(x) mod p2a m normierte irreduzible Fak-

(*) (»)

toren, so ist auf Grund eines Satzes von O Ore15) dièse Zerlegung mod pa
(»)

genau dieselbe wie die von f(x) Ist daher H eine Nullstelle von g(x), so

ist K k(H) eine Erweiterung, die aile verlangten Eigenschaften hat
Nimmt man an, daB eine Luckenzahl L relative Supplementzahl m

bezug auf k bei einer Erweiterung K vom n ten Grade in bezug auf k sein
konne, so zeigt man auf Grund des vorangehenden Satzes leicht, daB L
auch eine relative Supplementzahl einer Erweiterung K vom Grade n

(*)

eines algebraischen Zahlkorpers k von endlichem Grade ware Dies ist
(t)

ein Widerspruch zum Luckensatz von Ore

Bemerkung In gleicher Weise wie eben erkennt man auf Grund des

entsprechenden Satzes bei O Ore16), [daB Rt nie den Wert 8tE uber-
trefïen kann

Existenzsatz Es seien
Ex, E%, Er
Fx F2 Fr
E±, R2, • Rr

drei Système von naturlichenZahlenmit £EtFt n, und Rt, t — 1,2, ,r,
t=i

je eme mogliche Supplementzahl zu den Zahlen Et und e, wo e der absolute
Grad eines Primideales p von k ist Dann kann man immer einen solchen

Korper w-ten Grades K uber k angeben, daB das Primideal p m K die

Primidealpotenz-Zerlegung

p #•#•... SPf' NK}k (Sp() pp« « 1, 2, r

15) Ore, 0,1c Satz 4, S 592, vgl dazu auch Satz 5, S 332
16) Ore, 0,1c Satz 11, S 597, vgl auch Satz 10, S 347

148



hat, und ferner fur jedes t das Idéal tytEt 1+R* der Beitrag von fyt an die
Relativdifferente © von K in bezug auf k ist.

Beweis : Hat j die gleiche Bedeutung wie im letzten Beweis, so kann
man auf Grund des entsprechenden Satzes und seines Beweises bei
O. Ore17) fur ein festgehaltenes % ^ j immer einen Korper K uber k fest-

(*) (*)

legen, indem man zu k die Nullstelle & eines geeignet gewahlten normier-
(*)

ten, in k irreduzibeln Polynoms f(x) vom w-ten Grade adjungiert, so daB
<»)

fur dièse Erweiterung das Primideal p p ^ k in K den verlangten
(•) (*) (•)

Zerlegungstypus und die verlangten Supplementzahlen hat. Man darf
ferner voraussetzen, da6 fur jedes t 1, 2, •••, r, der tyt entsprechende

(0

Faktor bei der Polynomzerlegung mod. pa die Form (12) hat.
(•)

Istf(x) auch irreduzibel in k, so ist klar, daB die Erweiterung K k(O)
die verlangten Eigenschaften hat. Ist f(x) reduzibel in k, so verfahrt man
wie beim letzten Beweise.

Es ist klar, daB dieser Existenzsatz auch gilt, falls fur endlich viele
Primideale p von & je 3 solche mogliche Zahlensysterne vorgeschrieben
werden.

5. Ist / der absolute Grad des Primideales p von k, so gibt es genau

i r -/ —/ i
g (m) — \pmf ___ S? p q _|_ V pfi*' [.

171 L q q,q' J

verschiedene normierte Primpolynome mod. p vom festen Grade m in x.
Hiebei bedeuten q, q', • • • die voneinander verschiedenen Primteiler von m.

Als Eelativdiskriminante von K in bezug auf k bezeichne man das Idéal

Définition : Es sei wieder p ein Primideal von k und K eine endliche alge-
braische Erweiterung von k mit der Relativdiskriminanten A Dann heiBt

p gemeinsamer aufierwesentlicher Belativdiskriminantenteiler dieser
Erweiterung, falls der Beitragsexponent von p zu der Diskriminanten jedes K in
bezug auf k relativ-definierenden, normierten irreduzibeln Polynoms
gràfier ist, als der Beitragsexponent von p zu A

«) Ore, 0., 1 c. Satz 14, S 351.
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Kriterium fur gemeinsame aufierwesentliche Eelativdiskriminantenteiler :
Das Primideal p von k habe in der endlichen Erweiterung K die Prim-
idealpotenz-Zerlegung :

p SPf'SPf* VÏ ; NE]k (sp() p*t for t 1, 2, r

Es durchlaufe F' die voneinander verschiedenen Werte Ft, die in dieser
Zerlegung auftreten, und r(F') gebe fur einen festen Wert F' die Anzahl
der voneinander verschiedenen tyt an, die den Relativgradi^ haben. Dann
ist p und nur dann gemeinsamer auBerwesentlicher Relativdiskriminan-
tenteiler der vorgelegten Erweiterung, wenn fur wenigstens einen dieser
Werte Ff :

r(F')>g(F')

Beweis : Es sei die ganze Zahl 0 die Nullstelle eines festgehaltenen, nor-
mierten K in bezug auf k definierenden Polynoms f(x). Wir benutzen die
Bezeichnungen des Zerlegungssatzes und seines Beweises in Abschnitt 3,

und es bedeute fur i ^ j immer © die Relativdifïerente und A NK\ k(£))
(t) (») d) d)

die Relativdiskriminante von K in bezug auf k.
(») (•)

Aus dem Beweise des Zerlegungssatzes ersehen wir, dafî fur i ^ j und
t 1, 2, •••, r, in verstandlicher Bezeichnungsweise immer Et — Et>

(•)

,Pf Ft und aus dem Beweise des 1. Satzes in Abschnitt 4, daB Et i?É
(*) (•)

ist.

Da A c A und A (A A A ad inf.) ist, so folgt aus
(t) (*+l) 0) 0+1) (7+2)

S Ft(Et-l+Rt) S

(f) (») (i) (t)

in bekannter SchluBweise sofort

Wir sehen also, was wir beim Beweise des folgenden Satzes benutzen
werden, daB wenn bei einer Korpererweiterung K von k fur ein Primideal

p von k die drei Zahlensysteme

150



E1 E2 Er
Ft ,Ft Fr
B1 B2 Br

r
gelten, so hat der Beitrag von p an zl denExponenten ]£Ft(Et— 1 + Bt)

t—i
wie îm Falle eines Grundkorpers von endhchem Grade

Nach dem Beweise des Zerlegungssatzes m Abschnitt 3 ist ferner
fur % ^ y

ô ô
(*)

Auf Grand des Kritermms fur gememsame auBerwesentliche Relativ
diskrimmantenteiler bei endlichen Korpererweiterungen von algebrai
schen Zahlkorpern endlichen Grades18) folgt aus der Voraussetzung des

zu beweisenden Satzes sofort

à >kFt{Et—\+Rt)
(0 t~i d) {%) (t>

Mithm ist

^> ZFt(Et — l+Bt) q e d
t 1

Satz Es sei p ein Primideal von k von der absoluten Ordnung e und n ^ 2

eine naturliche Zahl, deren Darstellung îm Zahlensystem mit der
Grundzahl p

n ax pai + a2 p*2 + + av p^v ax > oc2 > > ocv ^ 0

1 fg a^ ^ 29— 1 fur ^=1,2, v,

ist Betrachtet man dann die Relativdisknmmanten aller existierenden
Erweiterungskorper K vom festen Relativgrad n uber k, so ist der groBte
Exponent der Potenz, m der p als Beitrag zu einer solchen Relativ-
diskrimmanten auftntt, gleich

V

N(n p, e) n — v + e-^oc^a^p01-^

Beweis Es sei iT îrgend eine Erweiterung vom Grade w} die m bezug auf p

durch die drei Zahlensysteme

Ei E2 Er
Fi F2 Fr
i?x -R2 Br

18) Vgl z B Ore, (5,1c Bemerkung auf S 596,2 Almea,bezw den Satz auf S 339/340
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charakterisiert ist, wobei natiirlich £EtFt n und fur t — 1, 2, •••, r, die
t=i

Zahl Rt eine zu i£f und E ejÈ7t mogliche Supplementzahl ist. Dann ist der
Exponent der Potenz, in der p als Beitrag zu der Relativdiskriminanten

r
dieserErweiterung auftritt, gleich £Ft(Et— 1 + Rt) wie bei emer gleich

*=i
charakterisierten Erweiterung n-ten Grades eines algebraischen Zahl-
korpers von endlichem Grade. Auf Grund des Existenzsatzes in Abschnitt 4

und des unserem Satze entsprechenden Satzes bei 0. Ore19) folgt daraus
sofort der zu beweisende Satz.

6. Es gelten folgende beiden Satze :

1. Satz : Der Kôrper, der durch Adjunktion aller absolut quadratischen
Korper zu k entsteht, ist ein Korper k von unserem Typus. Hiebei hat

(0)

jedes Primideal p von k den Grad / — 2 und auch die Ordnung e 2,

auBer den Primteilern p von 2, fur welche e 4 ist.

Beweis : Wir bezeichnen mit lt die i-te ungerade Primzahl. Es ist also

11== 3, 12= 5, Z3= 7, Z4= 11, usf. Es sei

k h (]/=î)
(i) (0)

(2) (0)

und fur i? ^ 1 :

(-R+2) (0)

Es ist klar, daB k lim k.

Es sei lr eine festgehaltene ungerade Primzahl. Der Index s ist eindeu-

tig bestimmt durch die Forderung, daB ls die erste Primzahl von der
Form 4 n +1 ist, die lr ubertrifït, und fur welche das Legendre'sche
Symbol

19) Ore, 0., Le. Satz 14, S 598; vgl. auch Ore, 0.' Existenzbeweise fur alge-
braische Korper mit vorgeschriebenen Eigenschaften. Math. Zeitschnft
Bd 25 (1926), S. 474—489, § 5.
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Fur eine beliebige Zahl R > s sei

12JL±\
k \e m j.

Der Korper k ist ein Unterkorper des Korpers der ra-ten Einheitswurzeln
(22+2)

In den Formeln von § 5 einer meiner fruheren Arbeiten20) ist
(0)

'

fur den Korper k :
(22+2)

ho= 3 h1 h2= - hR 1 ;

Cl c2 • cR 2

Es bezeichne e, bezw. / die Ordnung, bezw. den Grad eines Primideales
(12+2) (21+2)

p von k, welches die rationale Primzahl p teilt. Man entnimmt den
(22+2) (2Î+2)

Ausfuhrungen m § 5 der erwahnten Arbeit, da6 falls p ungerade und
gleich lr ist, e =2 ist, und / die kleinste naturhche Zahl, fur welche

(22+2) (22+2)

die R + 1 simultanen Kongruenzen gelten

/ • ind, lr 0 (mod. 2) » 1, 2. r — 1 r + 1 ,i?;
(22+2)

/ • ind, lr 0 (mod. 2)
(22+2)

/ • ind0 ?r 0 (mod. 2)
(22+2)

Es kann folglich / nur entweder den Wert 1 oder den Wert 2 haben.
(22+2)

Wegen R > s enthalt k den Korper k (1/7J), in welchem der Primideal-
(22+2) (0)

teiler von lr nach Konstruktion den Grad 2 hat, mithin muB unser /
gleich 2 sein. {R+2)

Ist p — 2, so ist e =4 und / die kleinste naturliche Zahl, fur welche
(22+2) (22+2)

aile R simultanen Kongruenzen

/ • ind, 2 0 (mod. 2) i 1, 2, • • R ;

(22+2)

20) Out, Max Die Zetafunktion, die Klassenzahl und die Kronecker'sche
Grenzformel eines beliebigen Kreiskorpers. Comment. Math Helvet. Bd 1

(1929), S. 160—226.
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gelten. Es kann also auch hier / nur entweder den Wert 1 oder den
(R+2)

Wert 2 haben. Wegen R ^ 2 enthalt k den Korper k (|/5), in welchem
(R+2) (0)

der Primidealteiler von 2 den Grad 2 hat. Es ist daher / 2.
(R+2)

LaBt man R uber aile Grenzen wachsen, so ergibt sich unmittelbar
der zu beweisende Satz, da von einem gewissen Werte R an die GroBen

e und / in jedem Falle konstant bleiben.
(R+2) (R+2)

2. Satz : Der Korper, der durch Adjunktion aller absolut zyklischen
Korper von einem festen, ungeraden Primzahlgrade q zu k entsteht, ist ein

(0)

Korper k von unserem Typus. Die Primidealteiler p von k derjenigen
rationalen Primzahlen, die von q verschieden und ^ 1 (mod. q) sind,
haben die Ordnung e 1, die ubrigen die Ordnung e q. Der Grad /
jedes Primideales p von k ist ein Teiler von q.

Beweis : Man denke sich die abzahlbar unendlich vielen Primzahlen, die
1 (mod. q) sind, nach wachsender GroBe hingeschrieben, und bezeichne

die i-te Zahl dieser Folge mit lt+1. Fur q schreibe man auch lx.
Es sei dann k der Unterkorper vom absoluten Grade q des Korpers der

g2-ten Einheitswurzeln k I

(0)

Fur ein festgehaltenes R ^ 2 sei

_ r
m ç • n ix,

und k folgender Unterkorper vom absoluten Grade qR des Korpers
(R)

k\em yder m-t-ten Einheitswurzeln : k ist derjenige Ausgangs-Kreiskorper,
(0)

"

(R)

fur welchen in den Formeln von § 5 meiner in Anmerkung 20 zitierten
Arbeit :

hx 2 h2 h3 - • • Jir — 1 ;

Cl c2 • • • Cr — q ;

«j 1 a2 a3= - aR q ;

q^ q 1 f o2 } O3 =: ~ • • • Or
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Es ist k lim k, weil aus der inAnmerkung 20 zitierten Arbeit her-
1 00 (t)

vorgeht, daB fur genugend groBes R jeder absolut-zyklische Korper vom

absoluten Grade q Unterkorper eines solchen Ausgangs-Kreiskorpers k ist.
(R)

Mit e, bezw. / bezeichnen wir die absolute Ordnung, bezw. den abso-
(R) (-R)

luten Grad eines Primideales von k. Wir wollen bei festgehaltenem R nur
(R)

die Primidealzerlegung in k der Primzahlen ^ lR betrachten.
(R)

Man sieht ohne weiteres, daB fur ein Primideal von k die Ordnung
{R)

e — q oder e 1 ist, je nachdem es eine der Primzahlen lx q, l2, Z3, • • -,
(R) (R)

lR teilt oder eine von diesen verschiedene Primzahl < lR.

/ ist bestimmt als die kleinste naturliche Zahl, fur die aile Kongruenzen
(R)

f - ind, lr 0 (mod. g) » 1, 2, • • r — 1, r+1, -• R,
(R)

bezw. aile Kongruenzen

/ • ind, p 0 (mod. q) i 1,2,-• R
(R)

simultan erfullt sind, je nachdem das betreffende Primideal von k die
(R)

Primzahl lr teilt oder eine von Z^ Z2> ""> Jr verschiedene Primzahl p<lR.

Es ist mithin der Wert von / und damit auch der Wert von / ein
(R)

Teiler von q.

(Eingegangen den 18. November 1936.)
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