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Eine einfache, mit funktionentheoretischen
Aufgaben verknùpfte, hinreichende Bedingung
fur die Auflôsbarkeit eines Systems unendlich
vieier linearer Gleichungen
Von G. Polya, Zurich

1.

Die Théorie der Système von unendlich vielen linearen Gleichungen
wurde in den letzten Jahrzehnten unter verschiedenen Gesichtspunkten
weitgehend entwickelt. Der folgende Satz scheint unter keine bereits
entwickelte Théorie zu fallen ; er gibt ein einfaches hinreichendes Krite-
rium fur die Auflôsbarkeit, das in einigen sich natûrlich darbietenden
Fallen anwendbar ist.

I. Die Folge der rechten Seiten b1,b2,b3, des unendlichen Gleichungs-
Systems

uk + --- bj (j 1, 2,3, (1)

sei beliebig vorgegeben, wâhrend die Matrix (aJk) der linken Seiten den

folgenden beiden Bedingungen genUgen soll :

A. Die Teilmatrix
ai, Q+l 9 al, q+2> • • •

an, q+l > an, q+2 j

gebildet ans denjenigen Elementen der Matrix (aJk), welche den ersten

n Zeilen angehoren und den ersten q Spalten nicht angehôren, ist vom
Range n (d. h. enthâlt eine nichtverschwindende Déterminante mit n
Spalten) fur beliebige n und q.

B. lim^zi-L^o (/=2,3,4,
Unter diesen Bedingungen existiert eine unendliche Folge ux, u2, %,
welche die Gleichungen (1) befriedigt, und zwar so, dafï aile linken Seiten
absolut Convergent ausfallen.

Man kônnte die Bedingung A auch so aussprechen: Die linken Seiten
der ersten n Gleichungen bleiben auch dann unabhàngig, wenn die ersten

q Unbekannten 0 gesetzt werden. Die Bedingung B nimmt auf eine be-
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stimmte Anordnung der Gleichungen (1) Bezug. Man konnte die Bedin-

gung B so aussprechen: Die Koeffizienten jeder Gleichung werden, beim
Durehlaufen von links nach rechts, unendlich groB îm Vergleich zu den
entsprechenden Koeffizienten der daruber stehenden Gleichung. Die
Rolle der Bedingung B wurde durch Borel bei der Behandlung spezieller
Gleichungssysteme erkannt1) (vgl. die ersten Aufgaben der Nr. 5). Wir
werden zum SehluB sehn, daB A neben B nahezu uberfiussig ist.

Aus Bedingung B folgt offenbar, daB der Koeffizient emer Gleichung
unendlich groB wird im Vergleich zu den entsprechenden Koeffizienten
aller (endlich vieler) daruber stehenden Gleichungen. Somit fordert B
wesentlich mehr, als die folgende Bedingung

B'. lim inf
' a™ 1 + 1 a™ I + • ' • + i <*-*.* I

p {j 2, 3,

Es bleibt jedoch Satz I noch richtig, wenn darin die Bedingung B durch
Bf ersetzt wird, und er soll im folgenden sofort m dieser scharferen
Fassung bewiesen werden. Es bleibt Satz I sogar dann richtig, wenn B!
durch eine noch weniger fordernde Bedingung B" ersetzt wird; es ent-
steht so aus Satz I ein neuer Satz, der Satz II, der nachher (in Nr. 3)

formuliert werden soll. Der Satz II ist eine naturliche Verallgememerung
des Satzes I mit Hilfe des Matrixbegrifïs ; er hat einen weiteren An-
wendungskreis, als der Satz I, aber auch eine schwerfalligere Fassung.
Der Beweis des Satzes I wird recht breit dargestellt werden (in Nr. 2) ;

dafur darf dann der Beweis des Satzes II, der demselben allgemeinen
Plan folgt, auf die Angabe einiger Hauptpunkte beschrankt werden

(Nr. 4). Einige funktionentheoretische Anwendungen, die zum Verstand-
nis der Tragweite und der Quellen der Satze I und II wesentlich sind,
werden in Nr. 5 besprochen, einige allgemeine Bemerkungen in Nr. 6

und eine pragnantere Fassung des Satzes I beschlieBen die Arbeit.

2.

Wir wollen eine Folge ux, u2, uz, konstruieren, welche den Glei-
chungen (1) genugt, und zwar wollen wir dièse Folge ,,staffelweise"
ko nstruieren. Zu diesem Zweck werden wir eine Folge von ganzen Zahlen

ïx, ?„?„... aufstellen
x ^^ q< ft<

x) E. Borel, ,,Thèse"; Annales scient, de l'Ecole Normale Sup. (3. Reihe) 12 (1895),
S. 9—55# jjs wird allerdmgs S. 43 m den ersten 3 Zeilen nicht die hier mit B bezeichnete
Bedingung ausgesprochen, sondern eme mehr einschrankende, die wir so fassen konnen:

aj —l,i <ç£ soll fur A;-XX) ghichmafiig %n gegen 0 streben. Ferner wird mcht die

,,genaue", sondern die ,,angenaherte" Auflosbarkeit des Systems (1) behandelt. Die
Verbmdung der Bedingung B mit A ist mêmes Wissens neu.
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Die n-te Staffel wird von denjenigen uk gebildet, fur welche die Un-
gleichung

gilt. Die n ersten Staffeln zusammen bilden einen endlichen Abschnitt
ul9u29 uQn der zu bestimmenden unendlichen Folge; diesem Abschnitt
werden wir eine endliche Zusatzbedingung auferlegen, welche im folgenden

besteht : Die n ersten Staffeln befriedigen n Gleichungen >
welche aus den

n ersten Gleichungen des Systems (1) dadurch hervorgehen, dafi die den

n ersten Staffeln nicht angehôrigen uk Null gesetzt werden. Die endliche
Zusatzbedingung fur die vereinigten n ersten Staffeln besteht also aus
den Gleichungen

«11% + • • • + aiqn-i UQn-i + * * * + aUn UQn= bl >

(2)
«n-1,1 %+ ' ' * + an-l rqn~iUqn-i + * * * + an-l,qn UQn= 6n-l

«ni ux+ • • • + anqn_x uQn_1 + • • • + anqn uQn= bn

Vergleichen wir (2) mit der analogen Zusatzbedingung, der die vereinigten
n — 1 ersten Staffeln zu geniigen haben, so erhalten wir die Bedingung
fur die n-te Staffel (n ^ 2) in der Form :

* "

," '' ' "

n (3)
«tt-l, tfn-iH-1 ^n-i+i i ' ' * r an-l qn uqn U '

hierin ist bfn eine Abkûrzung,

n n ni 1 n <??»—1 Qn—i ' ' '

so daB die letzte Gleichung unter (3) gleichbedeutend mit der letzten
Gleichung unter (2) ist. Wir wollen die Zusatzbedingungen sukzessive
befriedigen, und zwar so, daB schlieBlich die eigentliche Bedingung, das

Gleichungssystem (1), mitbefriedigt wird. Die entscheidende Ûberlegung
ist im folgenden Hilfssatz zusammengefaBt (wir schreiben q,q',b statt
qn-x,qn,bfn).

Hilfssatz. Gegeben sind die Zahlen n, q, e, b ; n und q sind positiv ganz,
e ist positiv, b ist beliebig (e ist ,,klein", |6| ,,groB"). Unter den Voraus-

setzungen des Satzes I gibt es eine ganze Zahl qf9 qf > q, und Zahlen

uQ+1, uq+2, ...uqf, welche den folgenden beiden Bedingungen genûgen:
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6 fur j n
0 fur j l,2,...n—1 ;

l '

K,«+l Uq+l\+\a?,q+2UQ+2\ + ' ' + \ <*>, q, Uq,\< E ÎÛT j l 2 .U—l (II)

Das Gleichungssystem (I) (das System (3) in etwas vereinfachter
Schreibweise) wollen wir noch folgendermaBen zerlegt schreiben:

<Wi%n + •'• +*,,,'-!«*'-i *, (j=l,2,...n) (5)

xn=b — anq,uq, (6)

Xj —a9qfuqf (j= 1,2,...n— 1) (7)

und nun den Beweis des Hilfssatzes beginnen.

Auf Grund der Bedingung A existieren n ganze Zahlen kx, k2, kn,

q< kx< k2< "- <kn

so beschaffen, daB die Déterminante des Gleichungssystems

a>ikxuhl + ajk2 uk2 + - • • + a}knukn =• x, {j 1, 2, n) (8)

(fur die n Unbekannten uki, ukn) nicht verschwindet. Fassen wir in
(8) die rechten Seiten x±, x2, xn als unabhangige Variable auf; von
diesen Variablen sind die ukv homogène lineare Funktionen. Daher
existiert eine positive Zahl ô, so daB

sobald | xv\ < ô (j, v 1, 2, n).

Auf Grund der Bedingung B' konnen wir zu der eben bestimmten
Zahl ô eine ganze Zahl qf so bestimmen, daB qf > kn und

<Min(<5,|e) fur j 1, 2 n— 1 (10)

(Man beachte, daB die Forderung, worin B uber B1 hinausgeht, hierbei
nicht benutzt wurde.)

Nachdem wir ô und qf bestimmt haben, setzen wir

^ 0 wenn q< k< q', k =fi kt, k29 kn (11)

wodurch (8) mit (5) gleichwertig wird. Wir setzen ferner

xn 0 (12)
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Daim wird gemàB (6) und (7)

± ^ <f=l,2,...»-l) (13)

Bestimmen wir uki, uki, ukn aus dem Gleichungssystem (8) mit nicht-
verschwindender Déterminante; dann sind (5), (6), (7) und somit die
Bedingung (I) erfûllt.

Beachten wir, da8 gemâB (12) bzw. (13) und (10), |a^|<(5 fur
j 1, 2, n. Also bestehen die Ungleichungen (9) zu Recht. GemâB

(13) und (10) ist aber

\aiq,uq,\<\s fur j l, 2, ...w—1
und somit, wegen (9) und (11), ist auch die Bedingung (II) erfûllt.
W. z. b. w.

Nachdem so der Hilfssatz gesichert ist, kônnen wir die in Aussicht
gestellte stafifelweise Konstruktion der Lôsung ul9u29uZ9 leicht
durchfuhren.

GemâB dem Spezialfall n 1 der Bedingung A enthâlt die erste Zeile
der Matrix (ajk), d. h. die Folge an, a12,alz, unendlich viele von 0
verschiedene Elemente; ein solches (z. B. das erste solche) sei alQi.
Hiemit ist qt gewàhlt; wir setzen

ux u2 • • • uqi~i 0 uiqi -~±-

wodureh die Zusatzbedingung fur die erste Staffel (d. h. (2) fur n 1)

befriedigt ist. Wenn n 2£ 2 und

schon bekannt sind, bestimmen wir, in Anwendung des Hilfssatzes, qn und

^ffn-i+i' -" uQn (^e n"te Staffel) so, daB erstens die Gleichungen (3) (die
zugehôrige Zusatzbedingung) befriedigt werden (b'n ist, gemàB (4), durch
die n — 1 ersten Staffeln schon bestimmt), und zweitens

I «/.ftw+i u«in-i+i\ + •••+! ajQn uqn\<— (1 ^ j < n) (14)

Da (2) fur n 1 und (3) fur n 2, 3, erfûllt ist, ist (2) fur
n 1, 2, 3, erfûllt. Fassen wir ein festes j ins Auge. GemâB der
Ungleichung (14), die ja fur n> j gilt, ist die linke Seite von (1) absolut
konvergent. Fur n ^ j ergibt die /-te Gleichung unter (2), daB die
Partialsumme vom Index qn der Reihe unter (1) links den Wert bj hat.
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Somit haben unendlich viele Partialsummen der absolut konvergenten
Reihe an ux + aj2 u2 + • • • den Wert bj, welcher Wert folglich die Summe
der Reihe sein muB. W. z. b. w.

3.

Die Bedingung B besagt, vage gefaBt, daB jede Zeile der Matrix (ajk)
,,schwerer" ist, als die dariiberliegenden Zeilen. Dièse Bedingung B er-
weist sich als zu eng fur gewisse funktionentheoretische Aufgaben (vgl.
die Aufgaben 4. und 5. der Nr. 5). Bei diesen Aufgaben zeigt sich aber
eine eigentiïmliche ,,Schichtung" des Gleiehungssystems (1): Die Matrix
(ajk) làBt sich in Horizontalschichten zerlegen, und zwar so, daB jede
Schicht ,,schwerer" ist als die dariiberliegenden Schichten. Um dièse

vage Andeutung genau und doch ûbersichtlich zu fassen, miïssen wir
einige Abkiirzungen einfuhren und den Matrixbegrifï nàher heranziehen.

Die Schichtung einer Matrix (aik) wird durch die Angabe einer wachsen-
den Folge von positiven ganzen Zahlen px, p2, p2, festgelegt. Wir ver-
langen also daB

Die n-te Schicht der Matrix besteht aus denjenigen Elementen ajk, die
der Ungleichung

genugen; die n-te Schicht ist also eine Teilmatrix von (aJk), mit unendlich
vielen Kolonnen und pn — pn-x Zeilen; man bezeichnet

Vu — Vn-x dn

als die Dicke der w-ten Schicht.

Eine Kolonnenfolge wird durch die Angabe einer wachsenden Folge
von positiven ganzen Zahlen h1,h2,h3, festgelegt (1 <Lh±<h2< ••• ;

sie besteht aus denjenigen Elementen ajk, fur welche h einen der Werte
^i» ^2> ^3, annimmt. Dièse Kolonnenfolge heiBt in der n-ten Schicht

ausgezeichnet, wenn die Matrix Qt, welche die Elemente ajk mit

/ pn-.x + 1 pn-! +2 pn

umfaBt, fur l 1, 2, 3, nichtsingulâr ist (d. h. eine von 0 verschiedene
Déterminante besitzt). Q% ist eine quadratische Matrix, eine Teilmatrix
der n-ten Schicht.
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Als die Matrix oberhalb Qt bezeichnen wir diejenige Matrix Rt, welche
die Elemente ajk mit

j 1 2 3 pw.1

umfaBt. Rt ist im allgemeinen nur eine rechteckige, keine quadratische
Matrix, eine Teilmatrix der Vereinigung der ersten n — 1 Schichten, die
Kreuzung dieser Schichten mit denselben dn Kolonnen, deren Kreuzung
mit der n-ten Schicht Qz ergibt.

Unter dem Betrag einer Matrix A soll in dieser Arbeit die Summe der
Betràge ihrer Elemente verstanden werden. Der Betrag von A wird mit
|A| bezeichnet. Wenn A m Zeilen und n Kolonnen besitzt, so ist \A\ die
Summe von mn nichtnegativen reellen Zahlen. Es gelten, wie leicht er-
sichtlich, die Rechenregeln

\A + B\£\A\ + \B\, \AB\£\A\\B\.
Mit diesen Bezeichnungen kônnen wir eine auf Matrices (ajk) unend-

licher Ordnung (j,Jc= 1,2,3,...) beziigliche neue Bedingung formu-
lieren.

J5;/. Es existiert eine Schichtung der Matrix (ajk), worin zu jeder Schicht
eine ausgezeichnete Kolonnenfolge gefunden werden kann, so beschaffen, daji,
wenn Qt die zu dieser ausgezeichneten Kolonnenfolge gehôrige l-te Matrix und
i?z die Matrix oberhalb Ql bezeichnet, die Limesbeziehung

\im\RlQrl1 | 0

gilL
Um die Bedingung Bff richtig aufzufassen, bemerke man:

1. Es liegt im Begriffe der in der w-ten Schicht ausgezeichneten

Kolonnenfolge, da6 Qj1, die zu Qt reziproke Matrix, existiert.

2. Es wurde sachlich auf dasselbe hinauskommen und nur die Fassung
der Bedingung B" ândern, wenn wir in der Limesbeziehung ,,lim inf *

an Stelle von ,,lim" schreiben wurden.

3. Die Bedingung Bn ist sicher erfullt, wenn

Um |*,| IQ71! 0.

4. Die Bedingung B' ist genau derjenige Spezialfall der Bedingung jBa/,

in welchem jede Schicht die Dicke 1 hat, also pn n ist. In der Tat, in
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diesem Fall ist die zur n-ten Schicht gehorige quadratische Matrix Qt
einzeilig, besteht aus einem einzigen Elément anhl, wobei anhl ^ 0, da
Qt nichtsingular ist; die Matrix Rt oberhalb Qt hat n — 1 Zeilen und eine
Kolonne; es ist

\aihi\ + \\Ii I

wobei ht eine ausgezeichnete Teilfolge der ganzen Zahlen durchlauft. Es
handelt sich also in diesem Spezialfalle von Bfr genau um die unter Bf
ausgesprochene Limesbeziehung.

Wie die Bedingung Bf in Brr, so ist der Satz I im folgenden Satz II als

Spezialfall enthalten:

Satz II. Wenn die Matrix (a3k) die Bedingungen A und Bn erfûllt, so
Jcann man zu einer beliebigen Folge 6l5 62J 63, eine Folge ux,u2,uz,
bestimmen, welche das Gleichungssystem (1) befriedigt, und zwar so, da/3 allé
UnJcen Seiten absolut konvergieren.

4.

Wie vom Satz I zu Satz II, so gelangt man auch vom Beweis des ersten
zu dem des zweiten Satzes, indem man die Bedingung Br durch J5/;ersetzt ;

der wesentliche Gang bleibt derselbe, nur die Formeln werden weit-
schweifiger ; also durlen wir wohl aui eine Darstellung aller Einzelheiten
verzichten. (Die Parallelitat der Schritte in Nr. 2 und hier wird durch
die parallèle Numerierung einiger Formeln unterstrichen.)

Wir konstruieren die Folge ux,u%, welche (1) erfullen soll, auch

jetzt staffelweise ; der Abschnitt %, u2, uQn, welcher die n ersten
Staffeln umfaBt, hat jetzt nicht bloB n Gleichungen, sondern n Schichten
von Gleichungen zu erfullen, welche aus den ersten pn Gleichungen des

Systems (1) dadurch entstehen, daB die den n ersten Staffeln nicht
angehôrigen uk Null gesetzt werden. Fur die n-te Staffel ergibt sich
hieraus die Bedingung

Qn f 0 fÛr j 1 2 Vn i
Z a,kuk \ (3")

*=*n-i+i | 6J fur j pn_x + 1, pn

wobei br- durch die n — 1 vorangehenden Staffeln bestimmt ist :

b\ bJ— Z aûk uk (j î>n_x +l,...pn) (4")

Wir haben die ?i-te Staffel so zu bestimmen, daB neben den n — 1 ersten
Schichten der Gleichungen (3") noch die Ungleichungen
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uk i fur /=1, 29...pn^ (14")

bestehen. Erinnern wir uns daran, da6 in Nr. 3 der analoge Zweck, die
Befriedigung der Gleichungen (3) und der Ungleichungen (14) so erreicht
wurde, daB wir die ,,meisten" Glieder der n-ten Staffel, nàmlich aile mit
Ausnahme von n-\-\ Glieder, von vornherein 0 gesetzt haben, vgl.
(11); hier werden wir ebenfalls aile Glieder der w-ten Staffel von
vornherein 0 setzen, mit Ausnahme von pn -f- dn (anstatt von n-\-l)
Gliedern, deren Indizes mit

bezeichnet sein môgen. Die ersten pn Indices werden auf Grund der
Bedingung A bestimmt, die letzten dn auf Grund der Bedingung B!t
(wie in Nr. 3 die ersten n auf Grund der Bedingung A und der letzte
Index, dort mit qn oder qf bezeichnet, auf Grund der Bedingung B');
von den uky werden die letzten dn aus dem Gleichungssystem

ikv Ukv bj (j 2V-i + 1 Vn-i + dn)

bestimmt, dessen Matrix ein Qt mit genugend kleinem | liiQj1] ist [die
analoge Gleichung in Nr. 2 resultiert aus (6) und (12)]; die ubrigen nicht
von vornherein nullgesetzten Glieder der n-ten Staffel genugen dem
System Pn+dn

Ta „ _ — Z ajkvnkv fur /=1,2, ...2?n_1,
*-* wjkv ukv v==37n+l
vtml 0 fur j=p^x + 1, pn_x + dn

dessen Déterminante auf Grund der Bedingung A von 0 verschieden ist
[das analoge System in Nr. 2 resultiert aus (8), (12) und (13)].

Dièse Angaben dûrften genugen, um einen Beweis des Satzes II, der
dem des Satzes I vollkommen parallel lâuft, bequem herzustellen.

5.

Nun sollen einige funktionentheoretische Aufgaben auf Grund der
Sâtze I und II behandelt werden. Eine erste Aufgabe betrifft Funktionen
reeller Verânderlichen, die ubrigen betreffen Potenzreihen einer kom-
plexen Verânderlichen.

1. Aufgabe. Oegeben sind zwei réelle Zahlenfolgen

Mn,
al9 a2, an
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die erste Zahlenfolge ist Jceiner Bedingung unterworfen, die zweite der
Bedingung, dafi ak ^ ax wenn Je ^l, und daji \ ak \ mit k gegen oo strebt.
Gesucht wird eine Funktion <p(x), welche im Intervall — oo < x < oo von
beschrânkter Schwankung ist, in jedem von den Punkten der Folge ax, a2,
freien Intervall konstant ist und die Zdhlen Mo, M1, zu Momenten hat.

Die letztgenannte Forderung bedeutet
+ 00

J
+
J xndcp(x) Mn fur n 0, 1, 2, (15)

— 00

Bezeichnen wir mit uk den Sprung der Funktion 9? (#) im Punkte x ak.
Durch die Angabe der Folge %, u2, ist die Funktion <p(x) bis auf eine
additive Konstante bestimmt (falls wir als Funktionswert auf der Sprung-
stelle etwa den Grenzwert von rechts gelten lassen). Das Gleichungs-
system (15) ergibt

aî«i + aïttiH haJttfcH =Jfwfûrn 0,l,2,..., (16)

ein unendliches System linearer Gleichungen fur die Unbekannten
ul9u29 -.- mit der Matrix

1 1 1 1

al

Das Gleichungssystem (16) erfullt reichlich die Bedingung A : aile in
den ersten n Zeilen enthaltenen %-zeiligen Determinanten sind (als
Vandermondesche Determinanten) von 0 verschieden, da ak ^ al wenn
k yézl. Auch die Bedingung B ist erfullt, da ak -> 00 wenn k -> 00. Nach
Satz I existiert eine Folge u1:iu2, welche (16), also eine Funktion
cp (x), welche (15) erfullt, und zwar sind dabei aile linken Seiten absolut
konvergent; dies bedeutet fur n 0, daB <p{x) von beschrânkter Schwankung

ist.
DaB es eine Funktion y(x) von beschrânkter Schwankung gibt, welche

die Gleichungen (15) erfullt, ist ein Résultat von R. P. Boas jr.2). Nach
dem Gesagten stellt sich die Aufgabe, eine Funktion cp(x) zu finden,
welche (15) genugt, als ungeheuer unbestimmt heraus, da ja sogar die

2) Das Kesultat von R. P. Boas wurde kurzlich in einer Note von J. Shohat, Comptes
Rendus 207 (1938), S. 556—558 ausgesprochen, und zwar leider mit ûberflûssigen Deter-
minantenbedingungen behaftet ausgesprochen. In Beantwortung meiner unter 3) zitierten
Note teilte mir Herr Boas seinen interessanten Beweis, der in dem Bull, of the American
M. S. erseheinen soll, brieflich mit.
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zulâBigen Sprungstellen al9a29... von ç> (x) willkûrlich vorgeschrieben
werden kônnen3). Ferner ist zu bemerken, daB schon Borel das Glei-
chungssystem (16) betrachtet und im Spezialfall ax 1, a2 2,

ak k, die Existenz einer Lôsung besonders schôn bewiesenhat4), und
daB schon die Erledigung eines einzigen solchen Spezialfalles des Glei-
chungssystems (16) geniigt die Existenz einer Lôsung <p (x) von (15) zu
behaupten. Unser Satz I geniigt natxirlich, die Existenz einer Lôsung
von (16) auch dann zu behaupten, wenn ak und Mn komplex sind, die
Mn ganz beliebig, und die ak nur durch die in der Aufgabe ausgesproche-
nen Bedingungen gebunden, welche man auch so ausdriicken kann: Die
Folge al9a2ta3, soll die Folge der Nullstellen einer ganzen Funktion
ohne mehrfache Nullstellen sein. —

Die folgenden Aufgaben beziehen sich auf eine Potenzreihe

uo + u1z + u2z* + --- + ukzk + ••• /(«) (17)

Aufgabe 2. Gegeben ist eine willkûrliche Folge von komplexen Zàhlen B{n),

n 0, 1, 2, Gesucht ist eine Potenzreihe (17), welche im PunJct z 1

samt sâmtlichen derivierten Reihen konvergiert, und den Gleichungen
geniigt :

/(n> (1) J5<»> fur n 0, 1, 2, (18)

Dièse Aufgabe und ihre erste Lôsung ruhren von Borel her5).

Aus der Konvergenz der Potenzreihe (17) im Punkte z \ folgt, daB
die durch die Reihe definierte Funktion / (z) im Kreisinnern | z \ < 1

analytisch ist, aber z 1 wird fur f(z) im allgemeinen ein singulârer
Punkt sein. Die Gleichung (18) ist nur als eine Abkurzung fur

Zk(k — 1) (k — n + 1) uk jB<»> (n 0, 1, 2, (19)

zu verstehen.

3) Daô das Gleichtmgssystem (15) auch durch eine beliebig oft differenzierbare, ja sogar
durch eine ganze transzendente Funktion <p{x) befriedigt werden kann, habe ich in den
Comptes Rendus 207 (1938), S. 708—711 gezeigt, durch ein Verfahren, dessen allgemeiner
Plan mit dem der Nr. 2 genau ùbereinstimmt.

4) Die Ausfûhrungen von Borel a. a. O.1), S. 44 bedùrfen einer Ergânzung (Unterschied
zwischen der linken und der rechten Reziproken einer unendlichen Matrix î). Der
Spezialfall ak k ist mit einem anderen Gleiehungssystem gleichwertig, fur welches
Borel die Existenz der Lôsung in geistreicher Weise vollstândig nachgewiesen hat
a. a. O. x), S. 38—42 ; vgl. die nachfolgende 2. Aufgabe. Das homogène System, das
aus (16) fur Mn= 0 hervorgeht, bildete den Ausgangspunkt einer bahnbrechenden
Untersuchung von Poincaré, Bulletin de la Soc. Math, de France, 13 (1885) S. 19—27
und 14 (1886) S. 77—90.

6) A. a. 0.1), S. 38—42.
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Das System (19) fallt unter den Satz I. Erstens sind aile in den ersten n
Zeilen enthaltenen w-zeiligen Determinanten von 0 verschieden; denn
irgend eine solche hat Kolonnen von der Form

1, k, k(k—l),...

laBt sich also, durch Addition von Zeilen, in eine Déterminante mit der
allgemeinen Kolonne

± A/ tV A/

d. h. in eine Vandermondesche verwandeln. Somit ist die Bedingung A
erfullt. Die Bedingung B ist offenbar erfullt; Borel ist gerade bei der
Behandlung dièses Systems (19) auf die Bedingung, die wir hier B nennen,
aufmerksam geworden.

tïbrigens fuhrt dieselbe Kombination der Zeilen, welche die erwahnten
Determinanten in Vandermondesche verwandelt, das System (19) in das

System

1 ux + 2 u2 + 3

l2 ux + 22 u2 + 32

ln ux + 2n u2 + 3n w3 -\ C{n)

ùber (wobei C{n) fur n > 1 eine gewisse lineare Kombination von J5(1),

B{2), B{n) bezeichnet). Das System (19) ist also eigentlich mit dem

Spezialfall ak k des Systems (16) gleichwertig, gerade mit demjenigen
Spezialfall, worauf wir vorher besonders hingewiesen haben.

3. Aufgabe. Oegeben sind, fur n 1, 2, 3, die Zahlen

Die an sind dem absoluten Betrage nach wachsend angeordnet,

0< K|<|a2|< |a8|<-'- » (20)

die Zahlen mn sind nichtnegative ganze Zahlen, sonst beliebig, die Zahlen
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B^ sind durch Jeeine Bedingung gebunden. Oesucht ist eine Potenzreihe (17),
wélche im Kreise \ z | < q Jconvergiert, wo

und den Gleichungen n~*°°

f(an) &V /'(aj J32> f^(an) 1^> (21)

n 1, 2, 3, genûgt.

Der mit q bezeichnete Grenzwert darf eine positive Zahl oder oo sein.
Es handelt sich hier — abgesehen von einer gewissen durch (20) herein-
gebrachten Beschrànkung, worauf wir in der 5. Aufgabe zuriickkommen
wollen — um eine wohlbekannte funktionentheoretische Interpolations-
aufgabe, welche man durch eine Kombination der klassischen WeierstraB-
schen und Mittag-Lefflerschen Entwicklungssàtze zu lôsen pflegt6). Wir
wollen auf die Reihenentwiôklung (17) zurûckgreifen und die Gleichungen
(21) als ein unendliches System linearer Gleichungen fur die zu be-
stimmenden Potenzreihenkoeffizienten uOiul9u2, auffassen. Die
Reihenfolge der Gleichungen in diesem System ist wesentlich: Die
Gleichungen sind zuerst nach zunehmendem Absolutwert der Inter-
polationspunkte an (gemàB (20) nach wachsendem n), und diejenigen,
welehe zu demselben Interpolationspunkt gehôren, nach wachsender
Ordnung der Ableitungen anzuordnen. Wenn z. B. mx 2 ist, so lauten
die ersten 4 Gleichungen so:

Z a\ uk

Z kd^ Ujg

die Summen sind uber k •=¦- 0, 1, 2, erstreckt. Es ist klar, daB in dieser

Anordnung die Bedingung B erfûllt ist; im Beispiel werden die Koeffi-
zienten der 4-ten Gleichung im Vergleich zu denen der 3-ten fur k -> oo
unendlich groB, da, gemâB (20), \ax\ < |a2|. Die Bedingung A ist auch
erfullt; es ist leicht zu sehen, daB solche 7i-zeilige Determinanten, welche

6) Vgl. Guichard, Annales scient, de l'Ecole Normale Sup. (3. Keihe) 1 (1884), S. 427 bis
432. Ich benutze die Gelegenheit um hervorzuheben, daB das intéressante ,,corollaire"
S. 428 (Darstellung von 1 durch ,,relativ prime" ganze Funktionen) zwar vollstàndig
richtig ist, aber falsch bewiesen ist (die Môglichkeit mehrfacher Nullstellen wird nicht
berucksichtigt). Vgl. ferner z. B. G. Pôlya und G. Szegô, Aufgaben und Lehrsâtze
aus der Analysis (Berlin, 1925), Bd. II, S. 31 und S. 209—210, Aufgabe 174.

246



den ersten n Zeilen und irgendwelchen n benachbarten Kolonnen der
Matrix entnommen sind, von 0 verschieden sind. Denn wàre z. B. die
Déterminante des Gleichungssystems

a\ vo+

(k+l) a\ vx+

î~1v1 + (k+2) {k+l)a\
a\ vo+ ak2+\+ \2 z

0, also das System durch Zahlen v0, vL, v2, vz, welche nicht sàmtlich
verschwinden, erfullbar, so gâbe es ein nicht identisch verschwindendes
Polynom

voxk + vxxk^ + v2xk+2 + v3xk+z

das, obzwar sein Grad ^ k -\- 3 ist, doch k + 4 Wurzeln hàtte: nàmlich
k Wurzeln im Punkte x 0, drei Wurzeln im Punkte x ax und eine
im Punkte x — a2. Hiemit ist die Aufgabe 3 als lôsbar nachgewiesen.

Aufgabe 4. Gegeben sind m verschiedene Punkte a1} a2, am auf der

Peripherie des Einheitskreises (m > 1) und m beliebige Zahlenfolgen

(D JD(2) W0) JD(1)

Oesucht ist eine Potenzreihe, welche samt allen Ableitungen auf dem Bande
des Einheitskreises absolut konvergiert und den Oleichungen genilgt :

/<»> (<g - jBJT> (22)

fur /!= 1, 2, ...wi ; w== 0, 1,2,

Dièse Aufgabe ist eine Verallgemeinerung der von Borel herrûhrenden
1. Aufgabe. Sie verlangt etwas mehr als die Konstruktion einer analy-
tischen Funktion, welche im Innern des Einheitskreises regulàr ist und in
m gegebenen Randpunkten dièses Kreises willkurlich vorgeschriebene
asymptotische Entwicklungen besitzt7). Wie in der 2. Aufgabe, bedeutet
die linke Seite in (22) die Summe derjenigen unendlichen Reihe, welche
aus der Potenzreihe (17) durch n-maliges formales Differenzieren und
Einsetzen von a fur z entsteht (der Punkt z a^ darf fur die durch die
Reihe (17) definierte analytische Funktion singulâr sein). Betreffend die
Reihenfolge der aus (22) entspringenden Gleichungen fur uo,u1,u2y

7) Vgl. T. Carleman, Les fonctions quasi analytiques (Paris, 1926), S. 28—33.
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ist die Anordnung nach wachsendem n wesentlich, d. h. hôhere Derivierte
kommen spàter, als niedrigere; Derivierte gleich hoher Ordnung dûrfen
irgendwie angeordnet sein, z. B. nach wachsendem fi. Wenn z. B. m =-- 2

ist, lauten die vier ersten Gleichungen

Z a\ %

Z al uk

Die Bedingung A ist erfullt: Determinanten ?i-ter Ordnung aus den
ersten n Zeilen und irgendwelchen n benachbarten Kolonnen sind nach
der in der Lôsung der 3. Aufgabe angestellten Ûberlegung von 0 ver-
schieden. Die Bedingung B ist nicht erfullt, die Bedingung B! auch nicht:
In Gleichungen, die gleich hohen Derivierten entspringen, haben die
entsprechenden Koeffizienten den gleichen absoluten Betrag. Wenn wir
jedoch diejenigen m Gleichungen, welche von Ableitungen gleicher
Ordnung herruhren, im Sinne der Nr. 3 zu einer Schicht zusammenfassen, so

finden wir die Bedingung Bn erfullt. Die ausgezeichnete Kolonnenfolge
darf hier fur jede Schicht als aus ,,fast allen" Kolonnen bestehend an-

genommen werden ; es sind nàmlich in der w-ten Schicht nur die aus lauter
Nullen bestehenden n—1 Anfangskolonnen ausgenommen. Im Beispiel
sind die Schichten von der Dicke 2; die aus der 2-ten Schicht hervor-
gehobene Matrix Qt umfaBt die Elemente

(21—1) al1"2 21 a\l-x

{21—1) all~2 21 af-1

und die Déterminante von Qt ist durch Ausklammern aus Zeilen und
Kolonnen in eine Vandermondesche verwandelbar, nâmlich

(21 — 1) 21 (axa2)^-2 j JJ1

Im allgemeinen Fall ist der Betrag der m-zeiligen Déterminante von Qt

in der (w-|-l)-ten Schicht (welche aus w-maliger Dérivation entspringt)
~clmn mit positivem c, wàhrend ihre Minoren O(l{m~1)n) sind; somit ist

I Qt I O(t*) ;

die Elemente der n ersten Schichten (hôchstens (n— l)-malige Dérivation)

sind O(Zn~1) und somit ist
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\RlQF1\tz\Rl\ 1^1
So ist die Bedingung Bn erfûllt. Hieraus geht die Existenz einer Lôsung
der 4. Aufgabe hervor, auf Grund des Satzes II, aber nicht auf Grund
des Satzes I, der nur auf den hier ausgeschlossenen Fall m 1, d. h. auf
die 2. Aufgabe anwendbar ist.

5. Aufgabe. Man lose die 3. Aufgabe mit den folgenden zwei Ànderungen :

I. Anstelle der Bedingung (20) hat die gegebene Zahlenfolge a1,a2,az,
nur der folgenden, weniger einschrânkenden zu genûgen : die Zahlen ax, a2,
sind voneinander und von 0 verschieden, nach nichtabnehmenden absoluten

Betrdgen numeriert (so daB 0< \a1\ 5j \a2\ ^ \as\ ^ liegen in der
offenen Kreisflâche \z\<q und haben daselbst keinen Hâufungspunkt.
(Wenn g oo, ist die punktierte Ebene als Kreisflâche zu betrachten.)

II. Die gesuchte Koeffizientenfolge uQi ul9 wird der weiteren Bedingung
unterworfen, da/i die ersten m0 Glieder %0)%, unlQ vorgeschriebene Werte
annehmen.

Durch die Ànderungen I und II wird das Interpolationsproblem von
Einschrânkungen befreit, die in der 3. Aufgabe noch vorhanden waren
und auf eine besondere Berûcksichtigung des Nullpunktes hinausliefen :

Die durch (20) ausgedriickte Einschrànkung, daB zwei verschiedene

Interpolationspunkte verschiedene Abstânde vom Nullpunkt haben
sollen, wird durch I aufgehoben, und es wird durch II auch der
Nullpunkt als Interpolationspunkt zugelassen.

Wir setzen in (21) fur f(z) die Reihe (17) ein, schaffen die mit u0,
ui> "- umQ behafteten Glieder auf die rechte Seite und erhalten so ein

Gleichungssystem fur uk mit k> mQ. Betreffs die Anordnung der Glei-
chungen sei festgesetzt, daB von zwei Gleichungen, die Interpolations-
punkten mit verschiedenen absoluten Betrâgen entsprechen, die dem
Punkt mit kleinerem Betrag entsprechende zuerst kommt. Von zwei
Gleichungen, die Interpolationspunkten mit gleichen absoluten Betrâgen
entsprechen, kommt diejenige zuerst, welche einer Ableitung von niedri-
gerer Ordnung entspricht. Diejenigen Gleichungen, welche Interpolationspunkten

von gleichem Betrag und Ableitungen von gleicher Ordnung
entsprechen, gehôren zu derselben Schicht (im Sinne der Nr. 3), und
es ist gleichgultig, in welcher Reihenfolge sie innerhalb dieser Schicht

angeordnet werden. Bei dieser Schichtung genugt das Gleichungssystem
(21) der Bedingung £"; es genugt ferner der Bedingung A. Der Beweis
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dieser Behauptungen wiederholt nur Ûberlegungen, die wir bei den Auf-
gaben 3. und 4. schon anstellten und darf hier ubergangen werden. Die
Lôsbarkeit der 5. Aufgabe kann also auf den Satz II gegrûndet werden.
(Sie kann ûbrigens auch mittels einer linearen Transformation des

Kreises \z\ < q in sich selbst auf die Lôsbarkeit der 3. Aufgabe zurùck-
gefuhrt werden.)

6.

Es môgen einige allgemeine Bemerkungen iiber die Bedingungen
A, B, B;, B" und die durch sie charakterisierten Gleichungssysterne dièse

Arbeit beenden.

1. Nehmen wir an, da6 die durch die Bedingung A fur beliebige n und q

geforderte Eigenschaft fur ein bestimmtes n und ein bestimmtes q vor-
liegt. Es soll also in der Teilmatrix, die aus der vollen Matrix (aJk) durch
Weglassen der ersten q Kolonnen und aller Zeilen mit Ausnahme der
ersten n entsteht, eine w-zeilige Déterminante ^ 0 geben. Wenn wir
dièse Déterminante nach den Minoren aus gewissen m Zeilen entwickeln
(1 lim I^n — 1), mûssen wir mindestens einen solchen von 0 versehie-
denen Minor antreffen. Hieraus sehen wir, daB wenn die durch die
Bedingung A geforderte Eigenschaft fur n Zeilen vorliegt, sie auch fur m
Zeilen, 1 ^m<n, zutrifït. Wir sehen ferner: Wenn eine Matrix die

Bedingung A erfullt, und beliebig geschichtet ist, gibt es in jeder ihrer
Schichten eine im Sinne der Nr. 3 ausgezeichnete Kolonnenfolge. Wir
sehen schlieBlich, daB die Bedingung A von der Reihenfolge der Zeilen
unabhângig ist, bei einer Umnumerierung der Gleichungen des Systems
erhalten bleibt. Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied der Bedingungen
AwiàB.

Dièse beiden Bedingungen stimmen hingegen darin uberein, daB sie
erhalten bleiben, wenn man von der Matrix (aJk) endlich viele Kolonnen
weglàBt. Beide Bedingungen gehen im allgemeinen vôllig verloren, wenn
man die Zeilen und die Kolonnen der Matrix vertauscht.

2. Wenn die Bedingung B durch die weniger fordernde Bedingung Bf
oder durch die noch weniger fordernde B" ersetzt wird, geht die Richtig-
keit des Satzes I nicht verloren. Wenn aber die Bedingung B ohne jeden
Ersatz weggelassen wird, entsteht aus Satz I eine falsche Aussage. Dies
soll durch ein Beispiel belegt werden.

Wenn die Gleichungen
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als ein unendliches System von linearen Gleichungen zur Bestimmung
der Koeffizienten der Potenzreihe (17) aufgefaBt werden (wie es in Nr. 5

wiederholt geschah), so entsteht ein System, das der Bedingung A geniigt
(Vandermondesche Determinanten), aber der Bedingung B (oder B1 oder
B") in keiner Anordnung geniigt. Dièses System besitzt nâmlich nicht
bei beliebig vorgegebenen rechten Seiten eine Lôsung u0, ux, u2,
z. B. dann nicht, wenn b0 1 und bx b2 63 ••• 0 ist. Die
Existenz einer Folge von Koeffizienten u0, uly u2, mit welchen die
Potenzreihe (17) die Bedingungen (23), 60 1, bx 62 ••• 0 ge-
setzt, erfùllte, also insbesondere im Punkte z 1 konvergent wàre
(absolute Konvergenz muB hier gar nicht gefordert werden) und in
diesem Punkte den Wert 1 annâhme, welcher ja nicht Grenzwert einer
Folge von Nullen sein kann — die Existenz einer solchen Koeffizienten-
folge wiirde einen VerstoB gegen den Abelschen Stetigkeitssatz der
Potenzreihen bedeuten, ist also ausgeschlossen.

3. Das Gleichungssystem (1), das den Bedingungen A und B (oder
B' oder B") geniigt, ist in hohem Grade unbestimmt, wenn von den
Unbekannten uo,ul9u2, nur Befriedigung der Gleichungen mit
absolut konvergenten linken Seiten und nichts mehr gefordert wird8).
Nur dank dieser Unbestimmtheit konnte uns das Verfahren der Nr. 2

gelingen, das ja sehr willkûrlich vorgeht und ûber die ursprûngliche
Bedingung weit hinausgehende Zusatzbedingungen auferlegt. Man kann die
im Verfahren der Nr. 2 steckende Willkiirlichkeit auf verschiedene Arten
unterstreichen ; z. B. kann man, wie es leicht aus Nr. 2 ersichtlich, eine
dem System geniigende Folge uOiul9 konstruieren, worin die von 0

verschiedenen Glieder die Dichte 0 haben. (Das heiBt der Prozentsatz
der von 0 verschiedenen unter ul9u2i un strebt fur n-> oo gegen 0.)

DaB es unendlich viele linear unabhângige Lôsungen Ll9 L2, L2,
gibt, geht schon daraus hervor, daB die Bedingungen A9 B, Bf, B" bei

Weglassen einer beliebigen endlichen Anzahl von Kolonnen unveràndert
bestehen bleiben. Daher kann man nàmlich den Wert fur eine beliebige
endliche Anzahl von Unbekannten willkiirlich vorschreiben. Nennen wir
also Lôsung Ln eine solche, worin

u0 ux =--••• un^ 0, un 1

ist, so sind die Lôsungen Lly L2, Ln, ersichtlicherweise linear
unabhângig.

8) Poincaré deckt a.a.O.4) die Unbestimmtheit des Systems (16) auf.
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Speziell sind die in Nr. 5 betraehteten funktionentheoretischen Auf-
gaben 2.—5. hochgradig unbestimmt. Wir kônnen z. B. nach einer eben

gemachten Bemerkung, aile dièse Aufgaben durch eine Potenzreihe mit
der Koeffizientendichte 0 befriedigen (oder durch Potenzreihen, die noch
weitergehenden ,,Luckenbedingungen" geniigen); hieraus kônnte man
weiter, auf die Existenz von Lôsungen mit allerlei singulâren Eigen-
schaften schlieBen. Bei der Interpolationsaufgabe (Aufgaben 3. und 5.)
kann man die Mannigfaltigkeit der Lôsungen funktionentheoretiseh
einigermaBen uberblicken (aile Lôsungen ergeben sich aus einer bestimm-
ten durch Hinzuaddieren des Produktes einer genau auf den Interpola-
tionsstellen mit der betreffenden Multiplizitât verschwindenden Funktion
mit einer willkurliehen). Vom Standpunkte des unendlichen linearen
Gleichungssystems kônnen wir die Mannigfaltigkeit der Lôsungen noch

gar nicht uberblicken; wir haben iiber dièse Système eben nur eine
isolierte Bemerkung, keine Théorie.

4. Die Bedingung Bn macht die Bedingung A nahezu iiberflussig :

Wenn B'} erfûllt ist und die erste Schicht der Matrix faJk) eine ausge-
zeichnete Kolonnenfolge besitzt (und somit unendlich viéle nichtverschwin-
dende Determinanten enthâlt, deren Seitenzahl der Schichtdicke gleich ist),
so ist auch A erfûllt. Ich beweise nur den Spezialfall : Wenn B1 erfûllt
ist und die erste Zeile der Matrix unendlich viele nichtverschwindende
Elemente enthâlt, so ist auch A erfûllt. Gâbe es nâmlich in den ersten
nZeilen hinter der q-ten Kolonne keine von 0 verschiedene w-zeilige
Déterminante, so gàbe es TiZahlen c1} c2, cn, die nicht aile 0 und
so beschaffen sind, daB fur k>q

Ci «i& + c2 a2k + • • • + cn ank 0

Es wiirde aber hieraus, fur Je -> oo wegen Bf zuerst cn 0, dann
cn_1 0 schlieBlich c2 0 folgen, und am Ende, da doch
unendlich viele alk ^ 0 sind, auch cx 0 : Widerspruch Dies flihrt uns
zur folgenden pràgnanteren Fassung des Satzes I : Wenn B1 bestéht

und nicht aile alk=0 sind, so ist das System (1) mit absolut Jconver-

genten linken Seiten auflôsbar.

(Eingegangen den 10. November 1938.)
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	Eine einfache, mit funktionentheoretischen Aufgaben verknüpfte, hinreichende Bedingung für die Auflösbarkeit eines Systems unendlich vieler linearer Gleichungen.

