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Ûber die Darstelhmgen der Lie-Algebren
bei Ckarakteristik 0

Von Hans Zassenhaus, Montréal

Der Satz von Ado [1] xiber die Existenz von treuen Darstellungen fur
beliebige Lie-Algebren iiber Kôrpern der Charakteristik 0 erfordert die
Konstruktion von Darstellungen, die das Zentrum nicht auf Null ab-
bilden.

Eine umfassendere Fragestellung ist dureh die folgende Aufgabe ge-
geben. Bekannt sei eine Lie-Algebra L ûber dem Kôrper k der Charakteristik

0 und ein Idéal T von L. Welche Darstellungen F von T sind

geeignet zur Erzeugung von Darstellungen A von L in dem Sinne, daB

ein Darstellungsmodul M von A einen Darstellungsmodul m von F ent-
hàlt, der in keinem echten Zrinvarianten Teilmodul von M enthalten
ist?

§1.
Eine notwendige Bedingung fur F ist enthalten in

Satz 1. Jede Darstellung A der Lie-Algebra L ûber dem Kôrper k der

Charakteristik 0 induziert eine Nildarstellung in dem Durchschnitt der Ab-
leitung L o L von L und dem Radikal R(T) des Idéales T von L.

Beweis : Zunàchst zeigen wir, daB R T) ein Idéal von L ist. T -{- R(L)
ist Idéal von L. (T + R(L)) - R(L) ist Idéal von L - R{L). Da
L — R (L) eine halbeinfache Lie-Algebra der Charakteristik 0 ist, so gilt
dasselbe fur das Idéal (T -\- R(L))— R (L). Der zweite Isomorphiesatz
ergibt, daB R(L) Idéal von R(T) + R(L) und R(T)~ R(L) Idéal von
R(T) mit isomorphen Differenzringen sind. Da R(T) ein auflôsbares
Idéal von T ist, so folgt, daB R{T) + R{L) — R(L) ein auflôsbares
Idéal der halbeinfachen Lie-Algebra T + R(L) — R(L) ist, mithin ist
R(T) in R(L) enthalten. Es folgt

=z Tr, R(L)

252



das heiBt R(T) ist ein Idéal von L1). Es folgt, daB T1 LoLr> R(T)
ein auflôsbares Idéal von L ist.

Den Beweis von Satz 1 fûhren wir zunâchst unter der zusâtzlichen
Voraussetzung, daB k algebraisch abgeschlossen und A irreduzibel ist.

Ein zu A gehoriger Darstellungsmodul M enthâlt sicherlich einen
irreduziblen T^-Modul m, der eine irreduzible Darstellung /\ von Tx
vermittelt. Wir wollen zeigen, daB aile irreduziblen Komponenten der
von A auf ï71 induzierten Darstellung A{Tl) zu Ft âquivalent sind. Zu
dem Behufe betten wir m ein in einen grôBten in M enthaltenen Î71-Modul
Mx mit der Eigenschaft, daB die zu Mt gehorige Darstellung von Tt
lauter zu 7\ équivalente irreduzible Komponenten besitzt. Wàre M1 von
M verschieden, dann wiirde es wegen der Irreduzibilitât des L-Moduls
M ein Elément a in L geben, fur das aMx nicht in Mx enthalten wâre.
Alsdann wûrde wegen der Regel

t(au) a(tu) + (toa)<u

a(tn)(Mt)
die fur aile t aus Tx, u aus Mx gultig ist, der Operatorhomomorphismus

u -> au + M1 — Mx

zwisehen den ÎT1-Moduln Mx und aM1 + Mx — Mx bestehen. Mithin
wiirde auch aMt + Mx — Mx eine Darstellung von Tx mit lauter zu rt
âquivalenten irreduziblen Komponenten vermitteln und dasselbe wiirde
der Fall fur den ÎVModul a Mx + Mx selbst sein. Da aber aMx + M1
umfangreicher als Mx ist, so erhalten wir einen Widerspruch mit der
Maximaleigenschaft von Mx.

Also ist Mx M und mithin induziert A auf Tx eine Darstellung
mit lauter zu J\ âquivalenten irreduziblen Komponenten, etwa mit der
Multiplizitât n. Es folgt

Sp4(O nSprl(«)
fur aile t aus Tx. Da Txtm Lo L gehort, so folgt

Sp A (t) 0

woraus wir bei Charakteristik 0 schlieBen kônnen, daB

sPA(<) o

GemâB dem Satze von Lie ist der Grad der irreduziblen Darstellung J\

x) Ein anderer Beweis ist in [8], S. 79, enthalten. Fur die Mitteilung des hier gegebe-
nen Beweises sowie andere Vereinfachungen in § 1 bin ich Herrn A. Borel dankbar.
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der auflôsbaren Lie-Algebra T1 gleich 1. Mithin ergibt sieh aus dem
Verschwinden der Spur, da8 Fx eine Nulldarstellung ist. Folglich indu-
ziert A auf Tx eine Nildarstellung.

Eine beliebige Darstellung A von L hat lauter irreduzible Kompo-
nenten, die auf î\ eine Nildarstellung induzieren. Mithin induziert A
selbst aueh eine Nildarstellung.

Wenn der Koeffizientenkôrper k nicht algebraiseh abgeschlossen ist,
so ergibt sich der Beweis von Satz 1 durch algebraischen AbschluB von
k, entspreehende Erweiterung der Lie-Algebren L, LoL, T9 R(T),
Tt und Anwendung der vorherigen SchluBweise.

Zusatz : Wenn eine Darstellung F eines Idéales T einer Lie-Algebra L
ilber einem Kôrper k der Charakteristik 0 eine Darstellung von L erzeugt,
dann induziert F eine Nildarstellung auf 2\ L o L^ R(T).

Dieser Zusatz kann ausgedehnt werden auf die nachinvarianten Teil-
algebren von L. Entsprechend der von Wielandt [6] stammenden Be-
griffsbildung in Gruppen heifit eine Teilalgebra T der Lie-Algebra L
nachinvariant in L, wenn eine Kette von Teilalgebren

L T{1) => T{2) 2 • • • 9 T{r) T

existiert, so da8 T{i) ein Idéal von ÎT('~1) ist. Durch wiederholte Anwendung

des Zusatzes zu Satz 1 finden wir

Satz 2. Wenn die Darstellung F der nachinvarianten Teilalgebra T der

Lie-Algebra L liber einem Kôrper der Charakteristik 0 eine Darstellung
von L erzeugt, dann induziert F auf dem Idéal L o Lr> R(T) von T eine

Nildarstellung.

§2.

Um den Beweis der Umkehrung von Satz 2 vorzubereiten, beginnen
wir in diesem Paragraphen mit einer Untersuchung, deren Résultat ent-
halten ist in dem folgenden

Leinma. Sei
jr rpu) -j y(2) 3 3 T{r) T

eine Kompositionsreihe zwischen L und T, so dafi Tii+1) ein Idéal von
T{i) mit einfachem Differenzringe ist. Dann existiert eine Teilalgebra W{i)

von T«\ so daji

T(i) ^ Wd) + Td+i) f w(0 ^ 2î(hd ==: 0 und W

und entweder
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ist oder

LoLr,
Beweis : Wenn die Dimension von T{1) — T(l+1) groBer als 1 ist, so

ist der einfache Differenzring T{%) — î^h-d halbeinfach und dann gibt
es nach dem Satze von Levi eine zu T{%) — T{%+1) isomorphe Teilalgebra
W{i) von T^\ so daB

rp(D Wn) + y(t+i) ^ Wa) „ Ta+i) o und Wil) o Til+1) c R (T<*+D)

ist. Da die Differenzringe T{%) — 2l(t+1) sowohl als auch î7(t+1) —

R(T{t+1)) halbeinfaeh sind, so ist auch der Differenzring von T{t) naeh
dem auflosbaren Idéale B(T{%+1)) halbeinfach. Es folgt :

LoL
Wenn die Dimension von T{%) — T{t+1) uber Je gleich 1 ist, so ist
y<») _ r«+i> abelsch. Da aber T^ - ÎT<*+1> homomorph zu dem
Differenzringe T{i) — JB(Î7^+1>) ist, so kann T™ — jR(T<*+1)) nicht
halbeinfach sein. Mit anderen Worten ist R(T{t)) umfangreicher als

Da

ist, so ergibt der zweite Isomorphiesatz, daB

R(T{i)) + Til+1) — Tu+1) ^ R(T{%)) — JR(jP(f+1)) éW 0

ist. Mithin folgt

Es gibt ein Elément wt in R(TW), das nicht in jR(î7(t+1)) liegt. Dies
Elément erzeugt eine 1-dimensionale i-Teilalgebra W{i) von R(T{t)),
so daB

ist. Nach dem zweiten Isomorphiesatze ist

LoLr, B(TM) -LoLr,
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Also ist entweder
LoLr, R(T^) LoL

oder

Im letztgenannten Falle kônnen und wollen wir das vorhin erwàhnte
Elément wt so wàhlen, daB es in L oln R(T{%)), aber nicht in
LoLr, R(TW) liegt und es folgt sodann, daB

LoLrs R(T^) W^ + LoLrs 2î(5P<*+i>)

ist, womit das Lemma vollstândig bewiesen ist.
GemaB Satz 2 induziert jede Darstellung von L eine Nildarstellung

auf L o Lrs R(T). Da die regulâre Darstellung von L o L^ R(T)
eine Komponente der von der regulâren Darstellung von L auf
L o Lrs R(T) induzierten Darstellung ist, so ist die regulâre Darstellung
von L o Lrs R(T) eine Nildarstellung. Nach dem Satze von Engel
folgt, daB LoLr^ R(T) eine nilpotente Lie-Algebra ist. Desgleichen
ist L o Lrs R(T) eine nilpotente Lie-Algebra.

Die Umkehrung von Satz 2, nâmlich

Satz 3. Jede Darstellung F der nachinvarianten Teilalgebra T der

Lie-Algebra L der Charakteristik 0, die eine Nildarstellung auf dem Idéal
L o Lrs R(T) von T induziert, erzeugt eine Darstellung von L, ergibt sich

nun durch wiederholte Anwendung von

Satz 4. Wenn T ein Idéal der Lde-Algebra L der Charakteristik 0 mit
einer Teilalgebra W von L als Vertretersystem ist, so dafi

L=W+T
ist, dann erzeugt jede Darstellung F von T, die eine Nildarstellung auf
einem gewissen Idéal Tx, das W o T enthâlt, induziert, eine Darstellung
A von L. Dièse Darstellung A von L kann so gewâhlt werden, daji sie auf der

Teilalgebra W + Tx von L eine Nildarstellung induziert, falls W + Tx

nilpotent ist,

§3.
Bevor wir den Beweis von Satz 4 antreten, wollen wir zunâchst zeigen,

wie der Satz von Ado aus dem Satz 3, der sich seinerseits gemâB der in
§ 2 angestellten Untersuchung aus Satz 4 ergibt, folgt.

Jede Lie-Algebra L liber einem Kôrper k hat die regulâre Darstellung
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(a) I

in linearen Transformationen des i-Moduls £ mit dem Zentrum von L
als Kern. Das Zentrum von L ist eine abelsche Teilalgebra mit einer
Basis cx,c2,... ,cd uber k. Es besitzt die treue Darstellung, die durch
die Zuordnung

/ 0 «! a2.
0

erklârt wird. Da es sich hierbei um eine Nildarstellung handelt, so erzeugt
F gemàB Satz 3 eine Darstellung A von L. Da F das Zentrum von L
treu darstellt, so gilt dasselbe fur A. Mithin gilt fur den Kern LA von A,
dafi

LAr,z(L) 0

und folglich
~ LAr, Lp LArs Z(L) 0

Die Summe der regulâren Darstellung von L und der Darstellung A, die
gemâB Satz 3 konstruiert wurde, ist eine treue Darstellung von L.

§4.
Wir wollen nun den Beweis von Satz 4 zunâehst reduzïeren auf ein

gewisses Lemma, das den universellen Einbettungsring A (L) von L uber
k betrifft. A (L) ist definiert als der assoziative A-Ring mit den Basis-
elementen

a^ a£2...<n (0 < at. ; i 1, 2,... ri)

liber k, wobei die Elemente ax, a2,... an eine Basis von L uber k sind.
Die Multiplikation in A(L) ist gemàB des Birkhoffschen Streckungs-
prozesses [2] erklârt, der sich auf die Regel fur die Lie-Multiplikatkm
der Basiselemente von L fK

«i o ai £nk==1 yïj ak {y% in h)

stutzt. A(L) enthâlt sowohl den universellen Einbettungsring
von W als auch den universellen Einbettungsring A(T) von T uber k
als ifc-Teilringe. Modultheoretisch gesehen ist A (L) Produktmodul von
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A{W) raid A\T) raid ebenfalls Produktmodul von A(T) raid A(W).
Die Verflechtung der &-Teilringe A(W) raid A(T) vom Standpunkt
der Ringtheorie aus gesehen ist nicht so einfach raid bildet den Gegen-
stand der noch auszufûhrenden Untersuehung. Der Durchschnitt von
J[(Tf) raid A(T) wird gebildet von allen Vielfachen

lala£...al (Acife)

des Einheitselementes a\a\... aQn von A (L), die fûglich mit dem Koef-
fizienten X identifiziert werden kônnen, da es sich dabei um eine
isomorphe Abbildung von k in das Zentrum von A (L) handelt. Die Regel
betreffend Multiplikation von Elementen des &-Ringes A (L) mit Ska-
laren aus k geht dabei iiber in die Regel betreffend die Multiplikation
eines beliebigen Elementes ans A (L) mit dem Zentrumelement

Jede Darstellung A von L kann auf eine raid nur eine Weise zu einer
eigentlichen Darstellung A^A{L)^ von A(L) ergânzt werden, indem wir
festsetzen

S Kcc*...«nà ((h)"1 à (a,)-.. A (an

Wo keine Gefahr der Verwechslung besteht, kann unbedenklich A an
Stelle von A{ML)) geschrieben werden. In der Tat hat A{A(L)) aile
wesentlichen Eigenschaften, betreffend Âquivalenz, Reduzibilitât, Zer-
fâllbarkeit, Grad usw. mit A gemein. Umgekehrt entsteht jede
Darstellung von L aus einer Darstellung von A (L) als Darstellung induziert
auf der Lie-Unteralgebra L.

Entsprechend kann jede Darstellung F von T auf eine und nur eine
Weise zu einer eigentlichen Darstellung T^A (r)) des assoziativen A-Ringes
A (T) ergânzt werden, und umgekehrt entsteht jede Darstellung von T
als Darstellung induziert auf der Lie-Unteralgebra T.

Es ist klar, daB die Dimension von r{A(T))(A (T)) ûber k endlich ist.
Da der Differenzring von A (T) uber dem Kern A (T)r der Darstellung
pU(n isomorph zu dem Darstellungsring r{Am(A(T)) ist, so ist
A(T) — A(T)r ein hyperkomplexes System iiber k. Wenn nun Ao
irgendein zweiseitiges Idéal von A(T) ist, das im Kern von r^A{T))

enthalten ist, so daB auch noch die Dimension von A (T) — AQ ûber k
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endlich ist, dann ist der Differenzring A (T) — Ao ein hyperkomplexes
System ûber k mit Einheitselement, auf dem F eine eigentliche Dar-
stellung F* gemâB der Zuordnung

induziert. Umgekehrt induziert jede eigentliche Darstellung F* des

hyperkomplexen Systèmes A(T) — Ao eine eigentliche Darstellung
p{* (T)) und damit auch eine Darstellung F von T gemàB der Zuordnungs-
vorschrift

wobei Ao zum Kerne der so erklàrten Darstellung von A(T) gehôrt.
So kommt es, daB die Darstellungstheorie von Liealgebren auf weite
Strecken mit der Darstellungstheorie gewisser hyperkomplexer Système
identisch ist.

Wir wollen nun annehmen, daB A eine Darstellung von L ist, die von
F erzeugt wird und die Folgerungen untersuchen. Dann enthâlt der
Kern B von A^A(L)) nur solche Elemente von A(T), die auch zum
Kerne von F^A (r)) gehôren :

Ferner ist die Dimension von A (L) — B endlich und

A(T) - Aog±A{T) + B - B

Folglich ist die Darstellung A * des hyperkomplexen Systèmes A (L) — B,
die durch A induziert wird, erzeugt von der Darstellung F* des

hyperkomplexen Systèmes A(T) + B — B, die durch F induziert wird.
Umgekehrt môge angenommen werden, daB B ein zweiseitiges Idéal

von A (L) ist mit der Eigenschaft, daB die Dimension von A (L) — B
iiber k endlich ist und daB

Dann induziert Teine Darstellung F* der Teilalgebra A A(T)+ B—B
des hyperkomplexen Systèmes S A (L) — B gemâB der Formel :

p*(z + B - B) r^(T»(a;) (xeA(T))

Wenn dann die Darstellung A * von S, welche durch die Darstellung F*
der Teilalgebra A induziert wird, zugleich auch von F* erzeugt wird,
dann induziert J* weiter eine Darstellung A auf L gemâB der Regel
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A(a) A*(a + B- B) (a ci)
und dièse Darstellung von L wird erzeugt von F.

Die Frage ist nun : Unter welchen Bedingungen ist es sicher, daB die

Darstellung A* des hyperkomplexen Systèmes 8 ûber k, die von der
Darstellung F* der Teilalgebra A von S induziert wird, sogar von F*
erzeugt wird?

Eine einfache hinreiehende Bedingung ist die Existenz eines &-Teil-

moduls A von 8 mit der Eigenschaft, daB

8 A + A AAçA (7)

In der Tat, fur einen beliebigen Darstellungsmodul m von F* erhalten
wir einen Darstellungsmodul der von J1* induzierten Darstellung A * von
8, indem wir den Modul M mit den Erzeugenden u und su (seS,
u e m) und den defînierenden Relationen

u + u' u + u'

s u + sf u (s + sr) u

sf u + s u s u + s' u!

a u a u

(s a)u s au
(Xs) u s Xu

bilden, wobei u,uf e m ; s,sf e8 ; ac^4; X ek. Die den Elementen
aus h respektiv 8 entsprechenden Operatoren sind gemâB den Formeln

Xu Xu X(su) s Xu

s{u) s u 5(5' u) (5 $') t£

erklàrt.
Unter der zusâtzliehen Annahme (7) kônnen wir das normale Er-

zeugendensystem ersetzen dureh das Teilsystem der Elemente

u und au (u em ac^l),
fur das wir die definierenden Relationen
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u -f u' u -f u'

u + «2u (ai
/S. —
ax u

(a a) î* a a u

(A a) u a X u

mit u, uf aus m, al9 a2 aus ^4, a aus ^4, A aus h finden. Auf Grund des

neuen Relationensystems erweist sich die Zuordnung

u -> u

als ein Operatorisomorphismus zwischen dem Darstellungsmodul m und
einem gewissen in M enthaltenen ^4-Modul m, Da der von m erzeugte
/S-Modul mit M ubereinstimmt, so wird die zu M gehôrige Darstellung
A* von S von der Darstellung F* von A erzeugt. Wir bemerken noch,
daB A* eine eigentliche Darstellung ist, sobald F* eine eigentliche
Darstellung ist.

Um dièse hinreiehende Bedingung fur den Beweis von Satz 4 zu be-

nutzen, benôtigen wir noch das folgende

Lemma. Unter den Bedingungen von Satz 4 kann im Kerne von
pU(T)) ein zweiseitiges Idéal Ao von A{T) gefunden werden, so da/i der

Differenzring A(T) — Ao endliche Dimension ûber le hat. Ferner gibt es

ein zweiseitiges Idéal B von A (L) mit der Eigenschaft, dafi

BrsA{T) A0
und

dimk (A(L) — JS)<oo
/\

Schliefïlich gibt es einen h-Modul A in A (L) mit den Eigenschaften :

A+A(T) A(L)

B

AA{T) c A

GemâG den im Beginn dièses Paragraphen angestellten Ûberlegungen
folgt der erste Teil von Satz 4 sofort aus dem Lemma. Der letzte Teil von
Satz 4 folgt aus einer genaueren Analyse der Konstruktion der im Lemma
erwàhnten Ringe und Moduln und wird spâter behandelt werden.
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§5.

Wir wenden uns zur Konstruktion von AQ. Die Darstellung F kann
durch passende Basiswahl in die reduzierte Form

r

gebracht werden, in der Fx, F2,..., Fy voll reduzible Darstellungen
von T bedeuten. Dies kann auf viele Weisen geschehen. Der Maximal-
wert von r wird erreicht durch irgendeine Ausreduktion von F. In diesem
Falle sind die Darstellungen Ft gewôhnliche irreduzible Darstellungen.
Der Minimumwert von r tritt ein fur die Loewy Kompositionsreïhen der
zu F gehôrigen Darstellungsmoduln.

Da gemâB den Annahmen des Satz 4 die Darstellung F auf dem Idéale
Tx von T eine Nildarstellung induziert, so induziert auch jede irreduzible
Komponente von F eine Nildarstellung von Tt. Aber wenn eine irreduzible

Darstellung von T in einem Idéale Tx von T eine Nildarstellung
induziert, so muB die so induzierte Darstellung stets eine Nulldarstellung
von Tx sein. Daher verschwindet jede irreduzible Komponente von F auf
Tx. Dasselbe gilt fur die vollreduziblen Komponenten Fti F2,..., Fr,
mithin aueh fur die Summe F1 + F2 + • • • Fr dieser Komponenten.
Der Kern At von Ft + F2 + • • • Fr ist ein zweiseitiges Idéal von
A (T), das Tx enthâlt und dessen zugeordneter Differenzring A (T) — Ax
endliche Dimension iiber k hat. Ferner gilt fur jedes Elément x aus Alt
daB

0,
•o

\
und daher ist
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Wie schon erwâhnt, ist die Dimension des Differenzringes von A(T)
modulo dem Kerne Ax einer Darstellung endlichen Grades von A(T)
bezuglich k gebildet endlich. Wir wollen nun zeigen, daB auch die Dimension

von A(T) — A[ tiber k endlich ist. Dies folgt aus

Hilfssatz 1. Jedes zweiseitige Idéal X von A (T) filr das

dimk(A(T) — X)<oo

lafit sich von einer endlichen Anzahl von Elementen erzeugen, und

Hilfssatz 2. Wenn filr die zweiseitigen Idéale X und Y von A(T) gilt

dimk(A(T) — X)<oo

dimk(A(T) - r)<oo
dann folgt

dimk(A(T) — YX)<oo

Bevor wir zum Beweise von Hilfssatz 1 und 2 ûbergehen, moge die
Konstruktion von Ao beendet werden. Wir definieren

Aus Hilfssatz 1 und 2 folgt wie angekiindigt, daB die Dimension des

Differenzringes A(T) — Ao ûber k gebildet endlich ist. Auch wissen
wir schon, daB AQ ein zweiseitiges Idéal von A(T) ist, das zum Kern
r^<r» gehôrt.

Beweis von Hilfssatz 1 : Es genugt anzunehmen, daB X ein Linksideal
ist oder auch daB X ein Rechtsideal ist. Sei etwa X ein Linksideal von
A (T). Wir wàhlen eine Basis tl912,..., tx von T ûber k. Jedes Elément
von A(T) ist eine Linearkombination der Basiselemente

von A (T). Der Grad eines Basiselementes ist erklârt als die Summe der
auftretenden Exponenten. Der Grad d(x) eines beliebigen Elementes x
von A(T) ist erklârt als das Maximum aller Grade der Basiselemente
mit nichtverschwindenden Koeffizienten in der Darstellung von x. Das

Leitglied s(x) von x ist erklârt als die Summe aller von den Basisele-
menten vom Grade d(x) herruhrenden Beitrâge zu x, Eine einfache
Diskussion der Birkhoffschen Streckungsmethode ergibt, daB stets

s(xy) s(s(x)s(y))
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îst und ferner
s(x + y) s(x) falls d(y)<d{x)

Die Zuordnung

~ V 2 fai fa2 /<** v ~Z v 2 <?ai <?a2 Qa*# -— 2* A<x1a2...ocr ll h • • 'lx ^ x — 2* "ocl oc2. ..ott Sl S2 ' • • 5t

stellt einen Modulisomorphismus zwischen dem ifc-Modul ^4 (T) und dem
Ring & [s1, s2,..., sT] der Polynôme in r Unbestimmten ^, s2,..., sr
mit Koeffizienten aus k her, wobei auch der Polynomring lediglich als
i-Modul angesehen wird. Jedoch gilt auBer den Regeln fiir Operator-
isomorphismen fur i-Moduln auch noch die Regel

s(xy) s (x) (s y)

wie sich wiederum durch eine einfache Diskussion der Birkhoffschen

Streckungsmethode ergibt. Es folgt hieraus, daB die Polynôme s(x) mit
x aus X ein homogènes Idéal Jl* des Polynomringes k [st, s29..., sr]
bilden. Aus dem Satz von Hilbert [5] ûber Idéale von Polynomringen
folgt die Existenz einer endlichen Anzahl von homogenen Polynomen

s(xi) Pi (x.eX; t=l,2,...,r)
in X*, so daB jedes beliebige homogène Polynom P in X* dargestellt
werden kann in der Form

mit r homogenen Polynomen Ql9 Q2,..., Qr, fur die entweder P
[Qi\ + [Pi] oder Qi 0 fur i 1, 2,..., r ist.

Somit gibt es r Elemente x1, x2,..., xr in X fur die

*(**) P*, »= l,2,...,r
Wir behaupten, daB die Elemente xx, x2,..., xr das Linksideal X er-
zeugen in dem Sinne, daB jedes Elément x aus X in der Form

mit ylf y29..., yr aus A(T) dargestellt werden kann, wobei entweder

d(x)>d(yi)+d(xi)
oder yi 0 fiir i 1, 2,..., r ist.

Wenn das nicht zutrâfe, dann gâbe es ein Elément x in X von klein-
stem Grade, das keine Darstellung wie eben beschrieben haben wurde.

Aber da s(x) zul gehôrt, so gibt es eine Darstellung
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8(X) QtPx + Q2P2 + • • • + QrPr

mit r homogenen Polynomen Ql9 Q2>..., Qr, die der Bedingung ge-
nugen, daB entweder

oder aber Q{ 0 ist fur i 1, 2,..., r. Somit kônnen wir Elemente

yi in A(T) finden, fur die

ist, wobei wir 5(0) 0 zu erklâren haben. Folglich ist

und
x' x —

und entweder d(a;/)<d(ic) oder x' 0.
Auf jeden Fall folgt aus unserer Minimalannahme betreffend x, daB

a?/ y'ixi + 2/a^2 H h ^r mit y(, y'2t..., yrr eA(T) und entweder
d(a?') >d(y£) + d(o;t) oder yj 0 fur t=l,2,...,r. Daher folgt
^ (2/i + yi)#i + (2/2 + 2/2)^2 H h (yr + y'r)xr als eine Darstellung
von x wie oben beschrieben, entgegen Annahme.

Mithin lassen sich aile Elemente aus X in der oben beschriebenen
Weise aus xl9 x29..., xr erzeugen, q. e. d.

Beweis von Hilfssatz 2: GemâB Hilfssatz 1 gibt es r Elemente xl9
x2,..., xr in X, so daB jedes Elément x aus X in der Form

x X1x1 + X2x2 H (- Xrxr mit X19X2,...,Xr aus A(T) (8)

darstellbar ist. Weiter folgt aus unserer Voraussetzung bezuglich X und Y
die Existenz von r' Elementen al9 a2,..., ar, in A(T), so daB jedes
Elément a von Jl (T) in der Form

a # -f- J£ ^*#i- niit a: aus X, X{ aus ^ (9)

darstellbar ist. Ferner gibt es sf Elemente blfb2,...,b8, in A(T),
so daB sich jedes Elément b aus A (T) in der Form

b y + J£*'=i/*i^ mit y aus F, ^ aus &

darstellen lâBt. Fur ein beliebiges Elément a aus A(T) gehen wir nun
aus von der Darstellung (9), setzen fur x die reehte Seite von (8) ein
und stellen jedes Elément Xt. aus A(T) in der Form
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dar, so daB sich endlich die Darstellung

ergibt. Da dièse Darstellung fur jedes Elément aus A (T) gilt, so folgt

A {T) Z'U* • H + EU TU k • bix< + Yx
woraus sich ergibt, daB dimk(A(T) —- YX)<oo.

§6.

Jetzt gehen wir daran, das zweiseitige Idéal B von A (L), das in dem
Lemma auftritt, zu konstruieren. Fur jedes zweiseitige Idéal G von
A(W) bilden wir die Menge C aller Elemente c aus (7, die der zusâtz-
liehen Bedingung

genûgen. C ist ein in G enthaltenes zweiseitiges Idéal von A(W). In
der Tat ; wenn c und c' beide zu C gehôren, dann folgt

ceC c'eC
Toc<zCTx ToctçCT1

Ac + iic1 eC To(Ac + iMc')cfoc + T oc'ç:GT1
Xc + fie1 € C fur X, ^ aus k.

Ferner folgt aus T o W Tf o fc Tl5 daB

To(Ifc) c(roTf)c+ TT(Toc)
c yl c + ÎFCÎ7!

crioc + cî71+ WCTX

cT oc + CTt + Cî7!

To(cW) ç(Toc)W + c(ToW)
çCTt W + CTX

t o W) + CWTt + CTX
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wo wir an mehreren Stellen die Eigenschaft c eC benutzt haben. Da
Wc^WCçC, cWçCW^C, so haben wir IFC'çC", C'W^C. Da
nun A(W) von W erzeugt wird, so ist C ein zweiseitiges Idéal von
A(W).
Zum Beispiel A(W) selbst wird von 1 erzeugt. Da nun Tol
OeA(W)T1, so folgt

l€A(W)f
A(W)f A(W)
ToA(W)QA(W)T1

eine Eigenschaft, die wir gleich benutzen werden.
Ferner wollen wir zeigen, daB

dimk(A(T) — C')<oo sobald dimk(A(T) - C)<oo

Zu diesem Zwecke ergânzen wir eine Basis tt, t2,..., ta von Tx iiber k
zu einer Basis tlyt2,...,tt von T uber k. Da T o A(W)^A(W)T1
und der Jfc-Modul A(L) Produktmodul der fc-Moduln A{W) und A(T)
ist, so gibt es Gleichungen

fur jedes x aus ^4(TF) mit eindeutig bestimmten Elementen
aus A(W). Es folgt dann leicht, daB die Zuordnung

jeweils eine lineare Transformation des i-Moduls A (W) ist. C ist der
Durehsehnitt von C mit allen &-Moduln Mik, die aus den Elementen
aus A(W) bestehen, die durch aik(x) in C projiziert werden. Aus dem
dritten Isomorphiesatz folgt

Da

so folgt aus dem zweiten Isomorphiesatz, daB

aik(A(W)) - aik Mik « (aih(A{W)) + C) - C
Daher ist

A(W) - Mik « (aik(A(W)) + C)-0
Da dimk(oik(A(W)) + C) - C)) < dimk(A(W) - C)<oo, so folgt,
daB

dimk(A(W) — Mik)<oo
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Nun ergibt sich

dimk(A(W)-C')= dimk(A(W)-(C~fi; Mik))

<dimk(A(W) - C) + X dimk(A(W) - Mik)<oo
i,le

Wir benutzen dièse Tatsachen zur Konstruktion des im Lemma auf-
tretenden zweiseitigen Idéales B wie folgt. Es sei Gt ein beliebiges zwei-
seitiges Idéal von A(W), fur das

0<dimk(A{W) — C1)<oo

Zum Beispiel kann Gt gleich dem aus W erzeugten zweiseitigen Idéal
WA(W) von A(W) gesetzt werden. In jedem Falle definieren wir:

C2 Ci, Ct C't,...,Gr C'r_l (10)

B CrA\ + CT_XA\ + Cr_2A\ +¦¦¦+ CXA[-1 + C0A[ (11)

wobei Co A(W), A{ Alt A\ A(T) gesetzt ist.
Wir zeigen, daB B ein zweiseitiges Idéal von A (L) ist :

TOtArj-lç{T o CJAI-* +
T^ + OtA[-*
AiAl-* + CiA'c1

g C<^A\- (i~* + C.Al'1
{ TA(W)A[

ç (T o A(W))A\ + A(W)TA[

TBçB
Al^çCt
WBçB

BTçT
Ferner bemerken wir, daB

1 o W 0çA1
T o W g T1aA1

also wegen der Idealeigenschaft von At
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und weiter
Axo Wç:A1

A\o W^A{
ist. Es folgt

GiA\-1 W cC.fi;-4 o W) + C

;^ + ciAr1~i

BW^B

Da L= W + T, so folgt LBçB und BL^B. Da A(L) von L er-
zeugt wird, so ergibt sich, da6 B ein zweiseitiges Idéal von A (L) ist.
Weiter zeigen wir, daB die Dimension von A(L) — B uber h endlich
ist. GemàB Konstruktion (10) ist

und wie frûher gezeigt folgt aus der Endlichkeit von dimk (A (W) — Ct)
sukzessive die Endlichkeit der Dimension von A W) -— C( uber h. Da-
her gibt es endlich viele Elemente xx, x2,..., xa in A W), so daB

Da auch dimk(A(T) — A[") als endlich bereits erkannt worden ist, so

gibt es endlich viele Elemente yl9 y2>..., yp in A(T), so daB

gilt. Daher ist

A(L) A(W)A(T)

CrA(T)

U
Mithin ist

Daher

dimk (A (L) - B) < dimk (A (W) - Cr)dimk (A {T) - A[)
Weiter zeigen wir, daB
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ist. Da das zweiseitige Idéal Ct von A (W) einen von Null verschiedenen

Differenzring hat, so ist 1 nicht in ihm enthalten. Also gibt es einen

&-Modul C in A(W), der C^ umfaBt, so daB

ist. Wir finden

A(W)A(T) JcA(T) + CA{T)

ç (CA (T) + A0 + CA0)r> A (T)

ç(A0+CA(T)) r>A{T) A0~A{T) + CA(T)

Ao + 0 Ao
Mithin ist

SchlieBlich benutzen wir den vorhin erklarten Modul C fur die Définition
•\

von A wie folgt :

A =CA(T)
Dann finden wir

A + A {T) (k + C)A{T) A(W)A(T) A(L)

CeA[ + {CrA\ +¦¦¦+ C^ï-1)) + B

Ars (A(T) + G0A[) + OrAl +•¦¦+ C^-1 + B

(CA(T))~ (A(T) + (k + C)A[) + B
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§7.

Im letzten Paragraphen beweisen wir die zweite Hâlfte von Satz 4
und untersuchen hemach, welche Auskunft unsere Konstruktion ûber
die Aufgabe, aile moglichen Darstellungen einer gegebenen Lie-Algebra
der Charakteristik 0 zu finden, gibt.

Mit den obigen Bezeichnungen machen wir nun die zusàtzliche An-
nahme, daB W + 2\ eine nilpotente Teilalgebra von L ist. Wir haben
zu beweisen, daB bei passender Wahl des zweiseitigen Idéales Cx jede
Darstellung J1* von A(T) — Ao die eine Nildarstellung auf Tx indu-
ziert, eine Darstellung A* von A(L) — B induziert, die ihrerseits eine

Nildarstellung von W + Tx induziert.
Wir wâhlen fur Cx das zweiseitige Idéal von A(W), das von W er-

zeugt wird.
Allgemein gilt fur irgend zwei Teilmoduln U, F eines Ringes die

Relation

F o U*ç U'-HUV) + Ut-*(U*V) + • • • + UU^V + WV (12)

wobei wir gesetzt haben
TJXV UV U o V

U*V =Uo (UV)

Uo (U'V)

Wir beweisen die Relation (12) durch vollstândige Induktion iiber i.
Fur i 1 ist sie klar. Angenommen, sie ist fur i bewiesen, dann folgt

c {UV) U* + U{UM(UV) +•--+ WV)

*(u*{uy)) + --. +
U(ÏPV)

œW-HU^V) + h

+ U*(UV)+'.-+ U(IPV)

ç U'(UV) + U'-^UW) +• • • +
Da W + Tx nilpotent ist, so gibt es eine Zahl q mit der Eigenschaft, daB
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Tf« Tx Tf«+1 Tx W*+* Tx • 0

ist. Da TfTçï1^, so folgt

Also ist fur jede Zahl i
T o Tf'c W^(WT) + W*~*)

c Tf«-i^ + Wi~^T1 + • • • +
c (TF«-i + W*-* + •.. + Tf'-«

To

T o W2«+1c (Tf2« + Tf««-

Fiir jede irreduzible Komponente !P der von A * auf Tf + ï\ induzierten
Darstellung ergibt sich

0

Da TlQAl^B, so haben wir A*(T{) 0, ^(Tï) 0. Da ^ ein
Idéal von Tf + ï\ ist, das bei der irreduziblen Darstellung W von
Tf + T1 eine Nildarstellung erfahrt, so erfâhrt es sogar eine Nulldar-
stellung

W(Tt) 0

Mithin ist W eine Nildarstellung. Da W irreduzibel ist, so ist W eine Null-
darstellung. Da jede irreduzible Komponente der von J* auf Tf + Tx
induzierten Darstellung eine Nulldarstellung ist, so induziert A* auf
Tf + Tx eine Nildarstellung. Damit ist Satz 4 vollstândig bewiesen.

Bezuglich der Aufgabe, einen Ûberbliek tiber aDe Darstellungen einer
gegebenen Lie-Algebra L ûber einem Kôrper k der Charakteristik 0 zu
gewinnen, erhalten wir auf Grund der vorstehenden Untersuehung die

folgende Anweisung :
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I. Bestimme das Radikal R(L) von L, wir setzen T R(L).
Bestimme ferner das nilpotente Idéal Tx L o L o R (L), und einen
Vertreterring W von L modulo T, so da6

i W + R(L)

Dann ist T - Tx abelsch und W

II. Bestimme ein vollstandiges System 27r nicht aquivalenter irre-
duzibler Darstellungen von T — ï\. Fur einen algebraisch abge-
schlossenen Koeffîzientenbereich k bedeutet dies einfach, aile Linear-
formen auf dem fc-Modul T — Tx zu bestimmen. GemaB Satz 1 ergibt
ZT ein voiles System nicht aquivalenter Darstellungen von T, die als
irreduzible Komponente einer Darstellung von T, die durch eine Dar-
stellung von L induziert wird, auftreten konnen.

III. Bestimme ein vollstandiges System Ew nieht aquivalenter irre-
duzibler Darstellungen der halbeinfachen Lie-Algebra W. Ew ist ab-
zahlbar und fur algebraisch abgeschlossene Koeffizientenkorper k ist
jedes Mitglied von Sw durch sein hochstes Gewicht charakterisiert. Aile
moglichen hochsten Gewichte bilden ein Vektorgitter. Zwei Gewichte
bestimmen dann und nur dann dieselbe irreduzible Darstellung als
hochstes Gewicht, wenn sie unter einer gewissen Spiegelungsgruppe
aquivalent sind.

IV. Wahle eine endliche Anzahl von Mitgliedern von ST, die Null-
darstellung JT0 inbegrifïen, etwa jT0, Fly..., F8. Es sei Ax der Kern
der Darstellung Fo + Ft + • • • + F8 des universellen Einbettungsringes
A{T) von î7.

V. Wahle eine endliche Anzahl von Mitgliedern von Zw, etwa Wl9

xF2f...,Wg und bilde den Kern Cx der Darstellung Wt + W2 -\ h Wg

des universellen Einbettungsringes A W).

VI. Bilde die zweiseitigen Idéale C2, O3,..., Cr, wobei Ct aus allen
Elementen c aus C1_1 besteht, die der Bedingung

genugen, wobei r irgendeine frei zu wahlende naturliche Zahl ist. Fur
jedes Idéal Ct kann ein endliches Erzeugendensystem und auch eine
endliche Basis von A W) — Gt konstruiert werden.
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VII. Bilde das zweiseitige Idéal

B Cr + C^A, + Cr^A\ + •. • + CtAl-1 + A\

des universellen Einbettungsringes A (L) von L uber k. Der Differenz-
ring A (L) — B ist ein hyperkomplexes System

8 SWlt gr^.,., wgîrltr%t...tr9ir

liber h. Dann wird jede Darstellung von L in Matrizen endlichen Grades
iiber k induziert durch eine eigentKche Darstellung eines der unter VII
gebildeten hyperkomplexen Système ûber k. Wenn wir Ew sowohl als

auch ZT ordnen, dann lâBt sich jede Darstellung von L eindeutig einer
gewissen eigentlichen Darstellung eines gewissen hyperkomplexen
Systèmes 8 zuweisen.

SCHRIFTENVERZEICHNIS

[1] J. Ado, Bull. Soc. phys.-math. Kazan III. s. 6 (1934), S. 38—42 und 7 (1936), S. 3—43.

[2] Q. Birkkoff, Representability of Lie Algebras and Lie Groupa by Matrices,
Ann. of Math. 38, No. 2 (April 1937), S. 526—532.

[3] E. Cartan, Les représentations linéaires des groupes de Lie, J. Math. pur. appl.
(9)17(1938).

[4] Levi, Sulla struttura dei gruppi finiti e continui, Atti. Accad. Sci. Torino 40
(1905), p. 551—565.

[5] Satz von Hilbert ûber die endliche Erzeugung von Polynomidealen;
V. d. Waerden, Moderne Algebra II, zweite Auflage, S. 18.

[6] H. Wielandt, Eine Verallgemeinerung der invarianten Untergruppe, Math.
Z. 45 (1939), S. 209—244, Habilitationsschrift Tûbingen.

[7] Harish-Chandra, Faithful représentations of Lie Algebras, Ann. Math. 50
(1949), S. 68—79.

[8] H. Zassenhaus, tJber Liesche Ringe mit Primzahlcharakteristik, Abh.
math. Sem. Univ. Hamburg 13 (1939), S. 1—100.

(Eingegangen den 24. Mârz 1952.)

274


	Über die Darstellung der Lie-Algebren bei Charakteristik 0.

