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tîber eine Klasse Riemannscher Flâchen
Herrn R. Nevanlinna zum sechzigsten Oeburtstage gewidmet

von H. Wittich, Karlsruhe

Fur die neuere Théorie der meromorphen Funktionen ist charakteri-
stisch, daB mit der gegebenen Funktion w w(z) gleichzeitig die von
ihr erzeugte Riemannsche Flâche F betrachtet wird, und daB die neuen
analytischen Begriffe wie Charakteristik, Defekt u. a. in F geometrisch
gedeutet werden. Danach liegt es nahe, bei gegebener einfach zusammen-
hângender Riemannscher Flâche F nach den Eigenschaften ihrer in
I z | < R <; oo meromorphen Erzeugenden w (z) zu fragen, ein Problem,
das von E. Ullrich in seinem Salzbrunner Vortrag ,,Flâchenbau und
Wachstumsordnung bei gebrochenen Funktionen"1) klar formuliert und
von ihm und seinen Schiilern unter verschiedenen Gesichtspunkten unter-
sucht wurde. Die ersten umfassenden Resultate in dieser Richtung hatte
zuvor R. Nevanlinna in seiner Arbeit ,,t)ber Riemannsche Flâchen mit
endlich vielen Windungspunkten"2) erzielt. Danach ist die Erzeugende
einer einfach zusammenhângenden Riemannschen Flâche mit p > 2

logarithmischen und endlich vielen algebraischen Windungspunkten in
| z | < oo meromorph und vom Mitteltypus der Ordnung X p/2. Jede
Stelle w a}-, ûber welcher mindestens ein logarithmischer Windungs-
punkt liegt, ist fur die Erzeugende ein defekter Wert. Jeder logarithmische
Windungspunkt in F gibt den Beitrag 2/p zur Defektsumme, so daB

E à (a§) 2 gilt, wenn q die Zahl der Grundpunkte bedeutet. Auch fur
7=1
die von E. Ullrich eingefûhrten Flâchen mit endlich vielen periodischen
Enden - sie enthalten neben endlich vielen logarithmischen Windungspunkten,

die positive Defekte bewirken, unendlich viele algebraische
Windungspunkte mit beschrânkter Blattzahl - lassen sich Ordnung,
Defekte und Verzweigungsindizes der in | z \ < oo meromorphen
Erzeugenden angeben. Im folgenden môchte ich auf eine Flâchenklasse hin-
weisen, die im AnschluB an P. J. Myrberg3) friiher schon einmal be-

x) Jahresbericht DMV 46 (1936) 2) Acta math. 58 (1932)
3) Myrberg, P.J.: Ûber die Bestimmung des Typus einer Riemannschen Flâche. Ann.

Acad. Sci. fenn. A45, Nr. 3 (1935)
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trachtet wurde4). Die Flâchen sind ùber drei Grundpunkten verzweigt
und enthalten neben einem logarithmischen Windungspunkt unendlich
viele algebraische Windungspunkte, deren Ordnungen nicht beschrânkt
zu sein brauchen.

1. In 3 C > 0 werden das Kreisbogendreieck mit den Ecken f=0,1, oo
und aile durch fortgesetzte Spiegelung entstehenden Moduldreiecke be-

trachtet, die 3 C > 0 einfach und llickenlos iiberdecken. Aus den Seiten
des Ausgangsdreieeks entstehen Halbkreise Kn, die wir kurz Modul-
kreise nennen. Kn hat mit 3 C 0 die Modulpunkte |w und |n+1 ge-
meinsam. In 91 £ > 0, 3 C > 0 wird eine unendliche Folge K09 Kl9...
von Modulkreisen mit folgender Eigenschaft ausgewâhlt : Ko trifft die
réelle Achse in |0 0 und £t, K1 in f1 und |2,..., Kn in fn und
lw+i, wobei 0 £0 < |j < und lim |w oo gelten soll. Durch Spie-

W—> 00

gelung an 91 £ 0 erhâlt man in der linken Halbebene eine Folge von
Modulkreisen Krn mit den zugehorigen Modulpunkten £^ — |n und
f^+1 — |w+1. Kn und iT^, n 0, 1,..., beranden ein einfach zusammen-
hàngendes Teilgebiet B von 3 C > 0, das bei Identifizierung der Punkte
C eKn und — C €K'n durch die elliptische Modulfunktion w=A(Ç) auf eine
einfach zusammenhàngende, unendlich vielblâttrige Riemamische Flâche
F abgebildet wird, die nur ûber den Grundpunkten w 0,1 und oo

verzweigt ist. Durch die imaginàre Achse wird B in zwei symmetrische
Gebiete Bx und B2 zerlegt, Bx in 9î C> 0. Die Funktion z z(f),
2(0) — 0, bildet 5j schlicht und konform so in 3 ^ > ^ a^» da8 die

positiv imaginàre C-Achse in die negativ réelle 2;-Achse ubergeht. Nach
dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip laBt sich z z(Ç) in B2 fort-
setzen und bildet J5 schlicht und konform in | z | < oo ab. F ist also vom
parabolischen Typus, so dafi ihre Erzeugende eine in | z \ < oo mero-
morphe Funktion ist. F lâBt sich durch einen Streckenkomplex darstellen,
dessen Aufbau aus der Zerlegung von B in Moduldreiecke - sie entspre-
chen Halbblâttern der Flâche F - gewonnen werden kann. Abb. 1 zeigt
den Fall fw n /2, n 0, 1,... Die zugehorige Flâche ist wie folgt
verzweigt :

iv 0 : Ein zweiblâttriger und unendlich viele vierblâttrige Windungs¬
punkte.

w 1 : Unendlich viele vierblâttrige Windungspunkte.
w oo : Ein logarithmischer Windungspunkt und unendlich viele

schlichte Blâtter.

4) Wittich, H. : Ûber den Einflufi algebraischer Windungspunkte auf die Wachtums-
ordnung. Math. Ann. 122 (1950)
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Da aile Flâchen F der betrachteten Klasse genau einen logarithmischen
Wîndungspunkt besitzen, der iiber w oo liegt, ist nach dem Rand-
stellensatz von Ahlfors-Denjoy die Ordnung ihrer Erzeugenden stets

> 1/2. Ûber w 0 und w — 1 liegen nur algebraische Windungs-
punkte. Berûhren sich in |w > 0 gn Modulkreise, so hàngen in F im
Punkte w A(£w) À(— |J gn Blâtter zusammen. Im Falle gn ~*»oo
bei n -> oo erhàlt man Flàchen .F mit algebraischen Windungspunkten
beliebig hoher Ordnung. Durch passende Wahl der Zahlen gn lassen sich
Flâchen angeben, deren Erzeugende von beliebig hoher Wachstums-
ordnung sind. Wie bei Flâchen mit endlich vielen doppelperiodischen
Enden kann es auch bei der hier betrachteten Flâchenklasse vorkommen,
daB der logarithmische Windungspunkt uber w oo keinen positiven
Defekt à (oo) zu erzeugen vermag. SchlieBlich kann man durch Wahl der

gn noch meromorphe Funktionen mit dem Hôchstwert 1 fur den Index
der algebraischen Verzweigtheit eines Wertes konstruieren. Dièse Behaup-
tungen sind anschaulich évident. Zum Beweis braucht man Verzerrungs-
aussagen iiber die Abbildung f <-> z.

2. Der Durchschnitt von B mit dem Kreisring tt < | Ç \ < t2, Ç teie,
ist ein Ringgebiet JS12 mit dem Modul M12 M. { y } sei die Menge
aller in B12 verlaufenden idéal geschlossenen und streckbaren Kurven,
die die in B gelegenen Bôgen von | f | tx und | f | £2 trennen.
Ist q($, rj) > 0 eine in B12 definierte Funktion mit der Eigenschaft, daB

| q | dÇ | existiert und ^ 1 ist, dann heiBt A (y), definiert durch

inf JJ Q2d£drj, die extremale Lange der Kurvenschar {y }. Sie ist eine

konforme Invariante und mit dem Modul M12 durch die Beziehung
1 M 9 11-^ verknûpft. Aus { y' } c { y } folgt «, /v ^ ^-t-t- Eine

X{y) W)
118



solche Kurvenschar { y' } bilden offenbar die in Bl2 verlaufenden Bôgen
der Kreise | C I t, tx < t < t2. Aus

oder
nt

1 < (J Q Vt Vt dd)2 <: ftdO J Q2tdO ^ntj gHdO
y, y, y, y,

J qHdd folgt durch Intégration naeh t von tx bis t%

gultig fur aile zulâssigen q Man erhâlt daher

— log ~- â inf (i)

Définition der extremalen Lange

schnitt von Bl2 und 3C ^ 1/2

1 1

;e Funktion
1

< ff

und B'12 —

fur C e î

Q Qq

^12 —

'12

Ist

Bn

fj, so gilt nach

B12 der Durch -

dann genûgt

h > 1 (2)

0 fur ÇeB'12

den gestellten Bedingungen. Bei dieser Wahl von g (S, r]) ist jj gldÇdr]

gleich dem Inhalt desjenigen schlichten Gebietes der co-Ebene, das als

Bild von B12 durch co — log C 5-) 5-, co (-^-1 0, erzeugt
?r \ &} * \ & I

wird. Das Intégral wird also majorisiert durch den Inhalt des Rechtecks,

das die Geraden fïct> + i 9îco= — loe(^ — 1) und

— log(Vt\ + J — i) bestimmen. Es gilt danach fur ^ > 1 :

T 1

1 1 t9 1
1

4^i

2 f.

1 1 1

_____
^^^__

also
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Â(y) n tt n tx

Aus "9^" TZ^T ' t1) und (3) ^g* :

Âus dem in B12 gelegenen Bogen von | £ I t > 1 entsteht in der z-Ebene
eine einfache geschlossene Kurve Ft, die z 0 umschlingt. Mit

r^) Min | z | ra(J) Max | 2 |

zert zcTt

folgt aus (4) nach dem Modulsatz

t i ri(0 vi r2W j11m log ' 11m log 2 c oder

^_ c ec 0<C<oo und 7 1,2,
d. h.

»-,(*) 0*2(l + et{t)) Hm £,(«) 0,7 1,2 (5)
und t->x

t |/^ (1 + ^(rx)) t ]f§- (1 + m(r,)) ¦ (6)

lim rj^rj lim »?2(ra) 0

3. Fur jeden Wert a ^ 0, l,oo gilt m(r, a) 0(1), also

Danach wird die Ordnung A der meromorphen Funktion w w(z),

i. n i i n i^— log iV7r, a) 7r-lo2^(r,a)die F erzeugt, durch À km —^=—v ' lim —&, 7

gegeben.
A°g ^* r->oo 10g f

Die Zahl der auf B gelegenen Wurzeln £« von w(z(Ç)) — a 0, deren

Betrag hôchstens gleich | t | > 1 ist, wird mit v(t, a) bezeiehnet. Dabei
wird jede Wurzel so oft gezâhlt, wie ihre Vielfachheit angibt. Aus (5)

a <a\ * i^. 7r-logw(r,a) — logv(t,a)und (6) folgt lim —e. —- 4 lim — ; also6
^oo logr ^^ log^

Mit |n==n,w 0,l,..., erhâlt man eine Flâche F, deren Erzeugende

wegen v(t, a) £ + 0(1) vom Mitteltypus der Ordnung 1/2 ist. Die

120



gleiche Aussage uber X gilt auch dann noch, wenn in jedem Modulpunkt
|w sich hôchstens g Modulkreise berûhren und die endliche Zahl g von n
unabhângig ist.

B wird nun in folgender Weise aus Moduldreiecken aufgebaut : Das
Dreieck Dx mit den Ecken P : £ j, P1: £ j + 1 und oo wird an

dem Kreisbogen PPX gespiegelt und ergibt ein Dreieck D2 mit den Eck-

punkten P, P2, Px. Durch Spiegelung von D2 an dem Bogen PP2

_ __fi ï ï i 1 î
x X • x • X

Abb-2

steht D3 mit den Ecken P, Pz, P2 usw. Nach m} — 1 Schritten erhâlt
man in < 31 £ < ?" + 1 m, Moduldreiecke mit dem gemeinsamen Eck-
punkt P. Bei gegebenen m}, j 0, 1,..., ist -Bx und damit B fest-
gelegt. Abb. 2 zeigt den Streckenkomplex der Flâche F fur m, j + 1.

Zu tj j + | und festem ^, 1 < [i < oo, kann man die Zahlen m}
so wâhlen, da8 v(t3, a) ^ + 0(1) gilt, a fest und ^ 0, 1, oo. Daraus
folgt fiir beliebiges t>l,t}^t< t3t3+l

(t - K < /{* —

\ogv(t,a)
logt

+ l)'1 + ^ also

0 fur oo

d. h.

logr 2

Mit w, 2* erhâlt man wegen v(t9, a) 2?'+1 -4- 0(1) — (72^ + 0(1)

also A oo. Durch Wahl der m5 lassen sich also Flàchen F angeben,
deren Erzeugende von vorgegebener Wachstumsordnung X sind, \ :£ X ^ oo.

4. Mit den Bezeichnungen aus 3. setzen wir m0 — I,m1 m 2^^2,
m2 1, m3 m,..., m20L 1, m2a+1 m,... ; h ist eine natûrliche
Zahl. Fur gegebenes a wird î^ (t, a) gleich der Anzahl der mehrfachen
Wurzeln £o, | £a |^ ^, auf B gesetzt, wobei eine i-fache Wurzel nur
(k — l)-mal gezàhlt wird. Dann folgt aus dem Aufbau von B aus
Moduldreiecken
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v(t,a) i

m

und zufolge (5) und (6)

n(r,a) (m + \)Vrhx{r) n,(r, oo) (~ -
n(r,oo) (m - 1) V^A2(r) n^r, 0) (— + l\Vrht{r) (7)

«i^, 1) mVrhs(r)

mit lim ht(r) A,0 < A < oo. Wegen m(r, a) 0(1) erhalten wir
r-+cc

nach Définition der Defekte und Indizes der algebraischen Verzweigtheit
aua (7)

m +

2(w + l) '

#(0)

2(m + 1) '

1

m + 1 '

o

(8)

Danach wird man vermuten, da8 unter den betrachteten Flâchen F solche

vorkommen, deren Erzeugenden w w(z) die folgende Defektvertei-
lung aufweisen:

0 \ (10)

Das lâBt sich in der Tat folgendermaBen
einsehen. Mit m^ 1, m2a+1 2 (a + 1)

> ^ • x •- erhâlt man (Abb. 3)

Abb. 3 *

- 2 foc-^-r;
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v{t,a) —+ 0(<) n(r,a) rh^r), a ^0,1,oo

v(t,oo) =^ + O(t) n(r,oo) =rA2(r)

"i (*, oo) ~ + 0 (t) und nach (5), (6) nx (t, oo) -1 A3 (r) (9)

»i(«. 1) -J+ O(<) Bl(r, 1) rh6(r)

Daraus folgt die Behauptung (10). w w(z) ist vom Mitteltypus der
Ordnung 1. Es ist ohne weiteres moglich, meromorphe Erzeugende der
minimalen Ordnung 1/2 mit der Defektverteilung (10) zu konstruieren.
Mit m2a m2a+1 1 erhâlt man (Abb. 3)

<î(oo)=l, &(0) &(!) % und A i.
Die Verzweigtheit 0 (oo) =1 — lim ———- der Stellensorte w oo

r^oo T(r,w)
fâllt bei den betrachteten Beispielen mit <5(co) + ^(co) zusammen. Sie
erreicht ihren Maximalwert 1 fur m2ot ^2a+i 1 un(i

T +1
m2a 1, m2a+1 m 2 n ^ 2 den Wert \ < 6 (oo) —— < 1. Die

Sehranke 1/2 wird fur m2(X 1, m2a+1 2(a + 1) erreicht. In diesem
Falle gilt 0(oo) ô(oo). Die eingeschalteten zweiblâttrigen Windungs-
punkte iiber w oo bringen den EinfluB des logarithmischen Windungs-
punktes auf die Defektverteilung zum Versehwinden, wàhrend gleich-
zeitig die zusâtzlichen algebraischen Windungspunkte wachsender

Ordnung ûber w 1 den Maximalwert #(1) 6(1) 1 erzwingen.

(Eingegangen den 19. Mârz 1955)
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