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Der Zusammenhang zwischen quarternâren
quadratischen Formen und Idealen in Quarternionenringen

von G. Aebekli (Zurich)

Ûbersicht

Im 1. Paragraphen fasse ich die Resultate ûber die Zuordnung der Ideal-
klassen eines quadratischen Kôrpers zu ihren Normenformklassen zusammen.
In den Paragraphen 2 bis 8 folgt ein tîberblick liber die BBANDTsche Kom-
positionstheorie quaternârer quadratischer Formen, die als wichtigstes Beweis-
mittel verwendet werden wird. Ab Paragraph 9 befassen wir uns mit dem
Hauptsatz iiber die Zuordnung der Idealklassen eines Quaternionenringes zu
deren Normenformklassen, dessen Beweis in dieser Arbeit gegeben wird.

Die Abhandlung ist eine Ûberarbeitung der preisgekrônten Lôsung der Preis-
aufgabe «Men weet dat er een correspondentie bestaat tussen klassen van
binaire kwadratische vormen en idealklassen in kwadratische getallenlichamen.
Gevraagd wordt een dergelijke relatie tussen kwaternaire kwadratische vormen
en idealen in kwaternionenringen te ontwikkelen» die die niederlândische mathe-
matische Gesellschaft «Een onvermoeide arbeid komt ailes te boven» fur das

Jahr 1957 gestellt hatte.

1. Die Zuordnung der Idealklassen in quadratischen Korpern
zu den zugehôrigen Normenformklassen

Im quadratischen Kôrper k der Diskriminante d betrachten wir ein Idéal a
in Basisdarstellung, a (&i, &2) • Jedes Elément <x aus a ist in der Form
oc x1(x1 + x2(x2 niit ganzrationalen xv darstellbar. Die Norm von <x, in
Zeichen n (ot), schreibt sich dann

^^^a)^^))^ n(a)>0

wo F^((x)) eine ganzzahlige, primitive, binâre quadratische Form der
Diskriminante d ist, ([9], S. 213) und wo n(a) die Norm von a bedeutet. Aus dem
Einheitsideal o (1) des Kôrpers k wâhlen wir eine feste Basis (od19 a)2)*

Die Reihenfolge der Basiselemente in (<xl9 <x2) setzen wir dann so fest, dafi die
Déterminante \aik\ ihrer Basismatrix (aik), definiert durch
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positiv wird. Bezeichnen wir die im Ausdruck fur n(<x) vorkommende Form
F^ mit Normenform, so sehen wir, da8 zu jeder Basisdarstellung (04, &2)

von a eine bestimmte Normenform gehôrt. Indessen ist die Klasse aller dieser
Normenformen dieselbe; sie heiBt die Normenformklasse des Ideals a (vgl.
Nr. 12). Wir nennen zwei Idéale a und b klassengleich, wenn eine Beziehung
b rja mit rj e fc, n(rj) > 0 besteht. Man sieht dann, daB die Normenformklasse

eines jeden Ideals der selben Klasse die gleiche ist (vgl. dazu die formai
fast gleichen Entwieklungen im Falle der Quaternionenringe, Nr. 20 und 21).

Die Idealklassen des Kôrpers k bilden eine endliche Gruppe. Es seien 31,

93, (£ solche Idealklassen, tind a K,a2),() (ft, /?2), c (y±, y2) Idéale,
2

die sie reprâsentieren. Gilt dann ab C, so hat man fur jedes <x £xtott,
2 2 2 2 t=l

P Zî/j/îj, eine Gleichung oc {S y, oder Zxt(xtEy3f}3 Zzkyk, wo zk ge-
;=1 i=l ?=1 fc=l

eignete, eindeutig bestimmte, ganze Zahlen sind. Hieraus folgt fur die Normenformen

die Beziehung

wegen n(a)n(b) n(c) folgert man F^((x))F^((y)) F^((z)). Einer
Multiplikation ûb C der Idéale entspricht somit die Komposition
F{ax)((x))FiP)((y)) F(?}((z)) der Normenformen. Ebenso gehôrt zur
Multiplikation 31S (£ der Idealklassen die Komposition der zugehôrigen Normen-
formklassen FnF% F$, wenn Fn die Normenformklasse von 31 bedeutet,
usw. (vgl. Nr. 22). Die primitiven, binâren, quadratischen Formenklassen der
Diskriminante d bilden bei der Komposition eine abelsche Gruppe. Die Einheit
dieser Gruppe ist die Hauptklasse, das heiBt die Klasse, deren Formen 1 ganz-
zahlig darstellen (siehe [8], Seite 129-143, Kompositionstheorie der binâren
quadratischen Formen). Jede Formenklasse der Diskriminante d ist
Normenformklasse einer Idealklasse. Man nehme nâmlich irgendeine Form der vor-
gegebenen Formenklasse, dann ist es môglich, aus den Koeffizienten der Form
eine Basis eines Ideals anzugeben, fur das dièse Form Normenform ist ([9],
Seite 214). Die Abbildung 31 -> F% ist eine homomorphe Abbildung der Ideal-
klassengruppe auf die Gruppe der Normenformklassen, welche auch aile
primitiven Formenklassen der Diskriminante d enthâlt. Dieser Homomorphismus
ist aber sogar ein Isomorphismus, weil dem Einselement der Formenklassen-

gruppe genau die Eins der Idealklassengruppe entspricht. Dièse Behauptung
ist richtig, weil jedes Idéal, dessen Normenformklasse die Hauptklasse ist,
selbst ein Hauptideal ist, das heiBt der Hauptklasse (=Einselement der
Idealklassengruppe) angehôrt. 2

Sei etwa b (ô1, ô2) ein solches Idéal, nExiôt n(b)i^ô)((#)), wo also
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Hauptform ist. Dann existieren ganze rationale Zahlen fl5 £2, so daB
1 gilt; betrachten wir dann das Elément A, definiert durch

2

A ZÇtôt, dann ist n(X) w(b). b muB gleich dem Hauptideal (A) sein.
i l

Wegen A e b ist sicher (A) £ b. Ist (A) b, so sind wir fertig. Ist (A)c b,
so gibt es ein ganzes Idéal I mit (A) Ib (siehe [9], Seite 115), fur die Normen
folgt n(X) n(l)n(b), was wegen n(X) n(b) die Beziehung n(l) 1 er-
gibt. Da das Einheitsideal das einzige ganze Idéal der Norm 1 ist, so ist I (1),
somit (A) b, was im Wïdersprueh zur gemachten Annahme (A) c b steht.
Es ist somit (A) b; b ist tatsâchlich ein Hauptideal, wie behauptet.

Wir fassen das Ergebnis zusammen in dem

Satz: Die Gruppe der Idealklassen des quadratischen Kôrpers k der Diskrimi-
nante d ist isomorph der Gruppe der Normenformklassen, welche aile primitiven
Formenklassen der Diskriminante d umfa/ît.

2. Zur Transformation einer quadratischen Form in das Produkt zweier anderer

Wir betrachten irgendeine quadratische Form in n Variablen mit komplexen
Koeffizienten ctk n

C((z)) E clkz,zk, clk ckt.
i,k=l

Bei Ausûbung einer bilinearen Substitution

n
zv Z mvr8xry8

r,«=l

geht G{(z)) ûber in eine homogène Form 4. Grades in den xr, y8. Tritt dann
der Fall ein, daB dièse Form sich als Produkt zweier quadratischer Formen in
n Variablen schreiben Iâ8t,

Z clkztzk^ Z atkxtxk Z btkytyk oder C ((z)) A ((x))B((y))
i,fc=l i,Jfc=l i,jfc=l

so sagt man, da8 C in das Produkt A B transformiert worden sei.

Im Jahre 1898 hat Hurwitz gefunden, daB solche Transformationen nur in
den Fâllen von 2, 4 und 8 Variablen môglich seien (siehe Gôttinger Nachrichten
1898, Komposition quadratischer Formen in beliebig vielen Variablen). Den
binâren Fall hat Gauss zuerst untersucht und dabei seine Kompositionstheorie
dieser Formen entwickelt (Disquisitiones arithmeticae Art. 235).

Mit den Untersuchungen uber die quaternâren Formen hat Heineich
Bbandt (1888-1954) im Jahre 1913 in seiner Dissertation begonnen ([7], Seite
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106-127). Ebenso wie man das bei der Kompositionstheorie der binâren, qua-
dratischen Formen tut, beschrânkt sich Brandt auf die Betrachtung von
Formen, die sàmtlich dieselbe Diskriminante haben. Unter Diskriminante der

Form G ((z)) verstehen wir die Déterminante Oft verwendet
dztdzk

man auch den Begriff der Déterminante einer Form G ((z)), worunter man die
Déterminante \ctk\ zu verstehen hat. Die Diskriminante einer quaternâren
ist offenbar das 16-fache der Déterminante.

Fur réelle Formen findet Brandt : Aile und nur die Formen mit positiver
Déterminante lassen sich durch eine réelle Bilinearsubstitution in das Produkt
zweier anderer transformieren.

Fur die Môglichkeit einer Transformation bei rationalen Formen ist notwen-
dig und hinreichend, daB ihre Déterminante ein rationales Quadrat sei. Um die
Bedingungen auch fur ganzzahlige quaternâre Formen anzugeben, definieren
wir: Unter der reziproken Form der Form G ((z)) verstehen wir die Form

3 1 9 I ctk |

(£((z))= Z tlkzxzk, wo clk —7= D Déterminante von C((z));
t,ft=o VD dctk

der GrôBe V^D ist ein bestimmtes, festes Vorzeichen zu geben. Mit Hilfe gewisser
Determinanteneigenschaften stellt man fest, daB auch umgekehrt C((z)) die

Reziproke von (£ ((z)) ist. Dann gilt : Eine primitive, ganzzahlige Form làBt sich

genau dann in das Produkt zweier ebensolcher Formen mit einer ganzzahligen
Bilinearsubstitution transformieren, wenn ihre Déterminante D eine Quadrat-
zahl ist : D d2, und wenn ihre Reziproke auch ganzzahlig ist ([7], Seite 122).

3. Auszeichnung gewisser Bilinearsubstitutionen

Fortan wollen wir uns auf ganzzahlige Formen beschrânken. Ausnahmen
von dieser Annahme werden stets besonders vermerkt.

Wàhrend Brandt 1913 seine Ergebnisse nur fur ganzzahlige primitive For-
3

men 1. Art formuliert hat, das heiBt fur solche A ((#)) E aikxixk wo a^e
i,k=0

azk ganze Zahlen sind, hat er seine Resultate spâter auch auf solche
ganzzahlige primitive Formen ausgedehnt, in denen wenigstens ein atk, i ^Jc,
die Hàlfte einer ungeraden Zahl ist. A((x)) schreibt sich dann in der Form

3 3

A({x))=\ U (2alk)xtxk, wo dann im Sinne von Brandt | S (2alk)xlxk eine
i,k=Q i,k=0

primitive Form 2. Art ist.
Als fruchtbar hat sich Brandts Gedanke erwiesen, den Bilinearsubstitutionen,

die eine Transformation vermitteln, die beiden folgenden Bedingungen
aufzuerlegen :
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1. Die Bilinearsubstitution sei von positiver Signatur.
2. Die Bilinearsubstitution sei von positiver Art (siehe unten).

Bilinearsubstitutionen, die diesen beiden Bedingungen geniigen, vermitteln
eine Transformation, die Brandt Komposition nennt, die Théorie heiBt dann
Kompositionstheorie der quaternaren quadratischen Formen.

4. Die Signatur einer bilinearen Substitution
3

Es sei A ((x))B((y))=C ((2)) mittels der Bilinearsubstitution zv= Smvlkxtyk.

Denkt man sich den x% feste Werte zugeschrieben, so erhalten wir in den yk
3

die lineare Substitution zv Z {mvtkxt)yk. Sie transformiert C((z)) in das

Produkt A((x))B((y)), wo A((x)) jetzt einen festen Wert besitzt. Fur die
3

Determinanten ergibt sich dann die Beziehung | ctk \ \ 2 mvtkxt |2 | btk \ Aé ((#))•

Da fiir die Determinanten gleiche Werte vorausgesetzt wurden, ist | ctk | | btk |,
3 3

also | Zmvlkxt \ ± ^2((^))- Âhnlichist | Emvikyk \ ± B2((y)). Hin-
1=0 3 *=0

gegenwird \Zmvtkzv\ ±<£2({z)) ([7], Seite 110 unten).

Die Determinanten dieser Linearformensysteme, wie sie heifien, sind somit
bis auf das Vorzeichen die Quadrate der quadratischen Formen A, B bzw. (£.
Dièse Vorzeichen sind nicht ganz beliebig. Setzen wir mit den positiven oder

negativen Einheiten ev

y=0 t=0 Jfc=0

so ergibt sich /rwl ^ __.
sxe2ez — 1 ([7], Seite 117)

Es gibt somit nur die vier Fâlle fur die Reihenfolge von et, e2, s3:

Von jedem dieser Tripel nimmt man zur Kennzeichnung die beiden letzten
Zeichen. Der Reihe nach hat dann die bilineare Substitution positive, positiv-
negative, negativ-positive, négative Signatur.

Fur die Kompositionstheorie haben wir positive Signatur, somit ist stets

I Zmvtkzv | - <£«((*)), | Zmvikx{ | + A*((x)), | Zmvtleyk \

3

fdr die Komposition A ((%))B((y)) C((z)) mittels zv E mv%kxxyk.
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5. Weshalb positive Signatur?

Sei insbesondere A ((#)) eine Hauptform, die also + 1 darstellt, und
denken wir uns, da8 etwa A + 1 sei. Dann gilt fur Komposition

3 3

| 27ravifcft- | 4-1> was besagt, daB X {mvik^i) die Matrix einer unimodu-

laren linearen Substitution ist. Daher gehôren B([y)) und O((z)) derselben
Klasse an. Wird also eine Form G mit einer Hauptform H zu der Form K
komponiert, G H K, so gehôren G und K zur selben Klasse.

6. Die Art einer Bilinearsubstitution

Im Jahre 1923 hat Brandt entdeckt, daB einer bilinearen Substitution
auBer den schon genannten et, e2, eB noch ein anderes, charakterisierendes
Vorzeichen s zukommt ([4], Seite 211). Die Bilinearsubstitutionen zerfallen,
bei gleicher Signatur, noch in zwei Kategorien, wir nennen sie Arten. Dièse
Einteilung beruht, kurz beschrieben, auf dem Folgenden: Ist eine
Bilinearsubstitution M gefunden, die die Transformation A ((#))B {(y)) C (z) be-
wirkt, dann existieren gleichzeitig noch zwei andere bilineare Substitutionen
8r und R", welche die Transformationen A BC und B GA erzeugen.
Zwischen den Linearformenmatrizen der Bilinearsubstitution M, das sind

Viki II » II vihVu II » II vikv II » Linearformenmatrizen der
i=o *«o »»=o

Bilinearsubstitutionen R" und 8' bestehen gewisse Beziehungen ([6] Seite 225,
V). Brandt ([5], Seite 154) nennt dièse Matrizen

Es gilt weiter

A ((#)) B{{y))C((z)) mittels der Bilinearsubstitution 8f
3

x€ S skijy^zk und

B ((y)) C ((z))A ((#)) mittels der Bilinearsubstitution R"
3

y<= Z rmzixk, sowie

C ((z)) 31 ((a))2$ ((?/)) mittels einer Bilinearsubstitution Q
3

([5], Seite 155-157).

Mit Brandt schreiben wir die Matrizen
3 3
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3 3 3

s Q *? ——— g* \ C^\ s Q /Yt CL I *Y* i \T o rty „.., « //%§\

3 3 3
Y"* a» <y s\ (<y\ 5j y op — v iCf\ T7 ¥ 1/ y (qj\

und 3 3 3

Bezeichnet i eine vierzeilige quadratische alternierende Matrix (ttk) mit der

Transponierten t, so daB t -{- t 0, so heiBt nach Brandt das Aggregat

^01^23 i ^02^31 i ^03^12 {*)

die Halbdeterminante der alternierenden Matrix t.
Es ist, wie leicht zu prufen, \t\ {£}2. Bedeuten sehlieBlich noch a, 6, c

die Matrizen der Formen A, B, G und a, b, c die Matrizen der Formen SU, SB,

(£, so haben wir fur die alternierenden Matrizen q(z)tz(Ç) — Za usw. ([6],
Seite 225) folgendes Gleiehungssystem:

{g(z)k(O - Za} {a(z)x(C) - Za} eet

- Sb} {x{x)q(S) - 3b} 88% [A{(x)
— Hc} {p(y)q(rj) — Ht} =¦ ei

-Zb} =-882[C((z))&((Ç))-dZ*]
-Et} =-eet[A((x))%((S))-dB*\

{«(«)ï(0 - Ha} -s81[B((y))^8((rj)) - dH2]

([6], Gleiehungen VII, Seite 226), wo d die gemeinsame Déterminante der vor-
kommenden quadratischen Formen ist und zwischen den geschweiften Klam-
mern die Halbdeterminanten stehen. Dièses Gleiehungssystem ergibt sich aus
demjenigen von [6], Seite 226 durch zyklische Vertauschung, da wir die Kom-
position C AB annehmen, wahrend Bbandt dort A BC zugrunde-
gelegt hat.

Satz. ([6], Seite 226.) Ûbt man auf die Variabeln einer Bilinearsubstitution
die linearen reellen Substitutionen t, u, v mit gleichen Determinantenquadraten
aus, ist also i $ i

e ^ ^ \ui==l^9 \v\=sll$9 (ô<0)
wo it, i2, iz positive oder négative Einheiten sind, dann gilt fur die neuen Grôfien
êi, ê2

>
«^3

»
^ (fur Formen mit beliebig homplexen Koeffizienten) 8~x 8X i2 c3,

7. Die Eomposition der Formenklassen

Der Kompositionsbegrifï kann sofort auf die Formenklassen ausgedehnt wer-
3

den. Vermittelt nâmlieh Jf, das ist zv E mvtkxtyk, die Komposition
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A ((x))B((y)) C ((»)), geht weiter A ((x)) iiber in A1 ((£)) durch die line-
3 3

are Transformation xt Zut\ÇA, B((y)) in J3'((??)) durch yk Zv^rj^,
À=0 3 /*=<)

C((z)) in C"((£)) durch ^ ZwvQÇQ, U, V, W alsganzzahligeunimodulare

Substitutionen angenommen, dann wird die Transformation A1 ((!))Br {(rj))

durch die bilineare Substitution M' W'1 — M ' vermittelt, da
3 3 \ V

ja Cc Zw~îzv S w^mvtkutXvkllSxriii ist-
f=0 f,*,Jfc,X,/U=O

Hier lâBt sich der Satz des vorhergehenden Paragraphen anwenden, indem
wir ô 1, tt ^2 h 1 setzen. Es wird £! £!, e2 e2, e3 e3,
ê e. Bei unimodular ganzzahligen Transformationen der Variabeln ândern
sich somit weder Art noch Signatur einer Bilinearsubstitution, so daB mit M
auch M' positive Art und Signatur besitzt. Es hat somit einen Sinn, von der
Komposition der Formenklassen zu sprechen.

8. Zwei Théorème der Kompositionstheorie

1. Satz. Jede komponierbare Formenklasse A besitzt eine eindeutig bestimmte

Linkshauptklasse H und Rechtshauptklasse H' mit HA=A und AHr A
([1], Seite 313).

2. Satz. Die Formenklassen F und G sind in dieser Reihenfolge genau dann
komponierbar, wenn die Rechtshauptklasse von F gleich der Linkshauptklasse von
G ist ([2], Seiten 194-196).

Der zweite Satz zeigt, daB die Komposition keineswegs immer zwei quater-
naren Formenklassen A und B in dieser Reihenfolge genommen eine Produkt-
klasse zuordnet. Der erste Satz besagt, daB jede Klasse eine Links- und eine
Rechtseinheit besitzt, die im allgemeinen voneinander verschieden sind. Der
Bereich der quaternàren Formenklassen ist also im allgemeinen gegeniiber der
Komposition keine Gruppe, im Unterschied zu den binàren primitiven Formenklassen.

9. Idealklassen und Normenformklassen in Quaternionenringen

Ebenso wie in den quadratischen Kôrpern (siehe Paragraph 2) làBt sich auch
in den Quaternionenringen (Définition siehe Paragraph 10) eine Idealtheorie
aufbauen. Auch hier entspricht jeder Idealklasse die zugehôrige Normenform-
klasse ; der Multiplikation der Idealklassen geht die Komposition der Normen-
formklassen parallel. Die Idealklassen und ebenso die Normenformklassen bil-
den gegeniiber der Multiplikation bzw. der Komposition ein sogenanntes Grup-
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poid, welches insofern eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffs ist, als jedes
Gruppoid mit nur einer Einheit eine Gruppe ist. Das Ziel dieser Arbeit ist zu
zeigen, dalî fur die Zuordnung der Idealklassen zu den Normenformklassen in
Quaternionenringen ein Satz gilt, dessen Wortlaut genau dem Satz am Ende
des Paragraphen 1 liber die Zuordnung der Idealklassen in quadratischen Kôr-
pern zu ihren Normenformklassen entspricht, wenn dort das Wort Gruppe
dureh das Wort Gruppoid ersetzt wird.

10. Die Quaternionenringe (=Quaternioneiialgebren)

Die rationalen Algebren der Dimension 4 sind die sogenannten Algebren der
verallgemeinerten Quaternionen. Sie sind darstellbar durch vier BasisgrôBen
uQ 1, %, u2, uZ9 zwisehen denen folgende Beziehungen bestehen: u\ oc,

ul /S, u\ — <%/?, (x, p rational, utu2 — u2ux uZi uxuz — uzux <xu2,

l-Ur ur-l ur (r 1, 2, 3) ([8], Seite 44).
3

Ist q ZXiUi ein Elément der Algebra, so heiBt

qq n(q) die Norm von q

wobei q x0 — x1u1 — x2u2 — xzuz das konjugierte Elément von q heiBt.
Unter s(q), der Spur von q, verstehen wir

s(q) q + q 2x0.

Spur und Norm jedes q sind rational. Es ist nâmlich

3

n(q) niZZiUt) x%

Ein Quaternion mit ganzer Norm und Spur heiBt ganz.

11. Moduln und zugeordnete Formen

Bezeichnen wir die betrachtete Algebra mit 31, so heiBt jede Teilmenge a

von %, die mit den Elementen oc- und /? auch oc — j8 enthâlt und die auBerdem
4 rational linear unabhângige Quaternionen umfaBt, ein Modul. Sei <x0, <xx,

<*2, otz eine Basis des Moduls a. Diesem Modul ordnen wir eine rationale quater-
nâre quadratische Form zu, nâmlich die Norm seines allgemeinen Eléments

i0
Sei b ein anderer Modul mit der Baaisdarstellung b (j80> Pu &> Pz)
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3 3

der zugeordneten Form G ((y)) n(Zyvpv). Es ist dann oc{ ZTiv(lv (Ttv

rational, det Ttv ^ 0), wofûr wir kurzer setzen oc Tf}. q ist gleichzeitig
darstellbar als 333q Zxtoct ZyJv S xtTtJv

3 3

Es ist somit yv ZTlvx% ZT'vtxt (Tf Transponierte von T) diejenige

lineare Transformation, die G {(y)) in F ((x)) ûberfûhrt.

Zusammenfassend: Geht a iiber in b mittels oc Tf}, so geht die dem
Modul b zugeordnete Form G {(y)} iiber in die dem a zugeordnete Form
F (Hz)) mittels y T'x, oder a-+b mittels (x Tp, G ((y)) -> F ((x))
mittels y T'x.

12. Norm und Normenform eines Moduls a (<%0
» • • • > «s

Wir schreiben wieder F ((x)) n{S<xtxt) und setzen

((x)) mit n(a) >Q ;

wobei ^^((ic)) ganzzahlig und primitivist, das heiBt in ^^((o:)) Zftkxtxk
sind /00, /33, 2/01, 2/23 ganz und teilerfremd.

n(a) heiBt Norm, F^{(x)) Normenform des Moduls a.
Zu verschiedenen Basen kônnen verschiedene Normenformen gehôren. Je-

doch ist die Klasse der Normenformen eindeutig bestimmt. Ist nàmlich
(]80, px, j82, j33) eine andere Basis von a, die aus (^0, <x.l9<x2, <%$) durch ganz-
zahlige unimodulare Transformation hervorgeht,

p Toc, det T +1 dann geht

n(a)F^((x)) uberin n(a)F^((y)) mittels

x Tfy, somit gehôren F(*}((x)) und F^^y)) zur selben Klasse. Es ist
ersichtlich, daB man ûber die Reihenfolge der Basiselemente noch eine An-
nahme treffen muB, die verhindert, daB die tïbergangsdeterminante der linearen
Transformation einer Basis in die andere den Wert — 1 hat. In diesem letz-
teren Fall ist dann auch det T1 — 1, so daB die transformierte Form im
allgemeinen nicht in der selben Klasse liegt (siehe Paragraph 18).

13. Ordnungen und Idéale

Définition. Eine Ordnung ist ein Ring ganzer Quaternionen von 91, der
die ganzen rationalen Zahlen sowie 4 linear unabhângige Quaternionen umfaBt.
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Zu jedem Modul alk gibt es zwei eindeutig bestimmte Ordnungen ot und
ok mit otcttfc atk und atkok alk ([11], Seite 75).

Définition. Ein Modul heiBt Idéal, wenn seine beiden Ordnungen Maximal-
ordnungen sind (das heiBt in keiner andern Ordnung enthalten sind), wenn
also gilt atkok otatk atk; ot, 0k maximal. Enthàlt das Idéal atk nur
ganze Quaternionen, dann nennt man atk ein ganzes Idéal.

Wir schrânken nun die Multiplikation der Idéale insofern ein, als wir zwei
Idealen atk und b^ nur dann ein Produkt zuordnen, die Faktoren in dieser

Reihenfolge genommen, wenn ofc Oj ist. Durch dièse MaBnahme erreicht
man, daB die Teilung eindeutig ist, das heiBt, daB in der Gleichung ax b

das x eindeutig bestimmt ist. Die so eingeschrânkte Multiplikation heiBt
eigentliche Multiplikation. Es gilt nâmlich ([11], Seite 75) der folgende

Satz. Sind alk und hu beides Idéale, so ist es dann und nur dann unmoglich, in
der Gleichung ct^b^ — ttJ eines der Idéale atk und bl} durch echte Teiler zu
ersetzen, wenn die Rechtsordnung von atk gleich der Linksordnung von bh ist,
das heifit wenn ok 0t.

Satz. ([11], Seite 76, Satz 14.) Die Idéale einer Quaternionenalgebra bilden
bei der eigentlichen Multiplikation ein Gruppoid mit den Maximalordnungen als
Einheiten.

14. Die Gruppoidaxiome (s. Brandt, Math. Ann. 96)

Sei {A, B, C, ...} eine Menge von Elementen. Fur dièse sei eine Verknup-
fung definiert, die gewissen Elementen A und B in dieser Reihenfolge ein Pro-
duktelement C zuordnet, fur gewisse andere Elemente aber kein Produkt
definiert. Existiert AB, so heiBt A mit B in dieser Reihenfolge komponierbar
(das heiBt natûrlich nicht, daB dann auch BA existiert). Eine solche Menge
von Elementen heiBt Gruppoid, wenn die folgenden vier Axiome erfullt sind:

Axiom I. Wenn zwischen drei Elementen A, B,C eine Beziehung A B C

besteht, so ist jedes der drei Elemente A, B, C durch die beiden andern
bestimmt.

Axiom II. Wenn AB und BG existieren, so existieren auch (AB)C und
A(BC), wenn AB und (AB)C existieren, so auch BG und A(BC), wenn
schlieBlich BG und A(BC) existieren, so auch AB und (AB)G, und jedes-
mal ist (AB)G A(BG), so daB Klammern uberfliissig sind und dafur
ABC gesetzt werden kann.

Axiom III. Fur irgendein Elément A existieren stets die folgenden eindeutig
bestimmten Elemente: Die Rechtseinheit E, die Linkseinheit E1 und das in-
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verse Elément A derart, daB gilt

AE A, EfA A, ÂA E.
Hieraus lassen sich noch die folgenden Gleichungen beweisen :

Â Â I, AEf=Â, EE E, E!E1 E'

Âxiom IV. Fur zwei beliebig vorgegebene Einheiten E und E1 existieren
immer Elemente A so daB AE A und E' A A.

Aus den Axiomen leiten wir noch den folgenden wichtigen Satz her :

Satz. Zwei Elemente A und B sind in dieser Reihenfolge dann und nur dann
komponierbar, wenn die Rechtseinheit von A gleich der LinJcseinheit von B ist,
also A AE, EB B.

Beweis. Aus Axiom II folgt, daB wenn in der Reihe Ax, A2, An stets

At mit At+1 komponierbar ist (i ==¦ 1, n — 1), das Produkt AXA2 An
existiert. Sei nun etwa E1 Einheit, ebenso E2, Ex ^ E2, so kann E1E2 nicht
existieren, da EXE2 Ex E2 sein mûBte, was einen Widerspruch ergibt.
Existiert jetzt AB, so ist AB AE1E2B, wo E1 Rechtseins von A, E2
Linkseins von B bedeutet. Ist Ex ^ E2, so hat EXE2 keinen Sinn; somit muB

Ex E2 sein. Ist umgekehrt AE A,EB B, so existiert A B A EE B,
weil in der Reihe A, E, E, B die aufeinanderfolgenden Produkte AE, EE,
E B existieren.

15. Stamm- und Kernîormen

a) Irgendeine ganzzahlige primitive Form G([x)) definiert eine Gesamtheit
von Formen auf folgende Weise: Man ubt auf die Formen c (?((#)), wo c

beliebig rational ist, aile regulâren rationalen Substitutionen, das heiBt aile
rationalen Substitutionen mit Déterminante ^0, aus. Jede entstehende Form
schreiben wir als kF((x)), wo k grôBter Koeffiziententeiler, also F {(x)) auch
ganzzahlig primitiv ist. Die Formen F((x)), G((x)), bilden eine soge-
nannte Sippe ; sie sind nicht immer rational ineinander transformierbar, wohl
aber stets nach Multiplikation mit einer Rationalzahl. Die Formen mit absolut
kleinster Diskriminante einer Sippe heiBen Stammformen.

b) tîben wir auf G ((x)) aile rationalen regulâren linearen Substitutionen aus,
ohne Multiplikation mit rationalen Faktoren, so bilden die entstandenen Formen

eine Gesamtheit, die man Familie nennt.

Définition. Kernformen sind solche ganzzahlige primitive Formen, die nicht
ganzzahlig in einer ganzzahligen Form kleinerer Diskriminante enthalten sind.
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Satz (Brandt, SPEISER-Festschrift, Zurich 1945, S. 96): Die Kernformen
sind diejenigen ganzzahligen Formen, welche in der von ihnen erzeugten Familie
die absolut kleinste Déterminante besitzen.

Von Hasse (J. reine angew. Math. 153, Satz 24, Seite 37) stammt der fol-
gende

Satz. Eine rationale quadratische Form ist genau dann jedem positiven
n

rationalen Multiplum ihrer selbst rational âquivalent, wenn n in F Eaikxixk

gerade und d (— 1)2 Z) ein Quadrat ist (D |alfc|), und genau dann
jedem rationalen Vielfachen ihrer selbst âquivalent, wenn aufierdem der Trâg-

heitsindex J — ist.

Die Normenformen der Moduln in Quaternionenalgebren erfullen die Be-

dingungen des HASSEschen Satzes. Da n 4 ist, so muB nur D, die
Déterminante, ein Quadrat sein. Liegt der Algebra das Basissystem 1, ux, u2, uz
zugrunde (Paragraph 12), dann ist, wie dort ausgefuhrt, die dem Modul (1,
ul9 u2, uz) zugeordnete Form x% — &xl — fix\ + &f}x\, ihre Déterminante
ist <%2j32, also ein rationales Quadrat. Ist dann (Ao, A3) I ein belie-

biger Modul der Algebra, so geht (Ao, A3) mittels rationaler Transformation

iiber in (u0 1, uz), gleichzeitig aber geht x2, — (xx{ — iiber
3

in w(i7A^) n(l)Fl((y)) mittels der transponierten Transformation (Para-
i=0 3

graph 11), die Déterminante von niZ^Pi) ist gleich der Déterminante <x2/?2

multipliziert mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante, also wieder ein
Quadrat ; das Herausziehen des Koeffiziententeilers n (I) bedeutet Division der
Formendeterminante durch n (I)4, was nichts an der Tatsache ândert, daB die
Déterminante von Fx((y)) ein Quadrat ist. Somit sind die positiv-definiten
Normenformen in ihre positiven Multipla rational ûberfûhrbar. Indefinite Nor-
menformen ergeben sich dann, wenn im vorigen nicht beide, <%, und (3, negativ
sind. Dann ist aber der Trâgheitsindex, das ist die Anzahl der negativen Qua-

4
drate, stets gleich J 2 — somit ist eine solche Normenform jedem ra-

rionalen Multiplum ihrer selbst âquivalent. Das heiBt aber, daB fur Normenformen

die Begriffe Familie und Sippe zusammenfallen, und daB somit hier
Stamm- wie Kernformen dasselbe sind. Somit reduziert sich der Nachweis,
daB eine Form Stammform ist, darauf, zu zeigen, daB dièse Form nicht ganz-
zahUg in einer andern ganzzahligen Form enthalten sei.
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16. Die Idealnormen

Deubing [11] definiert den Idealbegriff wie oben unter 13 und stellt die Norm
eines Ideals wie folgt dar: Sei ot Maximalordnung in 91 und atk ein Linksideal
von ot, also otûtfc <Xîfc. Seien ot (co0, co3), atk K> • • -, *a)- Ist

3

nun <xt UAtka)k, oder kurz oc Aco, so ist det A \Atk\ ein positives

oder négatives rationales Quadrat. \Atk\ ist positiv bei geeigneter Reihenfolge
der oc.. Dann heifit x /——-n(atk) +V\Atk\
die Norm des Ideals aîk ([11], Seiten 81-83).

Brandt schreibt fur den Modul a (oc0, ocB) ebenfalls oc A œ. Die
Reihenfolge der oct wâhlt er so, daB det A | A\ > 0. Sodann setzt er, wie

3

im Paragraphen 12 ausgefûhrt, n(Zxt<xt) n(a)Fa((x)) mit n(a)>0. Nun

zeichnet Bbandt diejenigen Moduln, fur die n(a)2 \ A \ gilt, besonders aus,
indem er sie Idéale nennt. Brandt zeigt ([3], Seiten 20/21), daB fur dièse
Idéale a genau je eine Links- und Rechtsmaximalordnung ex und e2 mit
exa ae2 Cl existieren. Also ist jedes Idéal im Sinne von Brandt auch ein
Idéal im Sinne von Deuring und umgekehrt. Ferner folgt, daB die bei Brandt
und Deuring gegebenen Idealnormdefinitionen équivalent sind.

Satz von der Normenmultiplizitàt :

Aus der Idealgleichung ttl dlkhki folgt die Normengleichung n(ttl)
rc(Ow(bw) ([11], Satz 3, Seite 80).

Satz. Ein ganzes Idéal der Norm 1 ist stets eine Maximalordnung.

Beweis: Ist (<o0, co3) die Linksmaximalordnung von a, so sind in der
3

Transformationsgleichung oct ZAlkœk die Alk ganzrational mit \Alk\

^,(a)2 1, so daB a mit o identisch ist. Hier sind die Atk deshalb ganz-
zahlig, weil ein ganzes Idéal stets in seinen Maximalordnungen (linker wie
rechter) enthalten ist. Dies letztere ist eine Konsequenz des 1. Hilfssatzes
im Paragraphen 26, es folgt nâmlich aus atk 0t0tûtfc die Beziehung
û»fc £ ot, weil a,fc und o, ganz sind.

17. Satz: Die Normenform einer Maximalordnung o ist eine Stammform F((x))
Beweis. Sei o (coo, co3); da n(o) 1, so ist n(Zœtxt) F([x)).

Um nachzuweisen, daB F {{x)) Stammform ist, mûssen wir nach Paragraph 15

SchluB nur nachweisen, daB F {(x)) Kernform ist, das heiBt nicht ganzzahlig

15 Gommentarii Mathematici Helvetici
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in einer ganzen Form kleinerer Discriminante enthalten ist. Wâre, im Wider-
spnich zur Aussage des Satzes, F((x)) enthalten in der Form G ((y)), so daB
also G {(y)) ->F{(x)) mittels y~Txy wo T ganzzahlig ist, mit der
Déterminante |T\ > 1, danngeht (coo, co8) iiber in den Modul I (Ao,..., A3)

mittels (o T1 A. I ist ein ganzer Modul, denn Normen und Spuren der Ele-
mente von l sind ganz rational.

3

Istnâmlich A 27A^ beliebig in I, so ist n(A) G((y)), also ganz ; damit

ist die Ganzheit der Normen aller Elemente von I erkannt. Mit A c I ist auch
A + 1 e I. Denn wegen det Tr > 1 und weil Tr ganzzahlig ist, ist o echter
Untermodul von I, also mit 1 c o auch 1 € I. Es ist

n(A + 1) (A + 1) (Â + 1) AÂ + 1 + (A + Â) n{X) + 1 + s(A)
ganz ganz

somit haben die A auch ganze Spuren.
Fur Quaternionenalgebren hat Eichler in seiner Dissertation J. reine an-

gew. Math. 174, Seite 132) folgenden Satz bewiesen:

Satz. Jeder ganze Modul ist in einer Maximalordnung enthalten.
Sei somit I in der Maximalordnung m enthalten. Dann ist auch o c I Q m,

also o c m ; das ist aber nicht môglich, weil o selbst Maximalordnung ist. Somit
muB F({x)) Stammform sein, da die gegenteilige Annahme auf einen Wider-
spruch fuhrt.

18. Die Unabhângigkeit der Idealnorm von der

zugrundegelegten Maximalordnung

Sind ox und o2 zwei Maximalordnungen in St, so geht ot in o2 uber mittels
einer rationalen Substitution. Mit der Transponierten geht dann die Normen-
form G2((y)) von o2 in diejenige von ol5 nâmlich Gt((x)), liber. Da beides
Stammformen sind und sie in der selben Sippe liegen, so haben sie die gleiche
Diskriminante, nâmlich die absolut kleinste der ganzen Sippenformen. Somit
ist der Wert der Substitutionsdeterminante + 1, bei geeigneter Reihen-
folge der Basiselemente von ox und o2* Daraus folgern wir, daB es geniigt, bei
der Bestimmung der Idealnorm eine beliebige Maximalordnung zugrundezu-
legen, es braucht weder die Links- noch die Rechtsordnung von a zu sein. Ist
nâmlich o die beliebige Maximalordnung, o (co0, co3), und ist
0f (v0, vz) die Linksordnung von a, so sei vorerst an dieser Stelle folgende
Bedingung betreffs der Reihenfolge der Basiselemente sâmtlicher Moduln in 3t

festgesetzt (siehe Paragraph 12 SchluB). Ist a ein Modul, a (ocQi ,(x3) in
Basisdarstellung, so soll in der Transformationsgleichung

3

oci £Aikwk oder <x Aco
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\Aik\ > 0 sein, das heiBt die Déterminante der Basismatrix Aik soll positiv
sein. Sei jetzt a ein Idéal mit & Av, v Eco, dann ist a, A Eco,
det (AE) det A det E det A, was heiBt, daB die im Paragraphen 16 ge-
machte Voraussetzung, daB fur die Bestimmung der Norm eines Ideals eine
seiner Ordnungen zugrundegelegt werde, fallengelassen werden kann.

19. Die Idéale sind vor den gewôhnlichen Moduln dadurch ausgezeichnet,
daB ihre Normenformen Stammformen sind

Wir kônnen die Idéale auch so definieren: Ein Modul ist genau dann ein
Idéal, wenn seine Normenform eine Stammform ist.

Beweis. Der Modul a (oco, <xz) mit der Normenform G ((y)) gehe
aus der Maximalordnung o (co0, co3), deren Normenform F((#)) ge~

mâB Paragraph 17 Stammform ist, durch die Substitution <x Ar co hervor.
Dann geht F((#)) -+n(a)G((y)) mittels x Ay. FaBt man F und G als
Matrizen der durch sie bezeichneten Formen auf, so ist also

n(a)G((y)) n(a)y'Gy y'A'FAy, das gibt fur die Determinanten

Ist n(a)é \A\2, was genau fur die Idéale der Fall ist (siehe Nr. 16), so
ist | G | | F |, also hat auch G {(y) Minimaldiskriminante (die Diskrimi-
nante ist das 16fache der Déterminante). Somit sind in der Tat gerade die den
Idealen zugehôrigen Normenformen Stammformen.

20. Die Idealklassen der Quaternionenringe

Zwei Idéale û und b heiBen àquivalent, a ^ b, wenn zwischen ihnen eine

Beziehung mit Quaternionen q und a besteht, so daB

b qclo ist mit n(ga) > 0

Dièse Beziehung ist tatsàchlich eine Âquivalenzrelation, denn es gilt die Tran-
sivitât :

Aus a ~ b also a fihv n(fzv) > 0 und
b ~ c also b Act n(Xr) > 0 folgt

a fzkttv mit n{[jbXxv) > 0, also a ~ C Die Symmetrieeigenschaft ist er-
fiillt, denn aus b Qaa folgt a ^bcr"1 mit n(Q^1a~1) > 0, das heiBt
aus a ~ b folgt auch b '^ a.

Die zu einem Idéal âquivalenten Idéale fassen wir zu einer Idealklasse zu-
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sammen. Wir wollen nun fur dièse Idealklassen eine Art Multiplikation, die
wir Komposition der Idealklassen nennen wollen, definieren, und alsdann prii-
fen, ob die Définition sinnvoll ist.

Die Idealklasse 31 heiBe mit der Klasse 23 in dieser Reihenfolge komponier-
bar, wenn Idéale a c 31, b € SB existieren, fur die das Produkt ab c exi-
stiert. Dann heiBt G, die Klasse von c, die Produktklasse oder die komponderte
Klasse von 31 und 93, 3193 (£.

Ist nun a' ~ a, sei etwa a' gao, n(Qo) > 0, dann soll man auch ein
Idéal bf ~b finden kônnen, so daB afbr c' existiert und c' soll alsdann
âquivalent zu c sein, c' ~ c. Dazu setzen wir b' a~1br. Das Elément r
werde so gewàhlt, daB sign (n(r)) sign (n(Q)) ist, dann ergibt sich

ct'b' Qaaa^br gabr gcr c'; c ~ c'

Ist weiter a' '^/ a, br ~ b, und existiert a'b' c', dann muB c '^ c; sein,
wenn die gegebene Kompositionsvorschrift einen Sinn haben soll. Dièse Frage
ist nicht so einfach zu beantworten, sie steht nâmlich in einer Beziehung zu
einem Kernproblem des in dieser Arbeit zu beweisenden Hauptsatzes (Para-
graph 26). Im nâchsten Paragraphen wird gezeigt, daB zu âquivalenten Idealen
die selbe Normenformklasse gehôrt. Spâter (Paragraphen 22-25) sehen wir, daB
der Multiplikation der Idéale parallel die Komposition der Normenformklassen
geht. Sind dann A, B und C die Normenformklassen der Idéale a, b, c, dann
haben wir zusammen mit den Multiplikationsgleichungen der Idéale

ab c a'b' c'

die Kompositionsgleichungen der zugehôrigen Normenformklassen

AB C, AB C

Wie wir sehen, besitzen die Idéale c und c' âquivalente Normenformen.
Kann man daraus schlieBen, daB dann auch die Idéale selbst âquivalent sind?
DaB dem so ist, zeigt der Satz des Paragraphen 26.

Da die Idéale ein Gruppoid bilden, so kann man die Axiome des Paragraphen
14 prufen und feststellen, daB auch die Idealklassen selber ein Gruppoid bilden.
Die Einheiten dièses Gruppoids sind die von den Maximalordnungen (auch
Einheitsideale genannt) erzeugten Klassen mit Idealen der Form QOo, wobei
n{ga) > 0.

Weil die Idealklassenzahl rationaler Algebren endlich ist ([11], Seite 90,
Satz 1), so ist das Idealklassengruppoid endlich.
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21. Âquivalente Idéale besitzen âquivalente Normeniormen

Sei a {ocOi <%3); fur b ~ a, etwa b gaa mit n(ga) > 0 kônnen
wir die Basisdarstellung (q(xqo, qoc3o) wâhlen. Ist dann

3

n{Eoclxt) n(a)Fa((x)) so wird
1=0

3 3

n(ZQ»txta) n(g(Z(Ktxt)a) n(Q)n{a)n{a)Fa({x))
1=0 1=0

Die Abbildung der Idealklassen auf die Normenformklassen ist also eindeutig.
DaB sie sogar umkehrbar eindeutig ist, werden wir im Paragraphen 26 sehen.

22. Der Multiplikation der Idéale entspricht eine Transformation
ihrer Normenformen

In den Paragraphen 23, 24 wird gezeigt daB, zufolge der Annahme in Nr. 18,
wonach die Determinanten der Basismatrizen positiv seien, dièse Transforma-
tionen sogar Kompositionen sind (siehe Nr. 3, Ende), wenn noch ein kleiner
Zusatz gemacht wird (siehe Nr. 23, Ende).

Ist fur die Idéale a (oco, #3), b (]80,...), c (y0,... die Glei-
chung ab C erfûllt, so gilt fur je drei entsprechende Elemente

3 3 3

oc Z(xtxt; /? Zykpk ; y Ezl7l
1=0 fc=0 1=0

mit ganzrationalen xt, yk, zx eine Gleichung

3 3 3

S(xtxtZpkyk £zlyl
i=o *=o 1=0

Aus dieser Gleichung erhâlt man, mit Fa((x)), Fh{(y)), Fc((z)) bzw.
die Normenformen von a, b, C bezeichnend, durch Normenbildung

n(a)n(b)Fa((x))Fb((y)) n(t)Ft((z))

woraus wegen n{a)n(b) ra(c) folgt Fa((x))Fh((y)) Ft{(z)). Welche
Formen in dièse Transformation eingehen, hângt offensichtlich von der
Basisdarstellung der drei multiplizierten Idéale ab. Wir wollen zeigen, wie sieh aile
die dièse Transformationen vermittelnden Bilinearsubstitutionen aus einer
einzigen durch lineare Transformation ihrer Variabeln ableiten lassen. Dazu
legen wir jetzt allen Untersuchungen die beliebige, aber feste Maximalordnung
0 (co0, o>3) von Nr. 18 zugrunde, die wir das Orundideal nennen. Die



230 G. Aebbrli

Determinanten der auf dièse Basis bezogenen Basismatrizen solien > 0 sein.
3

Ist o)imk Zw8iko)8, wo die wsik Multiplikationszahlen der Basis (co) heiBen,
« 0 3 3

und gilt weiter fur die Basismatrizen A, B, G oct EAoia)a\ flk EBTkcoT;
3 0=0 t==0

yx ECKl o)K, so wird
#c=0

3 3 3 3

Exi<xiEykpk E xiyk»ipk ExiykAaiBTkwlcaTœK E zxCKlo)K,
i=0 *=0 i,k=0 ikatK «,i=0

somit wegen der linearen Unabhângigkeit der œv

3

E AaiBTkwKOrxiyk ZzxCKl
airk 1=0

Auflôsung nach z gibt zv E C~^wK(JTAaiBTkxiyk\ setzen wir noch
Karik

mvik £C~*wKaTAaiBTk, so erhalten wir fur die Bilinearsubstitution M
3

zv Emvikxiyk. In BRANDTscher Symbolik schreibt sich

Wenn man A B C E (identische Substitution) setzt, so erkennt
man, da6 W (w8ik) diejenige bilineare Substitution ist, welche die
Transformation 00 0 der Normenform 0 des Grundideals o vermittelt. Trans-
formieren wir jetzt die Variabeln x,y,z ganzzahlig unimodular (Déterminante

3 3 3

+ 1), xi EUia^a; yk ZVkpr]p; zv ZZvyÇy, so bedeutet dies den Ûber-
<x—0 j3=0 y=0

gang zu anderen Basen der Idéale a,b, C ; fur die Normenformen bewirkt dies
den Ûbergang zu den àquivalenten Formen F'a({Ç))9 F^((rj)), JPj((C)). Man
hatalsdann ^((f))^((^)) F[((0) mittels

vKoxik

Symbolisch schreibt sich dièse Bilinearsubstitution 501 als

y AU

Der Multiplikation der Idéale entspricht somit die Transformation der zu-
gehôrigen



Zusammenhang quarternarer quadratischer Formen und Idéale in Quartemionenringen 231

23. Die bilincare Substitution W vermittelt die Komposition GO G

(nicht bloB Transformation) der Normenform G des Grimdideals o

Der Gleichung 00 0 entspricht die Elementemultiplikation

daraus wird durch Normenbildung G([x))G((y)) G ((z)). Ist wieder
3 3 3 3 3

cota)k Zwltk(ol, so wird So)txtEykwk £ xtykwltk(ol 2Jzla)l, wot&us
Z=0 1=0 Jfc=0 i,k,l=0 1=0

3

zl Z wltkxtyk, das heiBt, wie schon erwâhnt, daB W die Transformation

GO G vermittelt. Die bilineare Substitution hat aber positive Signatur und
Art (Nr. 3, Ende), letzteres, wenn man die Reihenfolge der Basiselemente des

Grundideals selber geeignet wâhlt.
3

Positive Signatur: Da 1 € o, so gibt es eine Darstellung 1 Zrjka)k mit
3 3 3 3 *=0

ganzrationalen rjk, somit gilt Ext(ot Zrjka)k 2xtcot Zzlœl, hierbei ist
3 3 1=0 *=0 1=0 /=0

zt= Z wltkxtr]k= Z (wllkrjk)xt. Da die cot linear unabhàngig sind, ist xl zl,
i,*=0 t,k=O

3 3

also Ewuky]k ôH, somit | Swllkr\k \ | ôu \ + 1. Da aber die Deter-
*=o 3 *=o

minante | Ewltkyk \ fur aile reellen Werte ihrer Variabeln entweder stets
*=o

positiv oder stets negativ ist (siehe Nr. 4), und weil hier fur das spezielle Qua-
drupel rjk das Plus-Zeichen nachgewiesen wurde, so gilt

was zu zeigen war. Ebenso gilt

1=0

Positive Art. W hat, wie gezeigt, positive Signatur. Sollte W négative Art
haben, dann gehe man von der Basis (co0, coz) des Grundideals zu einer
andern, (coq (o'3), mittels einer uneigentlichen ganzzahligen unimodu-
laren Substitution (Déterminante — 1) ûber, etwa durch Vertauschung zweier
Basiselemente. Ist etwa co' A'cd, A ganzzahlig, det^l — 1, so geht
(?((#)) mittels x Au ûber in die Normenform G1 {(u)) der Basis (co'),

/Adie Transformation G1 G' G' wird durch W' A~x — W( vermittelt.
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Der Satz der Nr. 6 lehrt aber, wenn man à 1, ix i2 h — ~ 1 setzt,
da6 bei dieser linearen Transformation die Art ândert, wâhrend die Signatur
unverândert, also positiv, bleibt. Somit kônnen wir bei geeigneter Wahl der
Basiselemente des Grundideals stets erreichen, daB die Bilinearsubstitution
W Komposition vermittelt. Dièse Annahme wollen wir in der Folge immer als
erfûllt ansehen; es ist dies der zu Beginn der Nr. 22 erwâhnte Zusatz.

/A24. Aile Bilinearsubstitutionen O-1 — W M vermitteln ebenfails\£
Komposition

/AWie wir in Nr. 22 dargelegt, vermittelt M C~x — W' die Transfor-
\J3

mation Fa((x))Fh((y)) Ft((z)). M geht aus W durch die linearen Sub-
stitutionen A, B, G hervor. Da ihre Determinantenquadrate nicht unbedingt
gleich sind, so lâBt sich der Satz von Nr. 6 nicht unmittelbar anwenden. Be-

achten wir (Nr. 19, Ende), daB |A\ n(a)2 ist, dann ist A/+ Vn(a) eine

lineare Substitution der Déterminante + 1 • Ebenso Bj-\- l/n(b) und

Cl+Vn(t)

Die réelle Bilinearsubstitution M1 mit M' Vn^C'1 — w

vermittelt die Transformation —-— J^, —-— Fh —-— F, oder wegen der
n(a) a n(b) 6 n(ç) c B

Normenrelation FaFh Fc. Der Satz in Nr. 6, angewendet auf M', lehrt
uns, daB M1 positive Signatur und Art hat. Es ist dies eine Konsequenz der
Eorderung in Nr. 18, daB die Determinanten der Basismatrizen positiv seien.

Da M M' ist, das heiBt aus M1 durch xi
rn{c) \ Vn(b)

yf{ vn(b)yi, zf{ V n^Zi hervorgeht, so ândert sich dadurch die Signatur
nicht ; denn, fur s eine beliebige Konstante gesetzt, gilt

i=0 i=0
wâhrend A ((sx))2 s*A ((x))2 wird. Ebensowenig aber ândert sich die Art,
denn âhnlich multipliziert sich jede Seite des Gleichungssystems ([6], Seite 225

unten), das die fur die Art charakteristische Einheit e definiert, mit s4, durch
Wegkûrzen erhâlt man die alte Gleichung wieder (vgl. auch Nr. 6). Somit haben
tatsâchlich aile in der Ûberschrift dieser Nummer erwâhnten Bilinearsubstitutionen

positive Art und Signatur, und vermitteln demzufolge die Komposition
der Normenformen der Idéale.
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26. Die Abbildung 91 -> i^ ist ein Homomorphismus

Wir haben gesehen, daB die Idealmultiplikation ab c von der Komposi-
tion FaFh Fc der Normenformen begleitet wird. Da nach Nr. 7 der Kom-
positionsbegriff von den Formen sofort auf die Formenklassen ausgedehnt
werden kann, so entspricht der Komposition der Idéale die Komposition der
zugehôrigen Normenformklassen, und die Abbildung der Idéale auf die
Formenklassen ist ein Homomorphismus, genauer Gruppoidhomomorphismus.
Ferner haben âquivalente Idéale âquivalente Normenformen, also entspricht
jeder Idealklasse 9Ï eindeutig eine Formenklasse. In der nàchsten Nummer
werden wir zeigen, daB dièse Abbildung der Idealklassen eineindeutig ist, das
heiBt daB zwei Idéale, denen dieselbe Formenklasse zugeordnet ist, âquivalent
sind. Daraus folgt dann, wie in Paragraph 20 nàher ausgefiihrt wurde, daB
die Komposition der Idealklassen einen Sinn hat und daB die Idealklassen
ein Gruppoid bilden. Dièses Gruppoid ist dann eineindeutig und homomorph,
also isomorph auf das Gruppoid der Formenklassen abgebildet.

26. Zu âquivalenten Normenformen gehoren âquivalente Idéale

Satz. Aus Fa((x)) ~Fh({y)) folgt a~b.
Wir benôtigen vier Hilfssâtze.

Hilfssatz 1. Das Idéal alk ist genau dann dureh das Idéal bH teilbar, das heiBt

gilt atkSzbji, wenn es eine eigentliche Produktdarstellung atk c^b^fj*.
mit ganzen tti, ]lk gibt. Ist o^ O3, so gilt sogar atk bafïfc mit ganzem
flfc. ([11], Seite 76, Satz 16.)

Hilfssatz 2. Ist die Normenform F des Ideals a (oco, mit
3

n(Zoctxt) n(a)F((x)) eine Hauptform, dann ist a Hauptideal.

Beweis. Da F Hauptform ist, stellt F die Eins ganzzahlig dar, sei etwa
3

F{Ç0, ...£,) 1. Dann ist »(*) n(E^»t) n{a)F((Ç)) n(û), also
3 1=0

n(oc) n(a) > 0, oc 27ftat gesetzt.
isssQ

Ist oa a, wo o die Linksordnung von a ist, so gilt die Beziehung oaCa.
Ist û& a, so ist a schon Hauptideal, nichts ist zu beweisen. Ist hingegen a
echter Teiler, also o<x c a, so ist nach Hilfssatz 1 ooc ab, wo b ganzes
Idéal, b kann nicht die Rechtsordnung von a sein, weil sonst ab Cl, also

ist n(b) > 1. Aus ooc ab folgt n(oc) n(a)n(b), somit n{oc) > n(a), ge-

gen Annahme. Somit ist ooc a.
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Hilfssatz 3. Sind ot und ok zwei Maximalordnungen mit den Hauptnormen-
formen Ht((x)) und Hk({y))i und gilt Ht^^Hk, so ist ot~Ofc.

Um diesen Hilfssatz zu beweisen, verwenden wir einen Hilfssatz von Brandt.

Hilfssatz 4. Im Falle der reduzierten Basis (das heiBt 1 ist Basiselement)
sind die Multiplikationszahlen eindeutig bestimmt ([3], Seite 10, § 22). Dies ist
so zu verstehen: Ist (1, <%8) eine reduzierte Basis einer Maximalordnung,
mit der Normenform (?((#)), und ist (1, /93) eine beliebige andere
reduzierte Basis mit derselben Normenform 0, dann sind die Multiplikationszahlen

beider Basen dieselben (die Anordnung der Basiselemente stillsehwei-
gend so verstanden, daB die Déterminante der Basismatrix bezuglich des

Grundideals >0 ist), das heiBt, es gilt
3 3

octock Zrnka3 und ptpk Irnkpj

Der ausfûhrliche Beweis findet sich in [2], Seite 191. Es zeigt sich, daB es

fur die Normenform einer reduzierten Basis nur genau eine Bilinearsubstitu-
tion positiver Art und Signatur gibt, welche die Komposition 00 O ver-
mittelt. GemâB Nr. 22 sind die Koeffizienten dieser Bilinearsubstitution iden-
tisch mit den Multiplikationszahlen rjtk der zugehôrigen Basis. Auch sie sind
also eindeutig bestimmt.

Betrachten wir jetzt in o, die beliebige reduzierte Basis (1, ocx, a2, <xB) und sei
3

dann n(Z(xtxt) O((x)). Dann gilt G(l, 0, 0, 0) n{\) 1. In ok gibt

es jedenfalls eine Basis (y0, ...,73) mit der Normenform (?((#)), da ja
HtrsuQ ~Hk. Wegen n(yQ) 0(1, 0, 0, 0) 1 ist y0 eine Einheit, weil

y-1 y ebenfalls in ok liegt. Dann ist aber (1, yJ"Vi> • • • > y^Yz) e^ne

reduzierte Basis. Nennen wir dièse Basiselemente (1, fil9 j33), in vorge-
schriebener Reihenfolge gesetzt. Nach Hilfssatz 4 haben die Basen (oc) und (j3)

dieselben Multiplikationszahlen a8tk, es gelten somit die Gleichungen
3 3

oct(xk Za8ik(x8 und pt(tk Za8ikp8
8=0 «=0

Jetzt bilden wir ot auf ofc isomorph ab durch die Zuordnung <xt -> pt, wobei
die rationalen Zahlen fest bleiben. Dann hat man weiter

3 3

oc Zx^s -> ZXffis j3 ; sei od ein weiteres Elément in o{

a' 2rfi<xi-
f

<* + ocf S(x, +
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3

d Exj(xjSxfl(xl S Q<8jiXj%fi(x8

nrf &tt ^fo pp
8,j,l=O ;,/=0 j l

3 3 3

koc S (kxyi(x§ -> E (kxj)pj kS xj^i &/? (& rational).
j«o ?=o *=o

Der Isomorphismus of ^ 0fc lafit sich zu einem solchen der ganzen Quater-
nionenalgebra fortsetzen, indem man die xi den rationalen Zahlkôrper durch-
laufen làBt. Jetzt wenden wir den 1. Hauptsatz der Schiefkôrpertheorie an.

Satz (van der Waerden, Algebra II, 3. Auflage, Seite 202) : Sind Sx und
S2 zwei zueinander isomorphe, einfache Teilsysteme des normalen einfachen hyper-
komplexen Systems Kr, so wird jeder Isomorphismus zwischen Zx und Z2, der
die Elemente des Orundkôrpers fest lâfit, durch einen innern Automorphismus
vermittelt. Insbesondere gilt der Satz filr Ex 2J2 Kr.

Somit bedeutet <%i -> pi eine Gleichung <xi

welche Gleichung aber die im Hilfssatz 3 behauptete Àquivalenz o^ '^ ok
oflEenbar macht.

Bemerkung. Die Quaternionenringe sind einfache Algebren. Denn die null-
teilerfreien rationalen Quaternionenalgebren sind Divisionsalgebren, das heifit
Schiefkôrper (siehe [8], Seite 47), welche ja nur die beiden trivialen Idéale
haben. Die Quaternionenalgebra mit Nullteilern ist die vollstândige Matrix-

algebra der Matrizen \ im rationalen Kôrper, also ebenfalls einfach.

Beim Beweis des Satzes am Anfang dieser Nummer kônnen wir a und b

durch beliebige zu ihnen âquivalente Idéale ersetzen. Sei jetzt mit den Links-
ordnungen Jx rda a und Oib b

HA A HA A,
darunter steht die entsprechende Komposition der Normenformklassen ; die
Hauptklasse H ist in beiden Gleichungen dieselbe, weil in der Kompositions-
theorie die linke Hauptklasse eindeutig bestimmt ist (Nr. 8, Satz 1). Daher
sind nach Hilfssatz 1 ox und o[ âquivalent, und der Beweis dièses Hilfssatzes
lehrt, daB mit einem gewissen q gesetzt werden kann ox QO^Q"1. Genau

gleich erhàlt man aus ao2 a, bOg b die Beziehung o2 ao^'1 mit
einem gewissen a.

Wir verwenden die Tatsache, daB bei beliebig vorgegebenen, ganzen oder

gebrochenen Idealen (oder allgemeiner bei beliebigen Moduln) c und b das
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Idéal c mit einer ganzen rationalen Zahl s multipliziert werden kann, so daB
die Beziehung gilt scC b. 3

Ist nâmlich c (yo> • • > ïz)> b (d0, ôz), so wird yv Udvkôk,
3 Jfc=O

d,,^ rational. Ist 5 der Generalnenner der dvk, so wird syv Z (sdvk)ôk mit
sdvk ganz rational, woraus die Behauptung folgt. *=0

Ist nun in der weiter oben erwàhnten Beziehung Oi qo[q~x etwa n (g) > 0,
dann betrachten wir statt b das âquivalente Idéal @b. Es hat die Linksmaxi-
malordnung qO^q"1 01; denn goig"""1^ gb. Sei mit einem ganzratio-
nalen s die Beziehung sa £ gb erfullt. Da sa und gb dieselbe Linksordnung
0x besitzen, so existiert nach Hilfssatz 1 dieser Nummer ein ganzes Idéal m,
so daB s a q b m, woraus fur die Normenformklassen die Beziehung A A H '

folgt, dies weil die Normenform von sa eine Form A1 ((#)) der zu a gehôrigen
Formenklasse A ist, ebenso A" ((#)), die Normenform von gb, die nach Vor-
aussetzung derselben Klasse A angehôrt. Ist noch H! ((#)) die Normenform
von m, so hat man die der Idealgleichung entsprechende Formenkomposition
A' ((z)) A" ((x))H! ((«/)), oder bei Ûbergang zu den Klassen die Klassen-
komposition A A H', wo H' die eindeutig bestimmte Rechtshauptklasse
von A ist. m ist somit ein Idéal, dessen Normenform Hauptform ist. Hilfssatz

2 lehrt daher, daB m ein Hauptideal ist, der Beweis dièses Hilfssatzes
zeigt, daB m in der Form m 0r2r mit n(r) > 0 geschrieben werden kann. Somit

wird sa Qbt, 7i(qt)>0, a selber wird a= — br, also a~b. Ist

(statt n(o) > 0) n(a) > 0, so folgt ebenso a ^ b.
Ist sowohl 7&(g)<0 als auch n(a) < 0, dann nehmen wir das Idéal

()' gbo"1^ b, da n(QG~x) > 0. Dann hat b' dieselben Links- und Rechts-
ordnungen ot QO^g"1 und o2 ao^a'1 wie a. Ist wieder sa C b' mit
einem ganzrationalen s, so existiert n ganz mit sa îtb' (nach Hilfssatz 1).
Àhnlich wie vorhin erhalten wir fur die Normenformklassen die Komposition
A HA, wo die Normenformklasse von n die eindeutig bestimmte Links-
hauptklasse von A sein muB. n ist somit wie vorher ein Hauptideal, darstell-
bar als n fiox, n{^) > 0. Es ist also sa [ibr, und a^b'^b. Somit

gehôren tatsâchlich zu àquivalenten Normenformen âquivalente Idéale.

27. Hat die Algebra 2t Normenstammîormen der Diskriminante D d2,

dann sind aile Stammformen der Diskriminante d2 Normenformen einer Ideal-
klasse der Quaternionenalgebra

Die Stammformen mit einer gegebenen quadratischen Diskriminante bilden
ein einziges Geschlecht ([3], Seiten 11/12), sie sind also rational ineinander
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transformierbar. Sei G((#)) Normenstammform des Ideals a (<%0> in
3

ît, also n(2xt&%) n(a)G((x)). Geht dann G((x)) uber in die beliebige
1=0

Stammform F {(y)) der Diskriminante d2 mittels der rationalen Transformation

x Ty, | T\ ± 1, so geht nach Nr. 11 der durch {} Tfot definierte
Modul b (Po, uber in (&0, Der Modul b ist ein Idéal, weil seine

3

Normenform Stammform ist (siehe Nr. 19). Somit ist n(£yt(}t) n(b)F ((y)),
und F ((y)) ist Normenform des Ideals b. t==0

28. Der Hauptsatz der Zuordnung

Sowohl die Idealklassen einer Qnaternionenalgebra, als auch die Stammformen-
klassen der gleichen Diskriminante D d2 bilden je ein endliches Gruppoid.
Dièse beiden Gruppoide lassen sich gruppoidisomorph aufeinander beziehen.

29. tlber die Notwendigkeit, bei der Àquivalenzdefinition der Idéale
die Forderung n(Qv)>Q zu stellen

Sei jetzt fur die Idéale a und b die Relation b gaa mit n(qa) < 0 gultig.
3

Ist a (oto, so gilt n(Zxtott) n(a)Fa({x)), also a<~> Fa((x)). Dem

Idéal b ist aber — FQ((x)) als Normenform zugeordnet, denn b ist gleich
(q<xog, qoczo), deshalb wird

n{Ze*to) n(Qo)n(a)Fa((x)) | n(Qa) \ n(a) (- Fa({x)))
t=0

somit b Qdo<~> — Fa((x))

Bemerkung. Da6 hier (qoc0o, als Basis von gaa angenommen wurde,
ist legitim. Wir sehen namlich, daB ihre Basismatrix positive Déterminante
hat. Zu zeigen ist bloB, daB, wenn (a0, eine Basis ist, auch (qoco, qoc±,

3

positive Déterminante besitzt. Nach Voraussetzung ist in et; 2J A3kœk die
Jfc=0

Déterminante |^4^| positiv, unter (o>) die Basis des Grundideals verstanden.
3 3 3 3

Sei q Zrtcol,Q(ok Ertwl%h<oly so ist qk, SAikqcok SA^ti^o),;
i-Q 1,1=0 k=0 i,k,l 0

daraus erhalt man die Déterminante der Basismatrix von (ç<xo>***) zu
3

| Aik || Ewltkrt | | AJk | G2((r)) > 0, wo G die Normenform des Grund-
t=o

ideals ist (siehe Nr. 23). Ebenso ist die Déterminante der Basismatrix von
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((xoq, oczq) positiv. Offenbar ist dies eine Folge der Forderung, da8 die
Bilinearsubstitutionen positive Signatur haben sollen.

Das Idéal b ist dann und nur dann trotzdem âquivalent a, obwohl nur eine
Relation b qClg mit n(qa) < 0 vorliegt, wenn gilt Fa((x)) ~ — FQ((x)),
dies besagt ja gerade der ïsomorphiehauptsatz. Dann, wenn dièse Beziehung
Fa ~ — Fa stattfindet, kônnen wir zeigen, daB auch fur jede beliebige Nor-
menstammform G dieser Algebra gilt G ~ — G.

Sei (G) die Klasse der Form G. Wir zeigen zunâchst fur aile Hauptklassen,
daB sie ihrer «negativen» Klasse âquivalent sind. Ist (H) die linke Hauptklasse
von Fa, dann gilt (H) (Fa) (Fa). Wenn L, M, N quaternàre Formen sind,
und eine Komposition LM N existiert, so existieren auch die Komposi-
tionen —- LM — N und L( — M) — 2V, denn dieselbe Bilinearsub-
stitution, die die erste Komposition vermittelt, bewirkt auch die beiden andern
Transformationen, deren Bilinearsubstitution also ebenfalls positive Art und
Signatur haben. Dièse Ausfûhrungen gelten auch fur die Komposition der
Klassen. - Deshalb gilt ebenfalls (— H) (Fa) — Fa); ist, wie vorausge-
setzt, (Fa) — Fa), so hat man — H) (Fa) (Fa), somit wegen der Ein-
deutigkeit der linken Hauptklasse — H) (H). Ist (H1) eine beliebige an-
dere Hauptklasse, so existiert eine Klasse (L) mit (H) als Links-, (H1) als

Rechtshauptklasse. (Dies ist eine Gruppoideigenschaft, siehe Axiom IV, Nr. 14.)

Dann ist (H)(L) (L), (L)(Hf) (L). Da (-H)(L) (-L) und

(-#) (H), soist (H)(L) (—£) (L), und somit (L)(~Hf) (-L)
(L), das heiBt (Hr) — Hf), die unterstrichene Relation zeigt, daB iiber-
haupt aile Normenformklassen der Algebra ihrer «negativen» âquivalent sind,
nachdem dies fur die Hauptklassen bewiesen worden ist.

Nennen wir Algebren mit indefiniten Normenformen indefinite Quaternio-
nenalgebren, dann kann man sagen, daB in gewissen indefiniten Algebren die
Normenformen ihrem Negativen âquivalent sind. Wenn wir die Maximalord-
nungen solcher Algebren betrachten, dann ist wie immer deren Normenform
eine Hauptform. Da (—H) (H), so stellt eine solche Hauptform — 1 ganz-
zahlig dar, was bedeutet, daB es in diesen Algebren Einheiten der Norm — 1

gibt. Und zwar gibt es dann solche in allen Maximalordnungen. Umgekehrt,
gibt es in der Algebra eine Einheit der Norm — 1, und betrachten wir eine

Maximalordnung, der dièse Einheit angehôrt, dann ist deren Normenform eine

Hauptform, welche — 1 darstellt, somit ist (H) — H) (siehe Nr. 5) fur dièse

Form, welche Beziehung also fur aile Normenformen gilt, wie oben gezeigt.

Bezeichnen wir zwei Idéale a und çaa âquivalent, wenn n(ga) ^ 0, dann
erhalten wir eine Klasseneinteilung mit h0 Klassen. Fordern wir schârfer, wie
wir das auch getan haben, n(ga) > 0, dann erhalten wir die Klassenzahl h.
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Bei Anwendung der scharferen Définition mit n (g a) > 0 gehôren zwei Idéale
a und Xdfx noch zu zwei verschiedenen Klassen, wenn n(Xjn) < 0 und die
indefinite Algebra keine Einheiten der Norm — 1 enthalt. In diesem Fall ist
h 2h0. Enthalt die indefinite Algebra aber Einheiten der Norm — 1, oder
handelt es sich um eine definite Algebra (mit positiven Normenformen), so
ist stets h h0.

Wurde man die scharfere Forderung n(qo) > 0 nicht stellen, dann verlore
der Isomorphiesatz bei den indefiniten Quaternionenalgebren ohne Einheiten
der Norm — 1 seine Gultigkeit, weil hier die Abbildung der Idealklassen auf
die Normenformklassen nicht mehr eindeutig ware.
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