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Sur le prolongement naturel de fonctions sigma-additives

par R. CAnton

1. Introduction

L&apos;objet de cette remarque a été fourni par la conjecture de Kkickeberg-
Pauc [5] que tout prolongement sigma-additif &lt;p

d&apos;une fonction sigma-additive
y&gt;, qui conserve la norme, peut être interprété comme prolongement naturel
(cf. définition au § 4) relativement à une mesure convenable. Nous envisagerons

ce problème, en étudiant d&apos;abord quelques conditions nécessaires et
suffisantes (théorèmes 2 et 3) pour qu&apos;un prolongement puisse être considéré

comme naturel relativement à une mesure donnée, et ensuite, en déduisant
l&apos;existence de la mesure prévue dans la conjecture. Un exemple simple
montrera qu&apos;en général il n&apos;existera pas une mesure strictement positive qui
réponde à la même question. La première condition étudiée, dont la nécessité
résulte immédiatement de la représentation intégrale du prolongement,
suppose, si fi désigne la mesure donnée, l&apos;existence, pour tout nombre réel &amp;,

d&apos;une décomposition de Hahn relative à cp -f- oc/n, dans le domaine de
définition C de y) (cf. § 3). La suffisance de cette condition sera prouvée à l&apos;aide

d&apos;une adaptation d&apos;une démonstration connue [4], L&apos;invariabilité de la

norme, pour tout oc, dans le prolongement &lt;p -\- oc/u de y) -\- oc/j,\C est une
condition équivalente et cette invariabilité est assurée par deux conditions
exprimées sous forme d&apos;inégalités (théorème 3). Le théorème 4 établira que
tout prolongement qui conserve la norme est un prolongement naturel.

2. Notations et résultats auxiliaires

Nous utiliserons les mêmes notations que dans [6]. B désignera une sigma-
algèbre de sous-ensembles d&apos;un ensemble donné E et C une sigma-sous-
algèbre de B de même unité E. Les éléments de 6 seront désignés par
A, B, C, Nous utiliserons, en outre, les notations usuelles: ^ pour l&apos;ordre,

AB ou A A B pour la borne inférieure, A y B pour la borne supérieure et

A + B pour la différence symétrique. Par partition finie de B on entendra,

comme d&apos;habitude, une suite finie d&apos;éléments B{¦ c B, i 1, 2, k, telle

que BiBj O si i^j et que B Bx + • + Bh. Les fonctions réelles

mesurables seront désignées par /, les fonctions réelles sigma-additives par les

lettres q&gt;,y),yoxi(p\B,y&gt;\C si l&apos;on veut mettre en évidence le domaine de

définition qui entre en considération. La famille des fonctions sigma-additives
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sur B est munie d&apos;une structure d&apos;ordre, si on définit cp^tp par
pour tout B e B. On dit que 9? est de variation bornée vers le haut (vers
le bas) si l&apos;ensemble des nombres (p(B), BeB, est borné supérieurement
(inférieurement). La fonction q? est dite de variation bornée si elle est de
variation bornée vers le haut et vers le bas. Si © désigne une famille de fonctions
sigma-additives qui contient au moins une fonction de variation bornée vers le
bas, alors la borne supérieure sup© sup (99/99 e ©) existe ([2], [4]) et si B
désigne un élément de B, elle est définie par

(sup©) (B) BvpfaiB,) + Vt(Bt) + + &lt;pk(Bk)), (2, 1)

pour toute partition finie de B et toute suite finie q&gt;l9 .9&lt;pk, &lt;pt* ©, telle

que 9?i(i?i) + • • • + &lt;Pk(Bk) a^ un sens. Sous l&apos;hypothèse correspondante, la
borne inférieure inf© existe et est définie de manière analogue. En particulier,
pour tout (p,(p+ sup(ç&gt;,0), &lt;p~ sup(—99,0) et &lt;pT 9?+ + &lt;P~ sup(9?, —9?)

existent. (pT sera par exemple définie par

&lt;p*(B) sup(9?(S1) - &lt;p(Bt)) (2, 2)

pour toute partition B19 B2 de B et pour tout B € B. Il résulte immédiatement

de (2, 1) que si © est filtrant pour la relation fg, sa borne supérieure
coïncide avec l&apos;enveloppe supérieure [5]: (sup©) (B) (env sup©) (B)

sup(&lt;p (B)l(p e ©), J3 € B De même pour la borne inférieure. Pour que
(p soit de variation bornée, il faut et il suffit que q&gt;T(E) soit fini. Dans ce cas,
on appelle cpT(E) norme de &lt;p et on la désigne par || cp \\.

Les fonctions sigma-additives considérées dans la suite seront toujours
supposées de variation bornée. Par conséquent, nous les appellerons simplement
fonctions sigma-additives.

3. Fonctions admettant une décomposition de Hahn dans C

Nous dirons que la fonction sigma-additive &lt;p \ B admet une décomposition
de Hahn dans C, s&apos;il existe une partition C, C&quot; de E dans C, telle que
ç5+((7^) 0 et &lt;p~(Cf) 0 Soit fi une mesure finie sur B. Désignons par §
la famille des fonctions sigma-additives 97, telles que &lt;p + &lt;x/u, admet, pour tout
nombre réel &lt;x9 une décomposition de Hahn dans C. Il est immédiat que si

9 ç $), tout multiple f}(p appartient aussi à §. En outre, les bornes supérieure
sup^. resp. inférieure inf^ de toute suite (^),«i,2»-»* d&apos;éléments de §,
majorée resp. minorée par une fonction sigma-additive, appartiennent à §,
car sup^ resp. inf,^ sont alors de variation bornée et on aura, par exemple,
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pour la borne supérieure, si B désigne un élément de fî: (supi(ç?i +ocjli)) (B)

-f- q)Jk(Bk)) -f- ocfi(B) pour toute partie finie (pi (pik de (9^) et toute
partition finie de B, ce qui équivaut à sup,(9?, + &lt;xju) (sup,9?,) + &lt;%^.

Or, si on suppose oc fixé, 9?, -f- ocfi admettant pour tout j une décomposition de

Hahn dans C, il en sera de même de sup,(9^ -f ocju), car si G!v C&quot; désigne
00 00

une partition de E dans C relative à &lt;p$ + &lt;xp9 alors C V Gfj9 C&quot; A C&quot;

représente une décomposition de Hahn dans C relative à la borne supérieure.
En particulier, la limite supérieure lim sup, 9^ infi(supi^t9?t), la limite
inférieure liminf,9?, sup,(inf,^t9?t) et, en cas d&apos;égalité de ces deux
fonctions, la limite lim, 99, lim sup, 99, lim inf^ de toute suite (9?,) d&apos;éléments

de §î bornée par une fonction sigma-additive, appartiennent aussi à §.
Remarquons que la stricte positivité de fi permettrait, grâce à un résultat dû
à Wecken ([6], page 380), de généraliser ces assertions à des suites {(pr\ x e 0),
où 6 désigne un ensemble non vide d&apos;indices, filtrant pour une relation transitive

«.
Désignons par G la famille des fonctions de la forme o^/ici + ^2^02 + • • • +

+ (XnPCn* °ù &lt;*!,...,&lt;*„ désignent des nombres réels, n un nombre naturel
quelconque et jbtct la contraction de la mesure ju sur Ct e C, c&apos;est-à-dire la fonction
définie par [tCt(B) p(C%/\ B), pour tout B e B (i 1, 2, n) Il est

aisé de voir que (£ est un espace de Riesz [1], sous-espace de £&gt;. La famille 6
des limites de suites d&apos;éléments de C, bornées par des fonctions sigma-additives,
est aussi un espace de Riesz, les opérations linéaires, sup et inf étant continus

par rapport à la limite introduite précédemment. On a (£ ç (£ c §.
Théorème 1. La famille §c des fonctions de &amp; absolument continues par rapport

à 11 coïncide avec G; c&apos;est-à-dire: pour qu&apos;une fonction sigma-additive 9? soit limite
d&apos;une suite de fonctions de la forme oc1jua + + ocn/icn, Ct€ C, il faut et il
suffit qu&apos;elle soit absolument continue par rapport à fi et que 9? + ocjj, admette,

pour tout réel oc, une décomposition de Hahn dans C.
On voit facilement que la condition est nécessaire. Démontrons qu&apos;elle est

suffisante. A cet effet, il suffit de considérer 9? € §c non négatif. En adaptant

un procédé connu ([3] page 129), choisissons dans l&apos;ensemble © des

y) e G tels que 0 &lt;£ y) ^ 97, une suite croissante (ip3), telle que lim^(J?)
sup (y)(E)ly&gt; € ©). On a lim^ 7^9?. Supposons y^&lt;p. En

admettant, pour le moment, que 9? — y e §, il existe, pour tout entier positif n,

une décomposition de Hahn CfniCl dans C, relative à (9?—y) ft-

C VC&apos;n, C A C&quot;n étant une décomposition relative à 9? —y, il résulte
n-l n-1
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que (&lt;p —y) (Cff) 0. On a donc nécessairement (9? —y) (C) &gt; 0 et par
suite fj,(C&apos;)&gt;0. Ceci entraîne p{C&apos;no)&gt;0 pour un certain no. Désignons

C&apos;nopar C et — par A. On aura alors /u(C) &gt; 0, % &gt; 0 et (&lt;p—y—ty)(B) ^ 0,

pour tout B 5g C,C € C. La dernière inégalité entraîne: (ip} + Xpc) (B)
V,(B) + Xp(CB) &lt; y(B) + (&lt;p-y) {GB) y(J5 - CB) + &lt;p(GB) ^ V{B),

pour tout B € B, et par suite (\pj + A^c) €©,; 1,2,... D&apos;autre part,
lim,(^ -f Xfic) (E) 8U])(y)(E)ly) c (5) + A/z(C) &gt; auj)(y)(E)ly) e ©) ce qui
est impossible. On doit donc avoir 9P y€(£. Reste à démontrer que
&lt;p — y ^ S, ou, ce qui revient au même, que &lt;p + y c §, lorsque 99 désigne un
élément quelconque de §. 9? — juc,C e C, admet une décomposition de Hahn
dans C. En effet, il est aisé de vérifier que, si G&apos;, G&quot;, resp. C[, G![, désigne une
partition de E, dans C, relative à ç&gt;, resp. (p —/Lt, (C — G&apos;C) + (C^O), (C7 —
— CG) + (CfO) représente une partition de U, dans C, relative à &lt;p —/*c.
On en déduit que &lt;p + ocju, + /9/*c admet, pour tout couple a, /? de nombres
réels, une décomposition de Hahn dans C, ce qui entraîne cp -f- xp e §, pour
tout \p e (g. L&apos;assertion résulte donc du fait que y lim3^, pour une suite
(ip3) d&apos;éléments de G.

Remarquons que, dans le cas d&apos;une mesure strictement positive, tout
&lt;p e $ étant absolument continu par rapport à fi, § (£.

4. Représentation intégrale. Prolongements naturels.

Tout xp c (g admet la représentation intégrale y&gt;(B) (a1fic\ + +
+ KnPCn) (B) J(*ijfci + - • • + fcnZCiiM/J» où £c* désigne la fonction

B

caractéristique de Gt (i 1, 2, n). Or, une telle représentation, par un
intégrant C-mesurable, est une propriété de la famille §c. En effet, si
&lt;P $fdpi, f C-mesurable, G!a {(/ + *) ^ 0}, C&quot;a {(/ + *)&lt; 0} représente

une décomposition, dans C, relative à ç? + &lt;*/&quot; • Réciproquement, si

^^9P€§C, il existe, d&apos;après ce qui précède, une suite croissante (xp)}

d&apos;éléments de (£ qui converge vers 9?. Si /3 désigne l&apos;intégrant de ^, on aura
&lt;P(B) J (sup,/,) ^

Toute fonction sigma-additive ^ sur C, absolument continue par rapport à

H C, peut être prolongée de manière naturelle à 6. Il existe, en effet, une
fonction C-mesurable et sommable / (intégrant de Radon-Nikodym), telle
que xp (G) J / d/btf pour tout C e C. Le prolongement sigma-additif \p de

c
V à B, défini par y (B) $ f dp, B € B, est appelé prolongement naturel de

B
V par rapport à ju, [4]. Comme corollaire, on aura donc le
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Théorème 2. Pour que &lt;p \ B soit le prolongement naturel de tp\ C par rapport
à ft, il faut et il suffit qu&apos;il soit absolument continu par rapport à ju, et que &lt;p + oc/j,

admette, pour tout nombre réel oc, une décomposition de Hahn dans C.
Rappelons que la norme de la fonction sigma-additive cp sur 6 est définie

par || cp || (pT(E) et que, dans le cas où y est l&apos;intégrale de la fonction
6-mesurable /, (pT(E) J | / | dju. Si &lt;p désigne un prolongement naturel,

E

par rapport à //, de y&gt; défini sur C, &lt;p + ocju, est, pour tout oc, un prolongement
sigma-additif de \p + ocp, \ C qui conserve la norme. Ceci résulte du fait que,
si &lt;p est l&apos;intégrale de /, &lt;p + oc/n est l&apos;intégrale de / -f oc, qui est aussi C-
mesurable. Cette propriété est aussi suffisante :

Théorème 3. Si tp désigne un prolongement sigma-additif sur B de la fonction

y), définie sur C, et si fi désigne une mesure finie sur B, les conditions suivantes

sont équivalentes:

(1) q) est le prolongement naturel de xp par rapport à jn,.

(2) (p est absolument continu par rapport à ju et le prolongement &lt;p + rp de

y) -f- r/Lt\C conserve la norme, pour tout nombre rationnel r.
(3) çp est absolument continu par rapport à p et pour tout B € B, tout nombre

rationnel r et tout e&gt; 0, il existe Cl9 C2€ C tels que les inégalités (y&gt; + rp)(Ci) —

— e ^S (&lt;p + Tfi) (B) ^ (y) + rfi) (C2) + « soient satisfaites.

(4) q&gt; est absolument continu par rapport à fi et pour tout B € B, tout nombre

rationnel r ^ 0 et tout e &gt; 0, il existe Cl9 O2, CZ9 CA€ C tels que les inégalités
(tp+ - ru) (C,) -e^(&lt;p+-r,x) (B) ^ (y&gt;+ -rp) (C,) + e et (f~ -rp) (C8) -
— e ^ (&lt;p~ — r/n) (B) ^ (y&gt;~ — rju) (C4) + e soient satisfaites.

D&apos;après ce qui précède, (1) entraîne (2). Inversement, démontrons que si

&lt;p | B est un prolongement de y) \ C qui conserve la norme, 9? admet une
décomposition de Hahn dans C. Les égalités q&gt;T(E) &lt;p+(E) + &lt;p~(E)

fT(E)^=y)+(E) + y)-(E) et cp{E) &lt;p+(E) — qr{E) y)(E) y&gt;+(E) — y&gt;-(E)

entraînent &lt;p+ {E) tp+ (E) et &lt;p~{E) y)~(E). Soit C ,G&quot; *C une
décomposition de Hahn relative à y). On a alors tp+(E) yj(C&apos;) q&gt;(C&apos;)

(p+(C) — q&gt;-{C) ^ &lt;p+(E) D&apos;où, puisque y)+(E) &lt;p+(E) et cp+(C&apos;) £
^ &lt;p+(E), &lt;p~(Cf) 0. De même, on démontre que &lt;p+(C&quot;) 0 de manière

que C&quot;, G&quot; est aussi une décomposition relative à 9?. q&gt; + r/i admet donc,

pour tout r, une décomposition dans C. Soit (rs) une suite croissante qui

converge vers oc. La suite (9? + r^ju) est croissante et limi(ç? -f~ r^)
supi(ç? + r^fi) env supi(ç? + ^/*) &lt;P + #/*. Ceci implique que, si a est

réel, q&gt; + oc/j, admet aussi une décomposition dans C. D&apos;après le théorème 2,

(2) entraîne donc (1). La condition (3) (sans continuité absolue) est évidemment

équivalente à la suivante:



Sur le prolongement naturel de fonctions sigma-additives 95

sup (V(G) + rfi{C) I G c C) sup (&lt;p(B) + rfi(B) j B e B)
et

su? (—tp(C) —rpiG) I G € C) sup(— cp(B) — r[i{B) / BeB)

c&apos;est-à-dire à la condition (tp + rp\C)+{E) (&lt;p + rju)+(E) et (ip + rfi\C)-{E)
((p + rju)-(E) qui, en vertu de la première partie de cette démonstration,

est équivalente à || y) + *Y*| C || || &lt;p + r/j, || (2) et (3) sont donc
équivalents. Reste à démontrer l&apos;équivalence de (1) et (4). (1) implique que &lt;p+

resp. (p~ soient les prolongements naturels, par rapport à (x, de xp+ resp. ip~.
Donc, d&apos;après l&apos;équivalence déjà démontrée de (1) et (3), (1) implique (4).
Inversement, la condition (4), pour r 0, entraîne &lt;p+(E) ^ y+(E) et
(p-(E)^y-(E). On a aussi, d&apos;après (2, 1), tp+(E) ^ cp+(E) et tp~(E) ^ q&gt;~(E).

D&apos;où: &lt;p+(E) y)+(E) et (p-(E) v*&quot;^) • Ces égalités entraînent à leur
tour (p+(C) ~ ip+(C) et &lt;p~(C) ^~(C), pour tout CcC, car, d&apos;après

(2, 1), on a ^+(JS?) ^+(C) + y+(iï — C)^&lt;p+(C) + y+(E —C) &lt;p+(E), ce

qui est possible seulement si ç&gt;+ (C) ^+ (0). De manière analogue on démontre
que cp~(C) ==¦ f~(G) pour tout C € C. La condition (4) étant aussi satisfaite
pour des r négatifs (dans ce cas on peut poser Ct C3 0 et G2 O4 E),
il résulte alors, en tenant compte de l&apos;équivalence déjà démontrée de (1) et
(3), que ç?+ resp. qr sont les prolongements naturels, par rapport à /*, de y&gt;+

resp. y&gt;-. Donc &lt;p est le prolongement naturel de y&gt;, par rapport à fi, ce qui
achève la démonstration.

L&apos;invariabilité de la norme dans un prolongement ne suffit pas, en général,
à assurer l&apos;existence d&apos;une mesure strictement positive, par rapport à laquelle
ce prolongement puisse être considéré comme naturel. En effet, si cp\B ^ 0
n&apos;est pas strictement positif et non identiquement nul (on suppose que B
admet des mesures strictement positives) et si C désigne la sigma-sous-algèbre
(0, E), les fonctions C-mesurables étant les constantes, une telle mesure serait
un multiple de y, ce qui contredirait la stricte positivité. On a, par contre, le
théorème suivant:

Théorème 4. Si &lt;p désigne un prolongement sigma-additif sur B delà fonction
y définie sur C, qui conserve la norme, il existe une mesure p, par rapport à
laquelle ce prolongement est naturel.

Posons fi (pT et montrons que ç?+ + &lt;*A* 0* + l)v?+ + (*&lt;P~ admet
pour tout nombre réel oc, une décomposition de Hahn dans C. Cela revient à
démontrer que (}&lt;p+ —qr a cette propriété, pour tout /?&gt; 0. On a vu
précédemment que tout prolongement qui conserve la norme admet une
décomposition dans C. Soit donc C&apos;, G&quot; une telle décomposition relative à y. Elle
est aussi une décomposition relative à /??&gt;+ —9?-, car (j8ç&gt;+ —&lt;p~~)+(Cn)

sup (0ç,+ —çr-) (B)l B^C\B€B)=-0f puisque tp+(B) 0 si B^ C\
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et (P(p+ — &lt;p-)~(Cl) sup(çr- — p&lt;p+) (B) I B g C&quot;, B e B) 0 puisque
(p-(B) 0 si B^C. On démontre de façon analogue que ç?~ + &lt;x{i admet
aussi, pour tout &lt;x9 une décomposition dans C. On en déduit alors, en tenant
compte de la continuité absolue de &lt;p+ et q&gt;~ par rapport à /&gt;*, que (p+ et 99-

sont les prolongements naturels, par rapport à fi, de ç&gt;+ \ C resp. &lt;p~ \ C,
ce qui signifie que 9? est le prolongement naturel de ç?+| C — &lt;p~\ C tp, par
rapport à p.

Les intégrants C-mesurables réalisant le prolongement naturel coïncident
&lt;pr-p.p. avec Xc ~ Xc&gt; °ù G1, C&quot; désigne une décomposition de Hahn relative
à yj et où %c, resp. %c,, sont les fonctions caractéristiques de C&apos;, resp. C&quot;.

Etant données deux sigma-sous-algèbres Ci, C2 de B de même unité E que £?,

telles que Ci ^ C2
&gt;

deux fonctions sigma-additives ^, ^2 définies sur Ci, resp.
C2 et deux prolongements q&gt;x j B, (p2 \ B de ^, resp. %p2, conservant les normes,
on peut se demander (cf. [5], page 495) s&apos;il existe une mesure [i, telle que &lt;p{ soit
le prolongement naturel de xpi relativement à fx (i 1,2). Or, sans hypothèses
supplémentaires, ce ne sera pas le cas, car, si d C2 (0, E) et si &lt;pl9 cp2

désignent deux fonctions sigma-additives sur 6, non négatives, telles que
(px(E) q&gt;2(E) et ç?i =£ 9?2, l&apos;existence d&apos;une telle mesure entraînerait
(px i^ia, q?2 ^^(^j A2 nombres réels) et, par suite, &lt;px ç&gt;2, en
contradiction avec l&apos;hypothèse.
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