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Algèbre» d'opérateurs
non bornés sur un espace de Hilbert

par Georges Leresche

Introduction

Dans ce travail, <r> désigne un espace de Hilbert (pour simplifier, on
supposera toujours que le corps de base est le corps des complexes C). Par «sous-

espace » de §, nous entendons : sous-espace de la structure hilbertienne (sous-

espace fermé); «sous-espace vectoriel de § » désigne un sous-espace de la structure

d'espace vectoriel sous-jacente de §. £(§) désignera toujours l'algèbre des

opérateurs continus de ^-appelés aussi, par abus de langage, opérateurs bornés.

1^ désignera l'opérateur identité sur §.
Les méthodes d'investigation algébrique, dans l'étude des opérateurs de

£.(§), ont été largement développées; elles font appel essentiellement à la
théorie des algèbres normées. Ces méthodes ne s'étendent pas à l'étude des

opérateurs non bornés. C'est d'ailleurs dans la nature des choses : un opérateur
non borné - encore appelé opérateur sur §, par un abus de langage communément

admis - est un couple (T;Qt)> où Qt est le domaine de définition de

l'opérateur T; Qt est un sous-espace vectoriel de §. En théorie classique (cf.

par exemple [10] et [12]), le «produit» de deux opérateurs est simplement leur
composition en tant qu'applications. Ne tenant pas compte des domaines, un
tel produit ne peut conduire à aucune théorie algébrique.

Des travaux ont été faits, en particulier par Fell et Kelley [8], pour
étendre certaines algèbres d'opérateurs bornés, et atteindre ainsi des opérateurs

non bornés. Si 31 est une algèbre de £.(<?>), fortement fermée, abélienne et
unitaire, son spectre de Gelfand Z est un espace stonien (cf. [7]). Si K(Z) est

l'algèbre des fonctions continues sur Z, à valeurs complexes, on peut étendre

K(Z) en une algèbre K(Z); à toute fonction / de K(Z) on peut associer un
opérateur Tj, normal non borné sur § si / n'est pas continue. Si 91 est l'ensemble
des opérateurs Tj ainsi définis, cet ensemble peut être muni d'une structure

d'algèbre transportée de K(Z). Les opérations ainsi définies sur 91 diffèrent des

opérations classiques lorsque les opérateurs ne sont pas bornés. On montre que
tout opérateur normal N de § appartient à une telle algèbre 2t, extension de

l'algèbre fortement fermée engendrée, dans t(§), par 1$, (1§ + N o

et No (l^ + N o N*)-1 (loc. cit.).

Travail réalisé à l'Institut de mathématiques de l'Université de Neuchâtel, avec l'appui du
Fonds national de la Recherche scientifique (rech. 2560 et 3026).
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II faut cependant remarquer, à propos de ces extensions,

a) que % n'est pas isomorphe à une algèbre de fonctions continues sur Z ;

b) que l'extension n'est faite qu'à partir d'algèbres de von Neumann de

MÔ)> puisqu'on part d'une algèbre % unitaire et fortement fermée (cf. [6],
chap. I, § 3, n° 4). On n'obtient ainsi que des algèbres dont la «partie bornée»
est une algèbre de von Netjmann de !(£)).

Dans [1], Bader et Martin introduisent une topologie sur l'algèbre %.
Notre propos, dans le présent travail, est de définir d'une manière directe des

algèbres d'opérateurs non bornés de §, et de prolonger les méthodes algébriques
utilisées dans £(£)). Nous tentons ainsi de répondre à une question posée à

plusieurs reprises par l'étude de certains problèmes sur les opérateurs non
bornés menée, à l'Université de Neuchâtel, par R. Bader. Nous n'apportons
pas une théorie complète, mais plutôt un cadre algébrique et topologique dans

lequel les problèmes étudiés puissent être posés correctement.
Pour les raisons mentionnées plus haut, nous faisons des hypothèses précises

sur le domaine des opérateurs. Nous considérons une classe d'opérateurs dits
réductibles : T est réductible si son domaine contient une famille {£>a} de sous-

espaces de § telle que :

i) §a réduit T, et la restriction Ta de T à §a appartient à L (£)a), Va.
ii) U$a est dense dans §.
Nous dirons que T est réduit en bornés par la famille {|>a}, ou simplement,

réduit-borné par cette famille. Les opérateurs de L (£)) et les opérateurs normaux
sont réductibles. Nous supposerons, ce qui n'est pas une restriction, que la
famille {§a}, ordonnée par inclusion, est filtrante croissante.

Nous sommes ainsi amenés à considérer les couples (T;{§a}); si (ï7;^)^})
appartient à l'ensemble de ces couples, il en est de même de (î7*; {£)«}); T
possède alors un prolongement fermé T, unique, tel que (ï7;^^}) appartienne
à l'ensemble considéré. T est la fermeture de T.

Si maintenant on pose

si et seulement si T T', on définit, par passage au quotient, l'ensemble des

opérateurs fermés réductibles, qu'on notera L (§). C'est sur cet ensemble que nous

introduirons des opérations, partiellement définies, et des structures d'algèbres,
munies de topologies compatibles avec les structures d'espaces vectoriels.
Cependant, l'ensemble I(§) est encore trop riche pour permettre la généralisation

de certaines théories, en particulier celle des algèbres de von Neumann. C'est

pourquoi nous introduisons les opérateurs de type «normal ou borné», plus
brièvement appelés opérateurs de type (nb). Cette classe d'opérateurs fermés
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réductibles englobe encore les opérateurs normaux, et, naturellement,
Elle contient donc les #-algèbres abéliennes, dont nous étudions la structure
algébrique et topologique. C'est dans ce cadre que nous tentons de généraliser
la notion d'algèbre de von Nettmann.

La dernière partie du travail est consacrée à la généralisation de l'isomor-
phisme de Gelfand et de la notion de spectre (de Gelfand) des #-algèbres
abéliennes. Un prolongement de cet isomorphisme y est également étudié.

Ce travail, élaboré dans le cadre d'une collaboration à des recherches de
R. Bader, doit beaucoup à ce dernier; il a fait l'objet de discussions nombreuses;
les idées et suggestions ne m'ont ainsi pas manqué, qui ont souvent donné à

mon travail une orientation et une impulsion décisives, tout en me permettant
d'éviter un certain nombre d'erreurs... J'en exprime ma vive reconnaissance
à M. R. Bader.

Chap. I Systèmes inductiîs d'espaces de Hilbert

1. Définition générale

Soit 3 ¦= {§a}«ej> une famille d'espaces de Hilbert, où J est un ensemble
ordonné (la relation d'ordre étant notée «< »), filtrant à droite.

Pour tout couple (<%; /?) d'indices de J tel que a < /S, on suppose qu'il existe
une application gpa, linéaire et isométrique, de §a dans §^:

Vol

les conditions suivantes étant réalisées :

ii) gaa identité, Voc.

On notera que g^ est continue et que, sous les conditions énoncées,

constitue un système inductif d'espaces de Hilbert.
Désignons par E la limite inductive des §a (lim d'ensembles) :

0a désignera l'application canonique (cf. [2], p. 89) :

9p<x étant injective, il en est de même de ga.
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D'autre part, E est muni d'une structure naturelle d'espace vectoriel
pour laquelle ga est linéaire. Nous choisissons, sur E, la topologie localement
convexe la plus fine pour laquelle, Va, <7a soit continue (cf. [5a], p. 13);

on l'appellera topologie limite inductive; elle fait de E un espace vectoriel
topologique localement convexe.

2. Produit scalaire sur E. Système inductif de sous-espaces
d'un espace de Hilbert

Rappelons d'abord que {|)ax £>a, gp^x gpa} constitue un système inductif,
et que ExE s'identifie canoniquement à lim (§ax §a) (cf. [2], pp. 97 et 98).

Soit alors (x, y) (gaxa, g^y^eExE; l'application

a : (x, y) — (x | y) (xa \ ya),

où (xa\ ya) désigne le produit scalaire sur §a, est une forme sesquilinéaire
continue sur ExE ; en effet, gpa étant une isométrie, il est immédiat que (x |y)
ne dépend pas de a ; en outre, V#, la composition

(xa,ya)

est continue, d'où la continuité de a ([5a], p. 13). Enfin, a est positive non
dégénérée, et E peut être muni d'une structure d'espace préhilbertien séparé,
noté Eo. L'application ga: §a->JS7a est isométrique, donc continue; la topologie

de E est plus fine que celle de Ea. E est séparé.
Soit §, le complété de Eo. L'injection canonique ga permet d'identifier §a à un

sous-espace de §; en outre, dans cette identification, <x< fi => <7a(|)a) c
ppAinsi le système inductif {§a, y^a} peut être réalisé par une famille de sous

espaces d'un espace de Hilbert §, ordonnée par inclusion, la réunion des sous

espaces étant dense dans §.
Inversement, soit §, un espace de Hilbert, et 3 {$«}*€j> une fam^e

de sous-espaces, de réunion dense dans §, ordonnée filtrante à droite par
inclusion; posons oc < p lorsque §a c §0, et désignons par gpa l'injection
naturelle de §a dans §£. Alors {§a, g^} est un système inductif d'espaces de

Hilbert. Dès maintenant nous admettrons donc la définition suivante :
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Définition. On appelle système inductif d'espaces de Hubert toute famille de

sous-espaces d'un espace de Hilbert §, ordonnée filtrante à droite par inclusion, la
réunion des sous-espaces de la famille étant dense dans §.

Si {§a} est un système inductif de sous-espaces de §, et si pa est le projecteur
orthogonal de § sur §a, {pa} sera le système de projecteurs associé au système
inductif {§a}.

3. Propriétés des systèmes inductifs

Nous utiliserons par la suite, sans autre référence, les propriétés élémentaires
des systèmes inductifs que nous donnons ici :

Lemme. Soit {§a}, un système inductif de sous-espaces de § ; les deux propriétés
suivantes sont équivalentes:

i) U§a est dense dans £;
ii) pax 0, Va => x 0 (cf. [5a], p. 31).

Proposition. Soient {£>«}, {$>p} deux systèmes inductifs de sous-espaces de §,
si, Va, V/$, pa o pp pp o pa, alors {§a Ç] S^} est un système inductif de sous-

espaces de §.

Démonstration, a) II est facile de voir que {£>a fl &p} > ordonné par inclusion,
est encore filtrant croissant.

b) pa o po x 0 =* x 0, Va, V/S, xe § ; en effet, en appliquant deux fois
le lemme, on a:

Va, pa o pp x 0 =ï pp x 0 - et ceci, Vp, d'où x 0.

Ainsi U ($a n §p) est dense dans §, cqfd.

Chap. EL L'ensemble L ($)

1. Convergence suivant a

Soit 3 {&*}*€j » un système inductif de sous-espaces de §. J étant ordonné
filtrant croissant, on appelle section de J relative à a le sous-ensemble de J :

S(a) {/?; a </?}

(cf. [3a], p. 67). Les sections de J engendrent un filtre appelé filtre des sections

de J.
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Définition 1. Une application f : J-> F, où Y est un espace topologique,
converge suivant ocsif converge suivant le filtre des sections de J; on notera

f (<*)-+y ou lima/(*) y.

Lemme. {|>a} étant un système inductif de sous-espaces de §, Vxe §, Vapplication

converge vers 0 suivant oc.

Démonstration, a) Par définition, dist (£a, x) inf {\\ya — x\\}\ alors
oc < /S => dist (§£, x) ^ dist (§a, a;). y«€$*

b) U §a dense dans § => 3 une suite t/an de U §a, telle que limn y^ x :

Ve > 0, 3 Nie) tel que dist (S«mT, v, a;) < €, d'où, en vertu de a),

[, cqfd.

Proposition 1. Si {§a} 65f wn système inductif de sous-espaces de$,et (xa) € 77 $a;
si, de plus, Vapplication oc ^~—> xa de J dans § converge, alors (xa) définit un
élément x de £j. Réciproquement, Vx, xcfy =» x limapax, et (pax)e
Cette proposition résulte de ce qui précède.

2. Opérateurs réductibles

Sans autre mention ultérieure, les opérateurs qu'on considère ici sont à

domaine dense dans §. T désignant un tel opérateur, Qt désignera son
domaine; c'est un sous-espace vectoriel de §, et T applique linéairement Qt
dans §. S,T étant deux opérateurs, on désignera par 8 o T la composition des

applications - produit des opérateurs au sens classique (cf. [10], [12]). Il faut

remarquer que *2>8oT n'est pas forcément dense dans £>.

8 c T signifiera que Ds c Dt, et que T\QS 8; on dira aussi que T
prolonge 8. T 8 équivaut à T c 8 et 8 c T.

T* désignera l'adjoint de T — Qr* n'est pas forcément dense dans £>.

Définition 2. Soient T, un opérateur sur $, et %a, un sous-espace de §; on

dira que §a réduit T si

pa o T c T o pa (cf. [12], pp. 31 et ss).
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On remarquera que si £>a réduit T, §a et &J- sont stables par T (nous désignons
ici par §£ le complément orthogonal de §a dans £). Si on pose Ta T\ §a,
Tï T\$î, alors

£a réduit T <=» î7 Ta © ï7^ (loc. cit.).

Il faut noter que §a, §£ stables par ï7 =*> §a réduit T. Dans ce cas, on a
seulement

II y a deux cas, néanmoins, où la réductibilité équivaut à une condition de
stabilité :

a) si TtLift), et si §a est stable par T et î7*, alors £a réduit T ([12], p. 33).
b) Plus généralement.

Proposition 2. Si T est fermé, et si §a est stable par T et T*, avec Ta€L{$>a)t

ît */.($«) - où Ta et Tt sont les restrictions à %adeT et T* - alors £a réduit T.

Démonstration. Comme pa €£(§), on a

(VoL o T)* T*oPa ([10], pp. 297, 298);

en outre, par hypothèse, î7* o pac£(§), d'où (paoT)*€t(§). Alors

(P« ° î1 opj* P(M o (pa o î7)* pa o î7* oVa'

§a étant stable par T et î7*, cette relation équivaut à

(Topa)* T*oVa9
d'où

(î7 o pj** (î7* o pj* 3 pa o y**;

comme T o pa et T sont fermés, on a finalement ([10], p. 302)

T o pa z> pa o T cqfd.

Proposition 3. St §a r^ime T, $a r^dwii î7*, ci

J*= adjoint,dans
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Démonstration.
paoT c Top^^oT* c T*oPot ([10], p. 298, j).

En outre, Q>t f] Sa est dense dans §a; en effet, soit a?ac§a :

xa limwa;n, où {xn} est une suite c Qy;
alors
limn^aa;w paxa xa (continuité de pa), et {paxn} c 9r par hypothèse.

Alors (Ta)* - adjoint, dans L (Sa), de T | §a - existe ; l'égalité de la proposition 3

est alors un résultat classique ([12], p. 32).

Définition 3. Si §a réduit T, et si Ta* £(§«), nous dirons que §a réduit T en
borné, ou que T est réduit borné par §a.

La proposition 3 a pour corollaire :

Corollaire. £a, $p réduisant T en bornés, si T est fermé, §af)S^ &«w%
réduisent T en bornés1).

Démonstration. Posons £y <r>a n SjSî $>v> $by n Sa> $)£ f) S/3 sont stables

par T et î7*, qui sont bornés sur chacun d'eux (pour î7*, cela résulte de la proposition

3); donc T est réduit borné par chacun d'eux, ainsi que par

Soi^SjS £y © §>y fl Sa © SyX fl %•

Définition 4. i7w opérateur T est dit réductible s'il existe un système inductif
{§a} de sous-espaœes de$),où chaque §a réduit T en un opérateur borné Ta.

Sous les conditions de la définition 4, on dira que T est réduit borné sur {§a}.

Proposition 4. T réduit borné sur {§a} =* î7* r&foïÊ borné sur
C'est une conséquence immédiate de la proposition 3.

Corollaire. Sous les conditions de la proposition 4, T admet un prolongement
fermé, réductible sur {£a}.

En effet, U§a c 9^* =» QT* partout dense dans §, et T a un prolongement
fermé, en vertu d'un théorème classique ([12], p. 30). En particulier, î7**,
prolongement fermé minimal de T, est la fermeture de î7, et î7** est réductible
sur {§«} (proposition 4).

x) -&« ^ Sfl désigne la réunion hilbertienne, c'est-à-dire le plus petit sous-espace de § contenant
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3. Une propriété des opérateurs réductibles

Théorème 1. Soit T, un opérateur réductible, réduit borné sur {§«}; soit
T1 T | U §a ; la fermeture de T' est égale à la fermeture de T.

Démonstration. Soient T, T', les fermetures de T et T'.

T1 c T =» T' c T.

Montrons que, réciproquement, Te Tf, et même, plus simplement, que
T c T':

On sait que fermer un opérateur équivaut à fermer son graphe (cf. [10], p. 301 );

autrement dit, Gr(T') adh. Gr(T').
Montrons alors le

Lemme. 9m, {x; x e §, T1 o pa x —> y}.
oc

Démonstration, a) Soit (x,y), avec limaîî/ o pax y : Vn, 3ax(?i), 3ix2(w),
tels que

a>a!(n) =» ||pa» —o?|| < —
7b

oc><x2(n)=ï \\T'opax — y\\ <— ;
71

soit alors oc(n) majorant <x,(n) (i 1, 2), et xn ^a(n) x:

limn xB x \
}**(*, y)e adh. Gr(T') ([10], pp. 297, 301).

]imnT'xn ]

b) Soit (x, y)e adh. Gr(T'): 3 une suite xn de U§a telle que limna;B x et
limnï"xn y (loc. cit.); alors

i) limnPa(T'xn) pay\
> par continuité de pa.
J

D'autre part

T' c T

pttoT c
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d'où
ii) T' est réduit borné par §a ;

iii) limwToPoàxn limnT'aoPotxn T' opax (continuité de T'j;
mais à cause de ii), et xn € 9T,, Vn, on a

3T'opfll*n paor/affl, d'où;

iiii) limnpa ° Trxn limnpa o Tf xn Tr o pax (iii), et de i) et iiii) résulte
alors :

Va, pay T'opax,
d'où

7' opax y, cqfd.

La démonstration du théorème s'achève alors ainsi :

et
îTopaa; Fop0(a;5 d'où

Donc T a T', car, toujours pour

P(Xx Tx cqfd.

Remarque. Parmi les opérateurs réductibles, il y a naturellement les opérateurs

continus de §, mais aussi les opérateurs normaux, en vertu de théorèmes

classiques ([12], pp. 32, 48 et ss).

4. Systèmes induetifs d'opérateurs bornés

Définition 5. Soit {§a}, un système inductif de sous-espaces de §; on appellera
système inductif d'opérateurs bornés sur § toute famille (îTa)€77L(ôa), telle que

S« c §«,=*&, réduit Tm,9 et Tn,\$a Ta.
Si p^f est le projecteur de §a, sur §a, on a donc p^, o Tar Ta, o pa0lr.

Proposition 5. Sous les conditions de la définition 5, à (Ta) est associé un

opérateur fermé réductible T, réduit borné sur {§a}.

Démonstration. Soit Tf, défini sur U§a, par T'x Tax si xe^a. On

vérifie immédiatement que T'x ne dépend pas de l'indice oc, et que c'est un

opérateur linéaire - en fait, T' Km Ta au sens de [2], § 7, no 6.
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De plus, T' est réduit borné par §a; en effet, T' o pae£(§), d'où

<^pa of- ® T' C ® 2" o pa i

soit alors a;c9r, :

car xc§a/, pour un certain indice oc', et on peut supposer oc < oc' - sinon on
remplacerait oc' par un majorant de (oc, oc') -; alors

pa o T'x PaoTfa,x paa, oTa,x Ta. o pa0L,x T' o VolX]

on a bien paoT' c f o pa, et ceci V<%. Ainsi T' est réductible, et admet un
prolongement fermé T, réductible sur {<r>a} (corollaire de la proposition 4, § 2)

cqfd.

Remarques, i) QT {#; Ta o 2?a a; —> y} ;

ii) Si (#a) est un second système inductif d'opérateurs bornés, auquel est
associé S,

(en vertu du théorème 1).
Dès maintenant on désignera par £(§) Vensemble des opérateurs fermés réductibles

de §. *

£(§) est *-stable (proposition 4, § 2). En vertu du théorème 1, T fermé

réductible sur {§a} est maximal fermé réductible sur {§«}. En particulier,
TtL(%),T c î7* ^T^ï7*.

Enfin, î7 réductible et partout défini =» Te^)) ([10], théorème p. 303).

Définition 6. Deux systèmes inductifs d'opérateurs bornés (Ta) et (Tp), définis
sur deux systèmes inductifs {§a} et {§p}, seront dits équivalents s'ils définissent le
même opérateur de

Proposition 6. Si {§0} est un sous-système inductif de {§a}, et (Tp), la restriction
à {§£} d'un système inductif d'opérateurs bornés (Ta) défini sur {§a}, (Ta) et (T)
sont équivalents.

Démonstration.



292 Georges Leresche

T est réduit borné sur {§J; soit T î71 U%; en vertu du théorème 1, la
fermeture de T1 est égale à T ; or la fermeture de T1 est précisément l'opérateur
de £(§) associé à (Tp), cqfd.

Introduisons encore une définition commode pour la suite :

Définition 7. 501 c £(§), 501* {T*; Te501}; on dira gwe 501 est auto-adjoint

-ou m astable - si JOt^Hot*.

Chap. m Algèbres de L ($)

1. Systèmes projectifs (Falgèbres d'opérateurs bornés

Soit 3 {§a}«€j> un système inductifde sous-espaces de §, et, V*, Aa, une
algèbre d'opérateurs bornés sur £)a : A^ c

Définition 1. On dira que {Aa} est un système projectif dyalgèbres d'opérateurs
bornés si:

*,0€J, *<p, Tp€Ap=*$>a réduit Tp et Tfi\&acAa.

Sous les conditions de la définition 1, si oc < f}, on a un homomorphisme (pap

d'algèbres :

ou

et il est immédiat que
i) (p^ identité ;

ii) oc < fi < y => çy o (ppy ^Par passage à la limite projective, on obtient donc une algèbre (abstraite)
A lim Aa.

Proposition 1. L9algèbre A s'identifie canoniquement à un ensemble - encore

noté A ~ d'opérateurs de £(.§).

Démonstration. Il résulte immédiatement de la définition de lim A^ que si

(5FJ c lim Aa, (Ta) est un système inductif d'opérateurs bornés (chap. II, no 4).

En vertu de la proposition 5 du chap. II, et de la remarque ii) qui la suit, on

a une injection 2, cqfd.
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Remarques, i) Si, Va, Aa est #-stable dans L (§a), alors A est une algèbre
involutive.

ii) Si, V<%, Aa est abélienne, A est abélienne.

2. Topologies sur A lini A^

Sous les conditions du no 1, munissons Aa de la topologie induite par la
topologie normique de L (§a). On a évidemment

ainsi <pap est un homomorphisme continu, et A peut être munie de la topologie
limite projective des topologies normiques ([3a], I, § 4, no 4). Cette topologie
est compatible avec la structure d'algèbre de A ([5a], § 3, no 13), et nous
l'appellerons topologie uniforme.

De même, la topologie faible de L(£)a) induit, sur Aa, une topologie définie

par les semi-normes

où (x*> 3/a)*Sax £«> T**A* (t6L P- 33); si, pour <x < /?, gpa désigne l'injection

$*^% (cf. chap. I),
et si TpeAp, on a

ou encore

Ainsi ç?ao est continu pour les topologies faibles; nous appellerons topologie
faible sur A la topologie limite projective des topologies faibles. Cette topologie
est compatible avec la structure d'espace vectoriel de A. En outre, la
multiplication sur A est séparément continue pour cette topologie, puisqu'il en est
ainsi sur chaque Aa ([6], p. 34).

Remarque. On peut considérer A comme une algèbre de L(E), espace des

endomorphismes continus de l'espace vectoriel topologique

E lim §a (cf. chap. I);

(%,y)€ExE,T€L{E), l'application
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est une semi-norme sur L{E)\ la topologie définie sur L(E) par le système de
semi-normes {px,y} (Xtv) eExE induit sur A la topologie faible, comme on peut le
vérifier sans peine.

3. L'algèbre Z.($)3

Soit 3 (5a}a€j> un système induetif de sous-espaces de §, et soit

{T; T*L($>), T réduit borné sur 3}.

8, TeLfô)^, posons Sa> Ta pour les restrictions de 8 et T à £>a. Il est immédiat

que~(slo Ta), (8a + Ta)9 (î7*), (XTa) sont des systèmes inductifs d'opérateurs

bornés (Chap. II, no 4). Les opérateurs de I(S)3 canoniquement associés

à ces systèmes inductifs seront notés respectivement 8T, 8 + T, T*, AT.
Ainsi, L (§)3 est muni de manière naturelle d'une structure d'algèbre involutive.

Soit, pour occJ, ç?a, l'application

et posons £a <pa[L($)%] ; 9Pa est un homomorphisme de L($>)% sur une sous-

algèbre de Z.($a); de plus, {La} est un système projectif d'algèbres d'opérateurs
bornés; enfin, pour (x < /?, le schéma

est évidemment commutatif. Ainsi, {ç?a} est un système projectif d'homo-

morphismes. Alors, y lim ç?a ([2], § 7, no 2) est un homomorphisme de

dans lïm £a.
*~~

Proposition 2. 9? ^ un isomorphisme de L(&)% sur lim £a.

Démonstration. Notons encore \p l'injection canonique
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(cf. §2);

on a Im (y) c L($)%, et tp o q? est l'identité, en vertu du théorème 1. De

même, <p o y) est l'identité sur lim La, cqfd.

étant identifiée canoniquement à lim Z.a, nous considérerons, sur

les topologies uniforme et faible telles qu'elles ont été définies plus haut.

Proposition 3. Soit A cz L (§>)%: si A est fermé (pour Vune quelconque des

topologies) dans L(^))^,ona
*

A lim (p^A). (cf. [3a], p. 54).

Proposition 4. Soit {Aa, 9?ap}, un système projectif d'algèbres d'opérateurs
bornés, et soit, pour tout oc, %a, l'adhérence faible de Aa dans /.(§„); {3la} est un
système projectif d'algèbres d'opérateurs bornés.

Démonstration, i) 9Ia est un espace vectoriel; de plus, la multiplication, sur
£(£)a), étant séparément faiblement continue ([6], p. 34), on en conclut sans
peine que 3ïa est une algèbre.

ii) Soit, pour a < /?, pap, le projecteur de §^3 sur <?>a. Soit {p^p}', le commutant

de pap dans L($)p) : {pap}f est faiblement fermé; en effet, c'est le noyau de

l'endomorphisme continu de L ($p) : Sp -——? Sp o pa^ — pa^ o Sp. Or, par hypothèse,

Ap c {pap\', d'où, également, 31^. Ainsi, cpap se prolonge à 9Ip, et, par
continuité, <pa/j(%) c 3Ia.

iii) Enfin, les propriétés de transitivité des cpap se prolongent également par
continuité, ce qui achève la démonstration.

Si, par exemple, on revient à £(§)3, et si La est l'adhérence faible de La, on

aura, en particulier à cause de la proposition 5 du chap. II, l'égalité d'ensembles

de plus, les topologies limites projectives sont les mêmes. En effet, £a, La sont
munis de la topologie induite de la topologie faible de Z.(§a); des propriétés des

topologies-produits ([3a], p. 50, corollaire de la prop. 3), et de la transitivité des

topologies induites résulte que les topologies induites sur I(§)3 (identifié à un

sous-ensemble de i7£(§a)) par Zf£a,/7Z.a et i7i(§a) sont identiques. Il
en est encore de même si, dans ce qui précède, on remplace «faible» par
«uniforme ».
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Soient maintenant: R {$p}ti€K, 3 ^ {£>«}*€/> deux systèmes inductifs,
avec 51 c 3 • 0n a une injection évidente (prop. 6 du chap. II)

Proposition 5. &%% est continue, L($y)% et I($)^ étant tous deux munis de la
topologie faible - ou uniforme. * *

Démonstration. V(îeK, on a le schéma commutatif

o <?£3 étant continu, $ft3 est continu, cqfd.

4. Opérations sur

Définition 2. Soient 8,T€L($); on dira que S etT sont composabless'il existe un

système inductif 3 {$)«}«cj ^e sous-espaces de § réduisant S et T en bornés.

Proposition 6. 8, T étant composables, les opérateurs ST,S + T, définis dans

sont indépendants de 3 •

Démonstration. Supposons que 8 et T soient composables sur deux
systèmes inductifs 3 {£>«}> ©t $t {$p} - et supposons, ce qui est toujours
réalisable, que {0} appartient à 51 et 3 • Soit alors

(^. note 1, p. 288).

Comme, par exemple, §a w {0} §a, ona ft c fî, et3c#-
En vertu de ce qui a été vu au chap. II (corollaire de la prop. 3 et prop. 6),

n

et, compte tenu de ce qui vient d'être fait (chap. III, no 3), on a
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M6)3 tU (S)» £(6)g.
d'où la proposition 6.

Remarque. La relation «être composables» n'est pas transitive, et les
opérations définies ci-dessus ne sont que partiellement définies.

Si ï c £(£)), on dira <lue ï es^ un ensemble d'opérateurs composables s'il

existe un système inductif 3 tel que % c L($>)%. Les opérations étant définies

comme on vient de le voir, si S, T, U sont des opérateurs de ï, on a évidemment

S(TU) (ST) U

(S + T)U SU + TU

(ST)* T*S*

(S + T)* S* + T*.

On notera encore que, si £>ae3> & ° T | §a Sa o Ta, et que, par conséquent,
en vertu du théorème 1, ST est la fermeture de S o T ; si S, TeL(§)) ,8T 8oT.

Définition 3. Soient S, TeL(§)); on dira que S etT commutent, ce qu'on notera

S ^T, si S et T sont composables et si ST TS.
Soient S, î7ei(§)3, où 3 {&}; on a

Proposition 7. S^T<=

Démonstration. Par hypothèse, S opa, T opa €£(§); déplus,

Réciproquement, si

(So
on a

SoToPa ToSoPa,

et, par restriction à §a, Sa o Ta Ta o 8a9 V$a€ 3, d'où

ST TS, cqfd.

La notion de commutation introduite ici doit être comparée à la notion
classique. Rappelons que si B et T sont des opérateurs sur §, avec BeL($>),
B et T commutent (au sens classique) si

20CMHvol.40
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BoT C ToB,

ce qu'on note B^ T (ou T ^ B, T o B 3 B o T) (cf. [10], p. 298).
Si J5 et T sont bornés, les deux notions coïncident. Plus généralement, on a :

Proposition 8. B, Tel (g), avec jB borné, alors B^T => B^T.

Démonstration. BT TB prolonge BoT et ToB; il suffit donc de

vérifier que &BoT c 0Tojb> ou encore, puisque Q^^ 0r, que 9r c
Les notations étant inchangées, par hypothèse, 3 3 avec B,

converge (cf.chap.II,no 4,rem.i). Montrons que

(ou: jPa o p^Bx) converge),

ce qui démontrera la proposition :

Ta o pa o Bx Ta o B o pax (car, par hypothèse, Bpu pa5);

puis

Tao B op^x T^o Baopax ~ B^oT^op^x (par hypothèse de commutation), et

Or T^op^x converge par hypothèse, et, par continuité de B, B(Ta o pax)

converge, cqfd.

Remarque. B ^T^y B ^T', car il faut supposer en outre que B et T sont

composables. De plus, S ^T peut être défini alors que S w T ne l'est pas (cas où
/S et î7 ne sont pas bornés).

Définition 4. Si NeL($)9 et N^N*, N est dit normal Cette définition est

équivalente à la définition classique (cf. [12], V, 4) : N est normal si N est fermé

et si N o N* iV* o N. En effet, si N est normal au sens classique, N est

réductible ([12], VIII, 1) et N o N* N* o N =» N ^ N*.
Réciproquement, soit NeL($)%, avec NN* N*N. Alors,

iVa est normal au sens classique, et on a (loc. cit.) :
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De cette égalité résulte: V§a, ô^c3,

car si ycJ, y majorant oc et /?, et si pay et ppy sont les projecteurs de £>y

respectivement sur £a et §£, on a

Nyopyo (pay — p^y) o pyx

et, de même,

De là résulte que

Na o pax converge 4=> i\T* opax converge,

donc *2N QN+. Enfin,

||^x||=lima||^aopaa;||, d'où \\Nx\\ \\N*x\\, Vx*9N,

ce qui équivaut également à N normal au sens classique (loc. cit.).

Définitions. Soit 9K c £(§); ondiraque 3R estabéliensi B^TVS,
En vertu de ce qui précède, si 2R est abélien et auto-adjoint, les opérateurs de

501 sont normaux.

Chap.IV Les opérateurs de type «normal ou borné» (type (nb)).

1. Remarques préliminaires

Soit E, un ensemble, muni d'une relation notée r ; si A c E, notons

A' {x\ xeE, xryVycA};
on notera A0 (A')', etc.; on a 0' E.

Propriété 1. B c A =» B' d Af.

Propriété 2. x symétrique =ï A a A".

Propriété 3. r symétrique =» i) A' 4"
ii) ^1" =ilIF=...
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En effet, A' c (A1 Y Am (propr. 2); mais on a successivement: A c A",
d'où A1 3 (A")f ^4W, ce qui démontre 3, i); en outre i) => ii).

Si E est muni d'une opération partiellement définie, notée xy, et si on pose

Ixy
et yx définis

xy yz,

Af s'appelle le commutant de A dansE, -4", le bicommutanL
La relation de commutation ainsi définie est symétrique, et on a encore la

propriété suivante :

Propriété 4. A" est le plus petit ensemble égal à son bicommutant et
contenant A.

En effet, si A c B c A\ avec B J3", alors 4" c jB" JS; d'où

Enfin, et sans supposer la relation symétrique, on a la

Propriété 5. {A U B)' A' n £'; (4 n £)' 3 A' U JS'.

2. La condition (nb)

Définition 1. Soit Î7€L(§); on dira que T est de type (nb) - i.e.: normal ou

borné - s1il satisfait à la condition suivante: 3 un système inductif {§J réduisant
T en bornés, et tel que

{T, T*y c {Pty,

oit {pt} est le système de projecteurs associé à {<f)f}, {T, T*}r, {pt}r étant les commutants
dans

Les projecteurs pt jouissent, en un certain sens, de propriétés de projecteurs
spectraux. On dira que {pt} est une (nô)-famille de projecteurs de T.

Remarques, i) TeL(§>)=ïT de type (nb), car {£J {£} satisfait à la

condition (nb) ;

ii) a) 8 S*,8^T, T de type (nb)=*8^pt)
b) T auto-adjoint de type (nb), 8 ^T=>S ^pt.

Proposition 1. T auto-adjoint => T de type (nb).

Démonstration. On sait construire (cf. [10], p. 312) une suite {§n} de sous-

espaces orthogonaux deux-à-deux, et tels que :
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i) £)n réduit T en un opérateur auto-adjoint borné.
ii) -Bel(S), B_ T => B réduit (borné) par {<?>„}.

iii) ®Sn §•
Soit {§«}> Ie système inductif engendré par {§w} - en faisant les sommes

finies de §n. Ce système jouit encore des propriétés i) et ii), en particulier à
cause de la proposition 2 et du corollaire de la proposition 3 du chap. II.

Soit $€/.(£)), avec S^^T\ 3 un système inductif {§a} réduisant S et T en

bornés (8j7(TJ, avec Sa o Ta Ta o Sa. Alors S opa^T:
S opaoT Œ S oT opai T oS opa;

^o^a€l(§), ^a€/.(
D'où

S°(P*° Pt) ^Pa°Pt Pt° (Pa ° Pt)>

et {§a fl §«} es^ un système inductif (chap. I, 3), d'où S^pt (chap. III,
prop. 7), cqfd.

De la proposition 1 et de sa démonstration résultent:

Corollaire 1. B borné, T auto-adjoint, B^T => B^T (en d'autres termes,
lorsque B est borné, et T auto-adjoint, la commutation «classique» est
équivalente à la commutation introduite ici).

Corollaire 2. T T* =* toute (nb)-famille de projecteurs de T est abélienne.
En effet, T^T =$ T ^pt=$ pt^pt, (on utilise la remarque ii) b) ci-dessus).

Corollaire 3. T T* =* to réunion de toutes les (nb)-familles de T est une
(nb)-famille de T.

Démonstration. Soit {pa}, la réunion des (w6)-familles de projecteurs de T ;

comme plus haut, on vérifie que c'est une famille abélienne, et alors
Poe + Pp — P*Pp majore pa et p$, et il suffit de vérifier que pa + pp — papp est
encore un projecteur de la famille, autrement dit que

mais S^T sous-entend: 3 3' avec 8,T€L($>)%] mais alors on a aussi

{Pô} c: £(S)3, et en opérant dans cette algèbre, on a sans peine

8 (Pac + Pp — 2>«Pj3) (Pa + Pj8 ~ PccPp) S '
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Définition 2. On appellera (nbyjamille totale d'un opérateur auto-adjoint la
réunion de toutes ses (nb)-familles.

3. Commutants dans l'ensemble des opérateurs de type (nb)

Soit 501, un ensemble d'opérateurs de type (nb); on désignera dès maintenant
par 501', 50T, etc., les commutants successifs de 501 dans Vensemble des opérateurs
de type (nb). La commutation étant une relation symétrique, on appliquera
sans autre les propriétés établies au no 1.

Proposition 2. Soit A, une algèbre de L($>); si 9JI cz A, alors 50T f) A est

une algèbre. y

Démonstration. Soient S, UeWïnA, et Te 501; alors S+U et SU
appartiennent à A, et comme 501 c A, on a, en opérant dans A :

(8 + U)T ST + UT TS + TU T (S + U),

et la même chose avec SU, ce qui montre que S + U et SU sont dans 501',

cqfd.

Remarque. Cette proposition est indépendante de la condition (nb).

Proposition 3. Soit 501, un ensemble abélien d'opérateurs auto-adjoints: 3 une
algèbre B d'opérateurs de type (nb) qui contient 501.

Démonstration. Soit (g, la réunion des (nft)-familles de projecteurs des

opérateurs de 501; 501 U (g est abélien. En effet, soient T, Tf€m, {£*}, {&t>},
les (7&6)-familles totales de T et T'\ on a

T

Soit alors E {p\ p produit fini de projecteurs de (£} ; 501 U E est

abélien, car TeSOt, peE =$ T^p, en vertu d'une propriété classique ([10],

p. 298, e)), et puisque T est auto-adjoint, T^p. Soient 3, Rt fi, des

systèmes inductifs {§J, {§*}, {§J,..., tels que {p^ c i£, etc. Soit B%
JZP fi £(§)$; #3 est une algèbre (prop. 2 ci-dessus), car jB c /.(S)^, Vg.

On définit donc de même des algèbres BR,B2> Ces algèbres sont ^-stables.
Introduisons alors sur (3, St9 fi, ...} la relation de préordre
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3<5t <=* B% c BR;

cette relation est filtrante à droite :

soient 3 {§,}, fi {§,}, et soit 5t {§,} {g, n £,} ;

Montrons que J3g c JS^, c'est-à-dire simplement:

Par hypothèse, SeE', d'où S^pk; S est donc réduit par §fc; comme §fc c §,,
S est réduit borné par §fc, d'où S e £ (§)ft. Soit, maintenant, pour 3 < Si, $5*3,
l'injection naturelle *

il est clair que {B3 ; $5*3} est un système inductif d'algèbres de JE', et définit
B lim U3, cqfd.

Remarque. Si SeLfânE', alors $€jB3,V3; ainsi

£(S)n^; a B^cz B.

Proposition 4. Sows Ze« conditions précédentes, on a 5DT c Ef.

Démonstration. Soit SeW, S {§a}, un (^6)-système inductif de $; en
gardant les notations de la proposition 3, on a:

Tem=*{s,s*} c {Ty c {Pty
puis

{Psy 3 {«, s*y zd {Pty 3

compte tenu, en particulier, de ce que S et T sont de type (nb). Ainsi

{Pt} c 2L(S)e,
d'où —*"

(£ c i(S)6, puis E c £(§)s;
alors ^ *

J, cqfd.

Des trois propositions précédentes résulte alors :
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Proposition 5. 501 étant un ensemble abélien d'opérateurs auto-adjoints, 3 une
algèbre A d'opérateurs de type (nb) telle que:

i) m c a c m1.
ii) 50l'rU(§) c A,
iii) $e50T, {CTi, Un} c cew£re de A =^ 3 tm système inductij Si {§fc}

{8,Ul9...,Un} c

Démonstration. ^4 501' n B satisfait ai); de plus:

m1 c w =» m1 n i($) c ^ n Kg) c b

(remarque ci-dessus), d'où ii). Soit alors {Ul9 Un} c centre de A, et

a) {p.} cl'n I(S) c ^, d'où {p.}' 3 il' 3 {Ul9 f/n};
b) {Î7i, Un} c JS3 pour une certaine famille 3> et 8c{pj}r (puisque

Alors {p,} c {p8}' (propriété (nb) de S), et

(S* n S.} {S*} il
est un système inductif satisfaisant à iii), cqfd.

Remarque. SDÎU JE c An A1 centre de ^4 ; pour 2R, c'est évident, à

cause de i), proposition 5; d'autre part,

#c tnl($) c A c9K'c E\
d'où

A' z> E" d E;
ainsi

Définition 3. SOI étant un ensemble abélien d'opérateurs auto-adjoints, on

appellera algèbre engendrée par 501 la plus petite algèbre de L ($) qui contient 2R.

Proposition 6. Sous les conditions de la définition 3, Valgèbre engendrée, par 501

est auto-adjointe et abélienne, contenue dans 501'.

Démonstration. Cette algèbre est contenue dans le centre de A, puisque 501

est dans le centre de A ; en outre, si M est une algèbre contenant 501, il en est

de même de M*, donc aussi de M n if*, cqfd.
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4. Le cas des opérateurs normaux

Soit N9 un opérateur normal, et 91 {§n}, un système inductif de sous-

espaces de § réduisant N en bornés. On a {I, N*} c /.(ô)^.
En opérant dans cette algèbre, on a : *

T^-iN + N*) et T, ±(N-N*),
puis

N Tx + iT2 N* T1-iT29

Tk Tt (É=l, 2)

Ainsi Ne algèbre engendrée par 2R — {Tl9 T2}, système abélien d'opérateurs

auto-adjoints. Donc N est de type (nb). Enfin, on peut considérer
l'algèbre engendrée par {N, iV*} - dans le même sens qu'à la définition 3; des

relations ci-dessus résulte que c'est aussi l'algèbre engendrée par 501 ; on peut
donc énoncer :

Proposition 7. i) N normal => N de type (nb);
ii) l'algèbre engendrée par 9Jt est aussi celle engendrée par {N, N*}.

Proposition 8. Toujours avec les mêmes notations, on a {N, N*}' — 9Jt'.

Démonstration. Désignons par % l'algèbre engendrée par 501 ; en vertu de la
prop. 5 iii), si 8c W, S, Tl9 T2 sont composables, et

STk Tk8(Jc= 1,2) =»flf€{tf, #*}'.

Réciproquement, soit S€{N, N*}r c {pn}', où {pn} est une (w6)-famille de

projecteurs de JV; alors {pn} c {p8}f (propriété (nb) de S), et S, N, N* sont
composables. Alors

8c{N,N*y=>8€{Tl9T%y9 cqfd.
Corollaire.

B^N et B^N*=* B^N (ettf*).

En effet, on aura aussi B^Txet B^T% ([12], p. 32), d'où BeW (corollaire 1

de la prop. 1 ci-dessus), cqfd.
Si JBc£($), ^ si B^N et J3*_ JV, alors B (et B*)^N (et N*).
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N normal, étant de type (nb), on a - si {pn} est une (n6)-famille de projecteurs

de N, et puisque N^,N*;

{N,N*}c{N,N*Ya{pn}',
d'où

{Pny 3 {N, N*y 3 {N, N*y => {Pny z> {Pn}-,

ainsi {pn} c {pn}r, c'est-à-dire que la (7i6)-famille de N est abélienne. La
réunion de toutes les (7&6)-familles de N est donc encore une (n6)-famille de

projecteurs de N, qu'on appellera la (w6)-famille totale.

Proposition 9. Soit N c £(£>), 91 étant auto-adjoint et abélien: 3 A, algèbre

de /.(§), telle que 91 c A c N'; de plus, N' n !(£)) a A et les opérateurs de

91' sont composables avec ceux du centre de A dans les mêmes conditions qu'en iii)
de la proposition 5.

Démonstration. Soit m {T; T =^-(N+N*) ou T=^ (N — N*), N e 31} ;

on a, en vertu de la prop. 8, 501' Sfl'\ de plus, 5R étant abélien, si T±et T2e<3Jl,

Tx et T2 sont composables, et on vérifie sans peine que TXT2 T2Tt. Ainsi
501 est abélien. La proposition résulte alors de la proposition 5; 3 A, algèbre
de /.(§), telle que

—* an c ^ c m1 srr ;

2R c Jl => SR c A, cqfd.

Corollaire. Sous les conditions précédentes, Valgèbre engendrée par 5R (plus
petite algèbre de L (§) qui contient 91) est aussi celle engendrée par $01; une ^-algèbre

abélienne est engendrée par ses opérateurs auto-adjoints.
En effet, une algèbre contenant $01 contient 91, et réciproquement.

Proposition 10. Si 101 est un ensemble d'opérateurs de type (nb)9 et si 501' est

*-abélien, alors $0l; est une algèbre.

Démonstration. Soit 21, l'algèbre engendrée par $01' :% c $01", et les

opérateurs de $01" sont composables avec ceux de % (prop. 9); S, Î7€$0l/,

Utffl <z $0T, on aura:

(8 + T) U SU + TU US + UT U(S + T)

(ST)U= U(ST) cqfd.
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Corollaire. 501 *-abélien =» 501" est une algèbre. En effet, 501" (50T)' est
*-abélien (501 c 501' => 50T c 50T).

Soit, maintenant, 501 c £(£)), 501 étant supposé *-abélien; 21 désignant

l'algèbre engendrée par 501, on a:

Proposition 11. 21" t= 501".

Démonstration, a) 50Î" est une algèbre contenant 501, d'où 2t c 50T, puis
21" c 50l///; 501".

b) 501 c 21 => 501" c 21", donc 21" - 501".

501" est la plus petite algèbre contenant 501 et égale à son bicommutant.

5. Bicommutant de 501, ensemble auto-adjoint d'opérateurs de type (nb).

Lemme. Soit 501, ensemble d'opérateurs de type (nb), avec 50Î 501*; $e50t',
{§a} (nb)-famille de S => ps et S o p8eW.

Démonstration. 501 501* =* 50Ï' (50Î')*; ainsi:

l9 {p^ (n6)-famille
de projecteurs de T \ S T T* => p T

Alors (§ } {§s fi §<} est un système inductif de sous-espaces de $$

réduisant S et T en bornés (Sy), (îPy), et 8^ T => /SyOx Ty. Il en résulte que, si
on fixe t, et si 8t et Tt sont les restrictions de S et T à §t, {£)y(t)} {£)s n §<}
étant une famille inductive de sous-espaces de §t réduisant fift et T7^ en bornés
qui commutent, onaS^^; et comme Tt e L (§t), on a aussi Tt^ St (chap. III,
prop. 8), c'est-à-dire ÏV> &t c 8t o Tt.

D'autre part, si pst ps\ §t, on a aussi Tt^pst (car î7^ est réduit par §y(t>
e^ Pst est le projecteur de $)t sur Sy(t))- D'où ([10], p. 298, e)) :

c'est-à-dire

Sop8^T, cqfd.

Théorème 2. Sow« les conditions précédentes,

501" =[50ï'f
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Démonstration, a) SR' n £($) c 501' =» |W n /.(£)]' ^ W.
b) Montrons qu'on a aussi IWfUté))]' c SDT: soient £7€ [SK'n 1 (§)]', {pj,

(w6)-famille de projecteurs de U, associée au système inductif {<?>„}; soient
encore Se SOT, {pj, (n6)-famille de 5 associée au système inductif {§g}; en
vertu du lemme et de l'hypothèse, on a :

car 9K' n I(§) est auto-adjoint; de même, on a

d'où : i) U e {p8}' =» ii) {pu, Ï7 o ptt} c {ps}' (lemme) iii) Sop8^
ii) et iii) =* # o pJ §s^ ptt | S« » c'est-à-dire S ^pu.
Il résulte de là que {|>a} {§M n £)«} est un système inductif réduisant U et

8 en bornés (C7a) et ($a). De plus, pour un oc donné, iii) => C7a Sn ^Sa C/a (par
restriction de U opu^8 o p8 à §a). Ainsi U^S, cqfd.

Corollaire. $i 5R c £(£>), 91 auto-adjoint et abélien, et si A est l'algèbre de la

proposition 9, on a A' 91".

En effet, iV' n I(§) c A c 5TT entraîne:

Chap. V Algèbres de von Neumann et *-algèbres abéliennes de £(§)

1. Algèbres de von Neumann

Soit A, une algèbre de type (nb) - i. e. : les opérateurs de A sont de type (nb).
On désignera par Q l'ensemble des projecteurs de A.

Définition 1. A sera appelée algèbre de von Neumann si A ©".

Proposition 1. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

i) A est une algèbre de von Neumann;
ii) A est auto-adjointe, et A A"\

Démonstration, i) =» ii) en vertu de la définition 1. Montrons que ii) => i)-
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d'où
[A

A auto-adjointe =» Af auto-adjointe, d'où, en vertu du théorème 2,

ainsi

et encore

En restreignant cette dernière égalité à /.(£)), on conclut: la sous-algèbre des

opérateurs bornés de A est une algèbre de von Neumann de £.(§), engendrée

par ses projecteurs ([6], p. 4), qui sont aussi ceux de A ; exactement:

Mais S est un ensemble auto-adjoint d'opérateurs de type (nb), d'où, en
vertu du théorème 2 :

alors

[S'n
c'est-à-dire

S' il', cqfd.

Remarque. Soit JV, un opérateur normal, et ït {iV,iV^*}; 9T est une
algèbre de von Netjmann; soit {pn}, la (w6)-famille totale de projecteurs de N :

{Pn} C {pn}" C 9T,

car 31' c {pn}' (chap. IV, no 2).

2. Structure d'une *-algèbre abélienne A

Soit .4, une *-algèbre abélienne de /.(§); les opérateurs de -4 sont normaux.

On désignera par S l'ensemble des projecteurs de A". On a
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Ne A => 91 {N, N*} c A =» W c ^4". Ainsi {pn} c S, où {pn} est la
(n6)-famille totale de projecteurs de N. De là résulte:

a) V»* S, pa(£) Sa => S« réduit N9 VNeA ;

b) tout opérateur de A est réduit borné par un système induetif {§a} tel que
{PcJ c S.

Soit 3 {§J > un système induetif de sous-espaces de §, tel que {p3} c S ;

la famille (j?J sera dite complète - dans S - si :

Pa^S, pa(§) §ac5, pour un indice j =^ $a€3.

Toute famille {p3} peut être complétée en {p}p}, où p parcourt S.
Soit / (3, Si9 ...}, l'ensemble des systèmes inductifs correspondant à

des familles complètes de projecteurs; introduisons la relation d'ordre

3<# si 3 3 il;

cette relation est filtrante à droite :

3 {$,}«/, 51 {$*}«/=» fi {& n §*}e/,

et fi «majore» 3 et il.
Soit alors, pour 3 < &> ^513» l'homomorphisme défini au chap. III, no 3:

^3} egtun système induetif d'algèbres de L (§) - c'est aussi un système

induetif pour les structures d'espaces vectoriels topologiques définies sur les

L (§)3 en vertu de la proposition 5 du chap. III.
Si u% désigne l'injection

«3: i(g)3—"Lity,

on a, pour 3 < &> et en vertu du théorème 1, un schéma commutatif

Si tt lim «3, m identifie lim Z.(§)3 à une algèbre de Z.(§) ; cette algèbre
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est munie de topologies compatibles soit avec la structure d'algèbre, soit avec
la structure d'espace vectoriel sous-jacente.

Soit encore A% — A fl L($)%; il est clair que &%% (A%) c A^\ ainsi {A%}

est un système inductif de parties des /.(Ô)^ ([2], § 7); u lim u% envoie
lim A% isomorphiquement dans A, et * ~*

u (lim

à cause de b) ci-dessus. En définitive, on a le théorème:

Théorème 3. Soit A, une ^-algèbre abélienne de L (Jr>); à A est associé un système

inductif {L ($))%; ^3}; A est canoniquement isomorphe à la limite inductive d'un

système inductif de sous-algèbres des L(^)^.
Lim L (0)3 est une algèbre de L($$), munie de structures topologiques compatibles

soit avec la structure d'algèbre, soit avec la structure sous-jacente d'espace vectoriel.

Remarque.

3. Structure des algèbres de von Neumann (a.v. N.) abéliennes

Soit A, une a. v. N. abélienne, S désignant l'ensemble de ses projecteurs:
A ©"; avec les notations du no 2, on a

et

Désignons par S3, S3 les commutants successifs de S dans L(%>)%, plus
précisément :

*

S3=S'
On a

d'où

<s»c (S3)'c [S'ni(S)]'=
donc

S* (©3)'
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par restriction de cette dernière égalité à L($)%, on a

Pour §ac3» posons ®3a Ç>a(®)> °ù Ç>a est l'homomorphisme de

restriction à §a (chap. III, 3); comme S c ^43, {<pa(S); <pajg} est un
système projectif, et il en est de même des algèbres engendrées, dans chaque
£(§a), par ç?a(S). Comme l^cS, ces algèbres sont unitaires, et leur adhérence
faible, dans £(§a), donne 63*, bicommutant, dans £(£)«)> de S%a ([6], p. 44).
Comme <pap est faiblement continu (chap. III, 3), {S^} est aussi un système
projectif (cf. [3 a], p. 54). On a

©3 =-- lim ©3* ;

en effet, désignons encore par <Z^a le commutant, dans L(£)a), de S5a; alors:
a) T (Ta)€lhn<Sla=* T c &z.

Soit, en efifet^ UeG^ & n I(ô)3: ^«^S^, d'où Ua^Ta9 et par
conséquent U^T. ^

b) Soit TcS^; alors ^ T|§a€ S'^, car si ^c©^,

et, par conséquent U^T, et, sur <r>a, U^^^T^, cqfd.
Enfin, remarquons que ç>a(S^) S'^, carsi T.e©^., T T.op.e

En effet, si ETcS'fUtë)) c ©3, alors Ua= U\èa€G'Za, d'où C7a

donc U\^T. Ainsi UeS" n £(§), et on a aussi îJcS'^; par conséquent,

On a ainsi démontré le théorème suivant :

Théorème 4. Soit A, une a. v. N. abélienne; avec les notations du théorème 3, on a

A lim A%,
où ""*

i) A% lim A^a, A^ étant une algèbre de von Neumann de

ii) A% peut être considérée comme une a.v.N. dans

iii) L'homomorphisme canonique ç>a: A^-^A^ est surjectif.
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Chap. VI Isomorphisine de Gelfand

1. Propositions et rappels préliminaires

Soient A, B, des C-algèbres abéliennes et unitaires. Un caractère de A est

un homomorphisme surjectif x : A C -> 0. Le noyau d'un tel homomorphisme
est un idéal maximal strict de A. Désignons par Za (respectivement Zb)
l'ensemble des caractères de A (resp. de J5), et par $Ra (resp. : ÏÏRjs) l'ensemble des

idéaux maximaux stricts de A (resp. : de B). La correspondance

x —-> noyau (x)

est une injection de Za dans 501,4. Soit, maintenant, ç>, un homomorphisme
surjectif

y : b A ->0;

(p induit une application xp

définie par le schéma

ï? w A

C

Proposition 1. Sous les conditions énoncées, \p est injective.

Démonstration. Soit xp: 2R/i->501b, définie par

on sait que cette application est injective, et on a le schéma commutatif
suivant (avec abus de notation) :

0

1

o _+ zA —>mA

[y \v
0—+ZB-—

d'où il ressort que %p est injective.

21 CMH vol. 40
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Soit maintenant $p un espace de Hilbert, et Ap c L($p), Ap étant une
*-algèbre abélienne et unitaire, uniformément fermée dans L($)p). Ecrivons
Zp pour Zaq ; on sait (cf., par exemple, [11]) que:

i) Vxp*zp>Xp est continu;
ii) Zp peut être muni d'une topologie (induite par la topologie du dual faible

de l'espace de Banach Ap) qui en fait un espace compact.
iii) K(Zp) désignant l'algèbre des fonctions à valeurs complexes, définies et

continues sur Zp, on a un isomorphisme d'algèbres normées Fp :

(feK(Zp), il/ || sup {|/(C) I, ÇeZp}); Fp est l'isomorphisme de Gelfand;
Zp est appelé le spectre (de Gelfand) de Ap, On a

Supposons en outre que §a, sous-espace de %>p, réduit tout opérateur de Ap ;

la correspondance Tp Tp \ <r>a définit un homomorphisme

Soit Aa, la fermeture uniforme, dans L (§a), de <pap (A p), et soit Za, le spectre
de A^. <pap induit une application

On a:

Proposition 2. y)pa est une application injective.

Démonstration. #aeZa => la restriction de Xa ^ ^api^p) es^ un caractère de

cette algèbre (car celle-ci contient l'élément unité de Aa). En vertu de la proposition

1,

Wpa (Xcc) fpa (Xa) => X« ^ £ coïncident sur y^p (Ap) ;

or Xa> Xa sont continus, et (pap(Ap) est dense dans Aa, d'où
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Proposition 3. tpp^ est une application continue.

Démonstration. Ta€Aa, ta: #a* ^X<x(Ta) définit une application de J5adans
C, et la topologie sur Za est la topologie initiale définie par les applications ta

lorsque Ta parcourt Aa (cf. [3a], I, § 2, 3). La topologie sur Zp est définie de la
même manière par les applications fp : xp^ * Xp (Fp), °ù Fp parcourt Ap
V fp, 3ta- application associée à Ta Fp \ §a - telle qu'on ait:

c
d'où la continuité de

Corollaire, tpp^ est un homéomorphisme de Za sur un sous-espace compact

fpJJp
Ce corollaire résulte immédiatement des prop. 2 et 3 et des propriétés

classiques des espaces compacts.
Toujours avec les mêmes notations et hypothèses, désignons par q>ap l'homo

morphisme induit par ippa ; K(Zp) —^> K(Za), défini par le schéma

C ;

Proposition 4. On a le schéma commutatif:

N
K(Za)

Démonstration. Pour Tp fixé et xa parcourant Za,ona

9ap (rf (Tp)) (Xa) rp (Tp) [Vpa (Xa)] [ypa (x«)l (Tp) X« ° 9*fi (Tp)

Ainsi
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Corollaire. <pap(Ap) ^a.
En effet, il suffit de remarquer que q>ap est surjectif, d'où résultera - à cause

du diagramme de la prop. 4, que q>ap est aussi surjectif. Or rp^ identifie Za à

un sous-espace compact de Zp ; une fonction continue, définie sur y>pa (Za), se

prolonge alors en une fonction continue sur Zp (propriété classique des espaces
compacts). Donc ïpap est surjectif.

2. Spectre de A c L

Soit 3 =z {&ol}<x€j> un système inductif de sous-espaces de £), et considérons,

sur £(ô)3, la topologie uniforme (cf. chap. III, 2 et 3). Soit A, une sous

algèbre de L($)%, *-abélienne unitaire et fermée; les notations étant celles

introduites au chap. III, on a:

Théorème 5. A lim Aa où:

i) Aa est une ^-algèbre abélienne unitaire, contenue et uniformément fermée dans

ii) oc < (5 ==> rhomomorphisme q?ap (<pap : Tp Tp \ §a) est surjectif;
iii) (p^ {A) est dense dans Aa.

Démonstration. Posons Aa adhérence uniforme de <pa(A) (dans
les algèbres Aa forment un système projectif d'algèbres d'opérateurs bornés, et

on a
A lim Aa

(cf. [3a], p. 54, coroll. de la prop. 9).
<Pa(A) est évidemment abélienne et unitaire, *-stable en vertu de la prop. 3

du chap. II. Ces propriétés sont conservées par passage à l'adhérence uniforme,
ce qui démontre les points i) et iii). Le point ii) résulte du corollaire de la proposition

4 ci-dessus, cqfd.
Soit alors Z^ le spectre de A^, et, pour a < /?, y)pa: 2a-> Zp, l'application

définie au no précédent: {Za, y)pa} est un système inductif d'espaces
compacts.

Soit Z lim Za, munie de la topologie finale relative aux applications

canoniques tp^ (cf. [3a], § 2, 4):

Z est le spectre de A. Remarquons que, xpp^ étant injeôtive, il en est de même
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Proposition 5, Z est Vensemble des caractères continus de A.

Démonstration, a) soit T (TJclim^, et soit %*Z: 3<x tel que
X V*(X*)> où X**K- Posons ^~

pour oc < (i, on a

Vjfa te.) • ^— X* (<P«p(Tp))

Ainsi %(T) ne dépend pas de oc ; en outre, % #a o <pa, d'où la continuité de

Enfin, /m (<pa) étant dense dans Aa, on a:

b) Réciproquement, on va montrer que, pour tout caractère continu x de A,
3 a et #a€i5a, tels que x se factorise en x<*0(Poc Pour cela, montrons d'abord
deux lemmes :

Lemme 1. Soit A, une algèbre munie d'une topologie pour laquelle la
multiplication soit séparément continue; soit B, une sous-algèbre dense de A. SU est un
idéal de B, alors son adhérence I dans A est un idéal de A.

Démonstration. Si x0 c /, l'application / : x ^~—? x x0 de A dans A est continue

par hypothèse, et f(B) c /. Alors, par continuité de /, f(B) f(A) c /;
soit maintenant a e A, a fixé ; l'application g : x v~—? a x, de A dans A, envoie /
dans /, en vertu de ce qui précède; on a donc aussi, par continuité de g, g (/) c /,
cqfd.

Lemme 2. A, B étant deux algèbres, et q?, un homomorphisme surjectif de A
sur B, si M est un idéal de A,<p (M) est un idéal de B.

Démonstration. En effet, (p(M) est un sous-module de 2?, et si 6, b'eB,
avec b€<p(M), et si a€ç?~1(6) et a'cçr1^'), on a aa\M et bb' (p(aa')e<p(M),
cqfd.

Soit alors x : A -> C ~> 0, x étant un caractère continu de A ; M Ker (x)
- noyau de x - est un idéal maximal fermé strict de A. Alors, en vertu des deux
lemmes et du théorème 5, Va, Ma adh <pa{M) est un idéal de A^; de plus,
M étant fermé, on a

M lim Ma ([3a], p. 54).
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M idéal strict => l^tM, donc 3<% tel que 1$ tMa. 3 un idéal maximal strict
Na tel que Ma c Na (théorème de Kbtji*l): Na définit un caractère continu
X*cZa9 e^ X==zXa°<Poif en effet, par construction, M £ Ker (xa O9>a)> et
#a°9>a(l$) 1. Ker (#a oç?a) est donc un idéal strict, et M étant maximal,
il ne peut y avoir qu'égalité. La proposition 5 est ainsi démontrée.

3. Isoraorphisme de Gelfand, F

Nous prolongeons ici la notion d'isomorphisme de Gblfand rappelée au
début de ce chapitre.

On a défini au no 1 Phomomorphisme

{K (Za) ; ^ap} constitue un système projectif d'algèbres; posons

Théorème 6. i) 3 un isœnorphisme d'algèbres, continu et bijectif

r: A->K(Z);

ii) K(Z) s'identifie à Valgèbre des fonctions continues définies sur Z et à valeurs

complexes;

iii) tout caractère continu z de A est delà forme

Démonstration. En vertu de la proposition 4, {Fa} est un système projectif
d'isomorphismes bijectifs et continus, d'où F lim Pa satisfait à i).

Soit alors (Aa)clim/C(Za); (Aa) est un système inductif d'applications

continues, à valeurs complexes, définies sur le système inductif {Za}, et
h lim ha est une fonction continue sur Z([3a], I, § 2, 4).

Inversement, si h est une fonction continue, définie sur Z et k valeurs
complexes, (Aa) (h o ya) c lim K {Za), ce qui démontre ii).

z«cZa, F^A« -» z»(Fa) « Fa(Fa)(za),

comme rappelé au no 1. Si donc ztZ, 3<x et za€Zoti avec;
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a) F (FJ e A. z (F) za (FJ (prop. 5);

Le théorème est ainsi démontré.

Corollaire. Z est un espace séparé.

Démonstration. z^zf <=>3F€A9 avec z(F) ^ z'(F)\ la fonction r(F)
prend alors des valeurs distinctes en z et z'9 cqfd.

4, Cas où 3 {Sa} est ^-complète

Définition 1. La famille 3 des nos 2 et 3 est dite A-complète si

S*' c Sa Pour '

p..oTcTo
Sous les conditions du no 2 (A c L(&)%)9 on peut toujours compléter la

famille 3 en lui adjoignant les S*' jouissant des propriétés:
i) 3occJ tel que §a, c Sa*»

ii) £«' réduit r.ViPfi.
Nous supposons, dans ce no 4, que 3 est A-complète. Alors

oc < /? =^ s«r Si" n S/5c 3•

Avec les notations introduites au no 2, on a:

Proposition 7. i) Ap c Aa ® Aa, ;

ii) Zp Za\J Za,9
où on identifie Za (resp.: Za,) à ^(-Zq,) (resp.: yp*, (Za,))

Démonstration* Le point i) est immédiat, car TpeAp, et §a, §a# réduisant

^, ona Tf Tp\$a®Tp\$ei,.
Pour le point ii), on sait déjà que Za U Za, c Z^. Soit alors tptZp,

avec JVjj Ker (^^). ç?a^ et <pa,p étant surjectifs, i\Ta ^(Np) et ^a,
sont des idéaux de Aa et j4ar; lô/3f ^=» l'un des deux idéaux

a
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Na, Nat est strict - sinon il existerait TpeNp, tel que Tp | §a 1$ et

8fcNf9 tel que Sp \ #a, 1^,, d'où Tp + Sp-TpSp h^Np.
Supposons Na strict: 3 un idéal maximal Jfa de Aa contenant Na (théorème de

Kbttll). Ma définit un caractère continu %a, et %ol O9otp(l&e) *> ce qu*
entraîne que #a o q)ap est un caractère de A p. Par construction, Ker (%ol° Wap) 5
5 Np;Np étant maximal, l'égalité est seule possible, d'où Xp ~ Xa°9(xp>
cqfd.

Remarque. Le spectre Z défini au no 3 dépend de la famille 3 • Toutefois,
si A est fermée dans £(§)3, il en est encore de même dans £(§)gr pour toute

famille 3'telle que 3' ^ 3> e^ -4 c L ($>)%'• II est facile de voir qu'il existe

une famille maximale 3m ^e^e <lue 4 c t(§)3=^3m D 3* H semblerait
naturel de définir le spectre de A relativement à cette famille 3w En
particulier, si A c L (S), on retrouverait ainsi le spectre usuel.

5. Prolongement de FisomorpMsme F

Rappelons que, V(xa,ya)e§ax§a, on peut définir sur Z^ une mesure
spectrale vx v définie ainsi :

V/C(Za), avec ha ra(HJ =» vXa¥a (*J (i?aa:a | ya).

(cf. par exemple, [6], appendice I, ou [11]).
Désignons par B(^a) l'algèbre des fonctions à valeurs complexes définies et

bornées sur 2a, et mesurables pour toute mesure spectrale vZ(Kya ; il existe une

application <Pa :

jouissant des propriétés suivantes:
i) «PJ/C^-rj1;
ii) KeBÇZJ, Ha 0JK) => v^jhj « (Haxm\ym);

iii) %a 0(X(B(ZOi)) c Al (bicommutant de Aa dans /.(§«), comme plus

haut).
En outre, <Pa est un homomorphisme d'algèbres, continu pour la topologie

normique sur B(Za) et %ù. Na9 noyau de <f>a, est l'ensemble des fonctions

négligeables pour toute mesure spectrale.
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Soient maintenant £)a>£>0€3> avec <*</*; l'injection

xppa: Za-+Zp

est une application propre (application continue d'un compact dans un
compact) et on peut définir l'image y>fa(vx y

de la mesure spectrale vx y

([4b], p. 74). Désignons encore par g^ l'injection naturelle de £>a dans £>£,

et soit hpeK(Zp), avec hp rp(Hp); on aura:

d'où
V *•'*>»«

*'*«*«**.*« (H) *****^ (hf) V*«*a

««y«) es^ encore une niesure spectrale sur Zp.
En vertu des propriétés de l'image d'une mesure, on a alors le schéma commu-

tatif
0 —* Np —- B(Zp) -^l^ip—,0

0 —^a—> S(Za)^^—> 0,

où ^a|5 est défini par exactitude. Lorsque <% parcourt J, on a un système pro-
jectif de suites exactes, d'où

0 —> Mm Na —> Hm B{ZJ -^> Hm 3Ia,

avec &\K(Z) T"1. On posera B(Z) lim

Remarque. Nous laissons de côté ici l'étude des conditions pour que 0 soit
surjectif.

6. Spectre d'un opérateur auto-adjoint T

Soit S l'ensemble des projecteurs de {T}"9 et {pj, la (?&6)-famille totale de

projecteurs de T, c'est-à-dire la sous-famille de S correspondant à des sous-

espaces qui réduisent T en borné (cf. remarque de chap. V, 1); posons
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3 ^ {Pa($>)} ^ {§«}• Nous munissons 1(^)3 de la topologie uniforme (cf.
chap. III). —*

Soit A, la fermeture, dans fî(§)3, de l'algèbre engendrée par T :

A lim^4a,

où Aa est l'algèbre uniformément fermée engendrée par Ta dans Z.(§a).

Remarquons que si T est borné, {§} c3, et {£} est une sous-famille cofinale,
d'où £(§)g c /.(§); ce qui suit se ramène, dans ce cas, à la théorie classique.

On appellera spectre de T le spectre de A :

il est immédiat que Za est le spectre de T^, et s'identifie canoniquement à un
compact de la droite réelle R (les résultats utilisés ici de la théorie de Gelfand
pour un opérateur borné se trouvent exposés dans [11]). Nous supposons donc

Za cz R. Pour XeR, la fonction caractéristique de ] <-, X] f) Za est mesurable

pour toute mesure spectrale, et il lui correspond un projecteur E{™ c 9ta ; pour
<x fixé, la famille {J?Jsx)}X€/? n'est autre que la famille spectrale classique de Ta.

Si a < fi, on a Za c Zp, d'où (]-<-, X] f| Zp) f) Za ] <-t X] Ç] Za. Il en
résulte que la fonction caractéristique de Je-, X] f\ Zp, restreinte à Za, est la
fonction caractéristique de ]<~, X]f\Zot, d'où

alors

Pour A parcourant R, {Ex} est la famille spectrale classique de jP([1O], pp. 312

et ss.).

Remarquons que EX€[{T}' f) £($)]' {T}\ donc {Ex} c S.

Proposition 8. Pour tout entier naturel n, soit pn En —JELn; {pn(S)}W€/v
e«^ ttne sous-famille cofinale de 3 •

Démonstration. Za étant compact, 3nc/V, tel que Za c /n (où /n désigne
le segment [—n,w]), l'inclusion pouvant être supposée stricte. Alors

&***=*%.* et '^«Ifc. Ainsi pwpa pa. D'autre part, pn(S)€3
(cf.: [10], p. 314), cqfd.
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On remarquera encore que Zn c [— n, ri\, et que pour m > n, ZmÇ\ in
Zn, ce qui découle de la théorie classique. Alors

Z lim Zn ;

en effet, on a une bijection canonique d'ensembles

lim Zn —? lim Za,

qui est continue. Montrons que c'est aussi une application fermée: A fermé
dans lim Zw <=» A Ç] Zn fermé pour tout n ; alors 4 fl 2a (4 fl Zn) f] Za,

pour n assez grand, est un fermé de Za, sous-espace de Zn cqfd.

Proposition 9. Z lim Zn s'identifie à un sous-espace de R.

Démonstration. Comme U intérieur (/n) est un recouvrement de R, il est
immédiat que R lim In. Il suffit donc de montrer que l'injection continue

Z lim Zn —> lim I71

est fermée. Or F c Z => F n /n F f) Zn, et Zn étant fermé dans /„, on
a F n Zn fermé dans Zn si et seulement si F f\ Zn est fermé dans In, cqfd.

Introduction des symboles

t}a€y, lim Sa p. 283 S^T, T^B p. 297

288 Z 316

291 K(Z), F 318

Iimu4a 292 0 321

L 294 fl(Z) 321
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