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Un critere d'independance pour une famille de representations
^ -adiques

Jean-Pierre Serre

Resume. We give a criterion for the independence of a family of f-adic Galois representations
of a number field.

Classification mathematique par sujets (2010). 14 F.

Mots-clefs. Galois representations, cohomology, independence.

Introduction

Soit un corps de nombres, de clöture algebrique et soit ^4 une variete abelienne sur
de dimension d. Comme on sait, de telles donnees definissent, pour tout nombre

premier 7, une representation 7-adique

p<: T* - Aut(7>(^l)) GL2^(Zf),

oü Gal(A;/£), et 7^(^4) est le 7-ieme module de Täte de ^4 sur A;. La famille des

s'identifie ä un homomorphisme continu

p: r* -* n* Aut(7>(A)) ^ n<GL2^(Z^).

Lorsqu'on s'interesse au sous-groupe p(I\) de GL2j(Zr), il est eommode
de savoir que p(I\) est le produit direct des p£(I\), autrement dit, que les p^ sont

"independants". Bien entendu ee n'est pas toujours vrai, mais on peut demontrer (cf.
[Se 86]) que cela le devient apres une extension finie convenable de ; autrement dit,
les p^ sont "presque independants".

Je me propose de reprendre cette question en mettant en evidence les proprietes
des p^ qui entrainent la presque independance. Comme on le verra au §2, ee sont
des proprietes de ramifieation, analogues ä ee que l'on appelle la "semi-stabilite";
curieusement, les elements deFrobenius, si utiles en d'autres circonstances, nejouent
ici aucun röle.

L'interet de cette axiomatisation est qu'on peut l'appliquer ä des situations plus
generales que celle des varietes abeliennes, par exemple ä la cohomologie 7-adique
des varietes algebriques sur un corps de nombres, cf. §3.2. Un resultat tres voisin
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avait d'ailleurs ete obtenu il y a une quinzaine d'annees par M. J. Larsen et R. Pink
dans des lettres (datees du 23/5/95 et 26/5/95) dont le contenu n'a malheureusement

pas ete publie jusqu'ä present.

La demonstration du theoreme principal (theoreme 1 du §2) est donnee au §8. Elle

repose sur diverses proprietes des corps de nombres et des groupes lineaires (corps
de classes, theoreme de Hermite-Minkowski, theoremes de Jordan et de Nori); ces

proprietes font l'objet des §§4-7.

Cet article doit beaucoup ä L. Illusie: il m' a encourage ä 1' ecrire, il m' a

fourni de nombreuses references et il m'a communique ([II 10]) une demonstration
d'un resultat auxiliaire essentiel, qui avait ete demontre auparavant, sous une forme
un peu differente, par N. Katz et G. Laumon. Je lui en suis tres reconnaissant.

§1. La notion d'independance

Soit T un groupe, et soit p;: T -> G; une famille d'homomorphismes de T dans des

groupes G; indexes par un ensemble /. Cela revient ä se donner un homomorphisme

P (a): r -> riie/Gi.

On dit que les p; sont si la propriete suivante est satisfaite :

(R) p<T) np,(r).
Autrement dit, si y; est une famille quelconque d'elements de T, il existe y e T tel

que p,- (y) p,- (y, pour tout z.

II y a une propriete plus faible que l'on peut considerer :

(RO) p(r) est un sous-groupe d'indice fini de riPz(r).
A partir de maintenant, on suppose que T est un groupe profini, que les G; sont

localement compacts, et que les p; sont Continus (de sorte que les p; (r) sont des

groupes profinis). On s'interesse ä la propriete :

(PR) II existe un sous-groupe ouvert T' de T tel que les restrictions des p; ä T'
verifient (R). [Noter que T' est d'indice fini dans T, puisque T est compact.]

On dit alors que les p; sont presgwe

On a (R) (RO) (PR): c'est clair pour (R) (RO), et ce n'est pas difficile
pour (RO) (PR).

Tteraargw*?. On peut aussi exprimer (R) comme une propriete des noyaux A) des p;.
Si l'on pose A/ Hyy; ^Y/» ^ condition (R) est äquivalente ä chacune des deux
conditions suivantes :

(Rl) T ZV).A/ pour tout /.
(R2) T est engendre (topologiquement) par les A/.
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[Lorsque / est fini, cela se demontre par recurrence sur le nombre d'elements de / ;

le cas general s'en deduit par passage ä la limite, en utilisant la compacite de IL]
On peut preciser (R2) : si l'on note T" le plus petit sous-groupe ferme de T

contenant les ZV/, alors T" est le plus grand sous-groupe ferme de T sur lequel les p;
sont independants.

§2. Enonce du theoreme

II y a trois donnees :

a) est un corps de nombres de clöture algebrique £; on note le groupe de

Galois Gal(A7 £).
b) L est un ensemble de nombres premiers.
c) Pour tout £ G L, G^ est un groupe de Lie £-adique localement compact*, et

p^ : -> G^ est un homomorphisme continu.

On fait deux sortes d'hypotheses :

2.1. On suppose que la famille des pr(I\) est i.e. qu'elle satisfait ä la
condition suivante :

(B) // wn ^ 0 teZ gwe, powr f G L, Pr(I\) soü Aoraorp/ze a wn

GL„ (Z^).

[Rappeions qu'un "sous-quotient" d'un groupe A est un quotient d'un sous-groupe
de A. Bien sür, il s'agit ici de sous-groupes fermes.]

Les cas particuliers les plus interessants sont ceux oü l'on aG| GL„^ (Z^), ou
G^ GL„^ (F^), avec des bornes (par exemple constants).

2.2. On fait une hypothese du genre " sur la famille des p^. Pour
l'enoncer, notons 1'ensemble des places non archimediennes de Si v G L^,
notons le complete de /: en i>, notons la caracteristique residuelle de v et
choisissons un prolongement i; de i> ä Notons le groupe d'inertie correspondant
ä i;; c'est un sous-groupe ferme de ; ä conjugaison pres, il ne depend que de v.

Avec ces notations, 1'hypothese dont on a besoin s'enonce de la maniere suivante :

(ST) // evAte wn teZ gwe :

(ST1) 5Z u ^ 5 7^ Pv, pr(/ü) 1, Z.e. Pr est non en v.

(ST2) 5Z v G AS 7^ pv, n/ons pr(/ü) est wn pro-^-gronpe.

[Noter que l'on ne fait aucune hypothese sur les prCG) lorsque £ p^.]

Lorsque G^ GL„ (Z^), la condition (ST2) est moins restrictive que la condition
habituelle de semi-stabilite, oü 1' on exige que p^ (/^) soit forme d' elements unipotents.

II est commode d'introduire une notion analogue ä la petfen/feZZe seraz-staMüe :

*On ne perdrait rien si l'on supposait que les sont compacts, vu que l'on peut supposer que les p^ sont

surjectifs.
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(PST) 7Z exw/e wnc cvtensZon^Zmc Je /: powr ZogweZZe (ST) sßt/s/JZte. [Plus expli-
citement : il existe une sous-extension finie £1 de £ teile que la famille des pr|T^
satisfasse ä (ST).]

Noter que, des que (ST) est satisfaite pour une extension de eile l'est aussi

pour toute extension finie de /: contenant

2.3. Le theoreme que nous avons en vue dit que les proprietes (B) et (PST) entrainent
la propriete (PR) du § 1. Autrement dit:

Theoreme 1. 5/ Za/JraZZZe des Pr(I\) est aw sens Je (B), e£ sZ Za conJZ-

Jon (PST) es£ saJs/JZte, ZZ ernte nne evtensZon ^ZnZe Je /: snr ZogneZZe Zes p^
ZnJepenJonfa.

On peut reformuler cet enonce en termes d'extensions de /: : notons A^ le noyau
de p^ et /:£ le sous-corps de £ fixe par A/; posons A^ f~V/r ^ et notons ^ le

corps fixe par A^, autrement dit le corps engendre par les A^/ avec 7' 7^ 7. Le corps
A;""* p| ^ correspond, par la theorie de Galois, au plus petit sous-groupe ferme de

T^ contenant les A^. Avec ces notations, le theoreme 1 est equivalent ä :

Theoreme 1'. SZ Zes conJZJons (B) e£ (PST) soJs/JZtes, Ze corps A;""* A;^

Je/ZnZ cZ-Jevsns es£ nne evtensZon^ZnZe Je

De plus, Ad* est la plus petite extension de /: sur laquelle les p^ sont independants ;

on peut 1'appeler le "corps d'independance" des p^.

La demonstration des theoremes 1 et L sera donnee au §8.

§3. Exemples et contre-exemples

Dans chacun des exemples ci-dessous, l'ensemble L est l'ensemble de tous les

nombres premiers, et est isomorphe ä GL„(Q^), avec n fixe. Cette derniere hy-
pothese entraine que le groupe pr(T^) est isomorphe ä un sous-groupe ferme de

GL„(Z<), de sorte que la condition (B) est satisfaite.

3.1. Varietes abeliennes et quasi-abeliennes. Si A est une variete abelienne de di-
mension J sur les modules de Täte 7^ (A) fournissent des representations 7-adiques
de dimension 2J de T^ qui satisfont ä (PST) en vertu du theoreme de Grothendieck
et Mumford sur la semi-stabilite des modeles de Neron ([SGA 7 I], expose IX, voir
aussi [BLR 90], §7.4).

D'apres le theoreme 1, ces representations sont presque independantes : on re-
trouve ainsi un resultat demontre un peu differemment dans [Se 86]. Noter qu'ici les

corps A:^ ont une Interpretation simple : A:^ est le corps de rationalite des points de

A(Ä) d'ordre une puissance de 7, et ^ est le corps de rationalite des points de A(Ä)
d'ordre fini premier ä 7.
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Ces resultats s'appliquent aussi au cas des Schemas en groupes quasi-abeliens;
ce cas a ete utilise par Hrushovski, cf. [Bo 00].

3.2. Cohomologie ^-adique. Plus generalement, si X est un Schema separe de type
fini sur la condition (PST) est satisfaite par les representations £-adiques associees

aux growpes rfe ä support propre (X, Q^), ainsi que par les groupes
de cohomologie 77' (X, Q^) ä support quelconque. En effet:

a) La condition (ST1) est satisfaite d'apres les theoremes d'existence de "stratifi-
cations" dus ä N. Katz et G. Laumon [KL 86], th. 3.1.2 et th. 3.3.2.

b) Si iS est choisi comme dans (ST1), il resulte d'un theoreme de Berthelot [Be 96],

prop. 6.3.2, que, pour tout r> £ *S, il existe un sous-groupe ouvert normal de 7^ qui
opere de faqon unipotente sur les 77,5 (X, Q^) et les 7/' (X, Q^), pourvu que £ 7^ p„.
[La demonstration de Berthelot est basee sur la theorie des alterations de de Jong,
cf. [Jo 96].] Choisissons une extension galoisienne du corps local teile que

T^ n/jjCl/ü.Un argument d'approximation bien connu montre qu'il existe une
extension galoisienne finie de dont les completes locaux aux places au-dessus

de iS contiennent les ^.Ona alors D 7^ C C/ü pour tout r> £ *S, ce qui montre

que la condition (ST2) est satisfaite sur £1.

ProZ^rae (cf. [Se 91], 10.1 Au lieu de supposer, comme nous venons de le faire,

que est un corps de nombres, supposons seulement que est une extension de

type fini de Q. Comme ci-dessus, soit X un Schema separe de type fini sur Est-il
encore vrai que les representations £-adiques de fournies par les 77,5 (X, Q^) et les

77' (X, Q^) sont presque independantes

3.3. Mariage "carpe-lapin". On peut partir de deux familles de satisfaisant aux
hypotheses (B) et (PST), et pour chaque £ choisir au hasard 1' un des deux ; on obtient
encore une famille presque independante. Exemple : pour £ 1 (mod 4) prendre la

representation £-adique associee ä la fonction de Ramanujan, et pour les autres £ la

representation £-adique associee ä la courbe elliptique d'equation y^ — y

3.4. Exemple montrant que la condition (PST) ne peut pas etre entierement
supprimee. Soit /: Q. Choisissons un nombre premier p > 2, ainsi qu'une suite

infinie £1 < £2 < ••• de nombres premiers tels que 1 (mod p'). Soit L
{1,^2,..Soit p^. : T^ -> Z£ un homomorphisme non ramifie en dehors de p
dont l'image est cyclique d'ordre pL La famille des p^. satisfait ä la condition (B)
avec 1 et ä la condition (ST1) avec S {p} ; eile ne possede cependant pas la

propriete (PR) car son corps d'independance est l'unique Z^-extension de Q, qui est
de degre infini sur Q.

^Note ajoutee sur epreuves. Ce probleme vient d'etre resolu par W. Gadja et S. Petersen : Independence of
f-adic representations over function fields, Cwnpas/Y/Y; Mat/iewatz'ca, ä paraitre.
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§4. Un theoreme de flnitude sur les corps de nombres

Soit J un entier > 0, et soit G un groupe fini. Considerons la condition :

(Jor^) 7Z £mte wn sows-growpe a&eZZen norraaZ A de G teZ gwe (G : A) ^ <i.

Theoreme 2. Powr <i > 0 ZZ n'ernte gw'wn nörafere^Zm sows-extensZtms' gaZoZ-

sZ^nnes Tf/Z: de £/ A; #wZ sont partewt non ram/^^5 et dont Ze growpe GaZoZs a Za

proprZete (Jor^) cZ-devsws.

DemonstratZon. On sait (Hermite-Minkowski) qu'il n'existe qu'un nombre fini de

sous-extensions de £ de degre ^ J qui soient partout non ramifiees (cela provient
de ce que leurs discriminants sont bornes en valeur absolue, cf. par exemple [Se 81],
§1.4). On peut donc trouver une sous-extension finie de £ contenant toutes ces
extensions. Soit £2 la plus grande extension abelienne non ramifiee de £1 contenue
dans k ; d'apres la theorie du corps de classes, £2 est une extension finie de ki, donc
aussi de A;. Soit maintenant Äy A; une extension galoisienne dont le groupe de Galois
G a la propriete de l'enonce, et soit 7C le sous-corps de fixe par un sous-groupe
abelien normal A d'indice ^ J. On a [7C : A:] ^ (G : A) ^ J et 7C est non ramifiee
sur Cela montre que 7C est contenu dans £1. Comme est abelienne et non
ramifiee, il en est de meme de et cela entraine que est contenu dans

A;2, d'oü cfe, ce qui prouve la finitude cherchee.

[Ce theoreme utilise deux des proprietes les plus importantes des corps de nombres:
a) finitude des extensions de Q de degre et discriminant bornes^;
b) finitude des extensions abeliennes non ramifiees (corps de classes).]

§5. Groupes lineaires d'ordre premier ä la caracteristique

5.1. Le theoreme de Jordan classique. Sous sa forme originelle ([Jo 78]), ce theo-

reme s'enonce comme suit:

Theoreme 3. Powr tewt enrfer « ^ 0 ZZ ernte wn entzer <i <i(/i) teZ gwe tewt sows-

growpe^Zm de GL^(C) aZt Za propnete (Jor^) Jw §4.

[Autrement dit, un sous-groupe fini de GL„ (C) ne peut etre "gros" que s'il contient
un gros sous-groupe abelien.]

On trouvera dans [Fr 11] une demonstration simple de ce resultat. Cette demons-
tration donne une valeur de d(ft) teile que

</(«) 5: (>/8n + 1)2"'.

On connait maintenant la valeur optimale de J(/i), qui est bien inferieure ä celle-lä;
ainsi, pour /z 5= 71, on a <i(ft) (« + 1)!, d'apres M. J. Collins [Co 07], ameliorant

^En fait discriminant borne entraine degre borne, mais cela ne joue aucun röle ici.
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des resultats de B. Weisfeiler et de W. Feit *. Nous n'en aurons pas besoin. Dans ce

qui suit, nous noterons <i(p) n'importe quel entier d pour lequel le theoreme 3 est

valable.

5.2. Le theoreme de Jordan sur un corps quelconque

Theoreme 3'. p wn enrfer 5= 0, F wn corps, // wn sows-growpc^m de GL„ (F)
G wn gworfent de //. On snppose gne |G| es£prera/er d Zo corac^ensdgne de F 5/

ceZZe-c/ es£ 7^ 0. AZors G <2 Zo propr/e^e (Jor^)) dn §4.

Demonstration. Elle se fait en trois etapes :

5.2.1. Le cos od cor(F) 0. On peut supposer F de type fini sur Q, donc plongeable
dans C. Le theoreme 3 montre alors que // a la propriete (Jor^)) et il en est donc
de meine de G.

5.2.2. Le cos od cor(F) p > 0, ovec |//| prem/er d p. On peut supposer que
F est parfait. Soit IL l'anneau des vecteurs de Witt ä coefficients dans F. On a un
homomorphisme surjectif GL„(1L) -> GL^(F). Comme |//| est premier ä p, // se

releve en un sous-groupe de GL„(1L), et l'on applique 5.2.1 au corps des fractions
de W.

5.2.3. Le cos od cor(F) p > 0. Soit / le noyau de // -> G, et soit F un p-Sylow
de / ; c'est aussi un p-Sylow de //, puisque (// : /) est premier ä p. Soit ZV#(F)
le normalisateur de / dans //. On sait (Frattini) que ZV#(F) -> G est surjectif^.
D'autre part, la suite exacte

1 p ^(P) JSfa(P)/i> -> 1

est scindee car les ordres de F et de AZ#(F)/F sont premiers entre eux. II existe
donc un sous-groupe /F de ZV#(F), d'ordre premier ä p, tel que ZV#(F) F./F.
Or l'image de F dans G est triviale, puisque F est contenu dans / On en deduit que
G est un quotient de /F, et l'on conclut en appliquant 5.2.2 ä /F.

§6. Groupes lineaires engendres par des elements d'ordre egal ä la
caracteristique

Dans ce qui suit, £ designe un nombre premier 5= 5.

6.1. Les groupes simples flnis de caracteristique £ : la famille 5^. Rappeions
comment on definit les groupes simples "du type de Lie" en caracteristique £ ^ 5 (pour
les proprietes utilisees ici, voir par exemple [GLS 98], §2.2, - noter que l'hypothese

^Les demonstrations de Weisfeiler, Feit et Collins dependent de la Classification des groupes finis simples.
L'argument dit "de Frattini" est le suivant: si/t G 77,dPd~i estun /?-Sylowde7,doncs'ecritxPx~i avec

x G 7,d'oüx~i/t G ./V# (P), ce qui montre que d appartient ä 7../V# (P). On adoncbien 77 7.A^(P).
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£ 5= 5 elimine les cas particuliers exceptionnels que l'on rencontre en caracteristique
2 et 3, ainsi que les formes tordues ä la Suzuki-Ree).

On se donne un groupe algebrique lisse connexe // sur un corps fini F dont 1'ordre
est une puissance de Z. On suppose que // est geometriquement simple et simplement
connexe, et l'on designe par le quotient de // par son centre. L'image //t? de

1'homomorphisme //(F) -> LP^(F) est alors un groupe fini simple non abelien.

Feraargwe. On aurait aussi pu definir //t? comme le quotient de //(F) par son centre,
ou bien comme le sous-groupe de LP^(F) engendre par les Z-Sylow de LP^(F).
L'equivalence de ces diverses definitions provient de ce que //(F) est engendre par
ses elements unipotents d'apres un theoreme de Steinberg [St 68], th. 12.4.

Nous noterons l'ensemble des classes d'isomorphisme de groupes finis simples
qui sont, soit du type //t? ci-dessus (pour un // et un F convenables^), soit isomorphe
au groupe cyclique Z/ZZ.

6.2. Un lemme

Lemme 1.SoZ^ G wn growpe aZgefengwe ZZne<zZre swr F^ ef yoZ£ G G(F^) Ze

poZnzV rafZo/m^s. Fowf gwctfZerc/" sZra/?Ze d'wrce swZte /6>rJßn-//öZJ^r
G ow cycZZgwe Fordre 7^ L

Demönstfraftön. Un argument de devissage permet de supposer que G est, soit un

groupe unipotent, soit un tore, soit un groupe semi-simple. Les deux premiers cas

sont immediats. On peut donc supposer que G est semi-simple. Soit G le revetement
universel de G et soit G^ son groupe adjoint. Soient G et G^ les groupes de points
F^-rationnels de ces groupes algebriques. On a des homomorphismes naturels

G -> G -> G^j.

Comme G est simplement connexe, c'est un produit de groupes du type F^/j^//,
oü // et F sont comme dans 6.1 ci-dessus, et le Symbole F^/f^ designe le foncteur
"restriction des scalaires" ä la Weil (celui que Grothendieck note EIf/f^)' cf.

exemple [KMRT 98], th. 26.8. On a donc G E[ //(F). Les homomorphismes

G -> G -> G^j

ont des noyaux et conoyaux qui sont commutatifs d' ordre premier ä L De plus, 1' image
de G dans G^ est un produit de groupes simples appartenant ä Le lemme en
resulte.

^11 y a unicite : un groupe simple n'est isomorphe ä //p que pour au plus un couple (/f, F), ä isomorphisme
pres.

^Dans ce qui suit, on dit qu'un groupe simple "appartient" ä E.g lorsqu'il est isomorphe ä un element de E.g.
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6.3. Un theoreme de Nori

Theoreme 4. Powr « 5= 0, ZZ o;Zste wn en/rer c(/i) teZ gwe, sZ £ >
sZrapZe GL„(Z£) Vordre dZvZsi&Ze par £ appar/r>n£ a S^.

DemönstratZön. Prenons c(p) sup (3, C2OO), oü C2<p) a les proprietes enoncees
dans [No 87], Theorem B. Nous allons voir que cet entier convient.

Supposons que 7 > c(p) et soit // un sous-quotient fini simple de GL„(Z£)
d' ordre divisible par 7. Comme // est simple, cette derniere propriete entraine que
// est engendre par ses 7-Sylow.

L'homomorphisme naturel GL„ (Z^) -> GL„ (F^) est surjectif, et son noyau est

un pro-7-groupe. II en resulte que // est, soit cyclique d'ordre 7, soit isomorphe ä un
sous-quotient de GL^(F^). Dans le premier cas, // appartient ä Dans le second

cas, on a // G/7, avec G c GL„(F£) et / normal dans G ; on peut evidemment

supposer que G est engendre par ses 7-Sylow. D'apres [No 87], Theorem B, il existe

un F^-sous-groupe algebrique connexe G de GL„ tel que G soit contenu dans G(F^)
et soit engendre par les 7-Sylow de ce groupe^. Le groupe // est un quotient d'une
suite de Jordan-Hölder de G, donc aussi de G(F^). D'apres le lemme 1, ceci entraine

que // est, soit cyclique d'ordre premier ä 7 (ce qui est exclu), soit isomorphe ä un
element de D'oü le theoreme.

6.4. Un theoreme d'Artin. Le resultat suivant est essentiellement dü ä E. Artin
([Ar 55], complete par [KLST 90]):

Theoreme 5. SZ 7' preraZer 5= 5 et dZs/mct de 7, ö/iß 5^ D Ep 0.

La demonstration donne meme un resultat plus fort: si G appartient ä et G'
appartient ä £p, leurs ordres |G| et |G'| sont distincts.

ExerapZ^. Pour 7 5, les ordres des elements de Ep ranges par taille croissante,
sont {5,60,7800,126000, 372000, 976500,...}.

Pour £ 7, ce sont {7,168, 58800,1876896,5663616, 20176632,...}.

§7. Deux criteres d'independance

7.1. Un critere elementaire. Revenons aux notations du §1, et soit p,: T -> G;,
Z G /, une famille d'homomorphismes, les groupes T et G; etant des groupes profinis,
et les p; etant Continus.

Lemme 2. Swpposons gwe Zes p, (T) C G; aZen^ Za proprZete swZvante :

(D) SZ i ^ 7, awcwn gwo/zentyZra sZrapZe de p; (T) Z^omorpZz^ a wn gw6tfZ£n£ de

MD
^ La definition de G donnee par Nori est tres simple : c'est le plus petit sous-groupe algebrique de GL,?

contenant les groupes ä 1 parametre £ i->> id, oü w parcourt les elements d'ordre f de G. Dans la terminologie
de [Se 94], §4, c'est le satwr*? de G.
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AZors Zes p; ZmZepemZanfa.

D^mon^ra/fon. On peut evidemment supposer que les p; sont surjectifs, i.e. G;

p/(r) pour tout Z.

Considerons d'abord le cas oü / est un ensemble ä deux elements, par exemple

/ {1,2}. Si p: T Gi x G2 n'est pas surjectif, le classique lemme de Goursat
montre qu'il existe un groupe profini non trivial A et des homomorphismes surjectifs

//: G; -> A tels que /1 o p^ /2 o p2. Comme A est non trivial, il a un quotient
qui est un groupe simple fini, et ce groupe est quotient ä la fois de Gi et de G2,
contrairement ä l'hypothese (D).

Le cas oü / est fini se deduit par recurrence sur | /1 du cas oü | /1 2, et le cas
oü | /1 est infini se deduit par passage ä la limite du cas oü | /1 est fini.

7.2. Un autre critere. Soit T un groupe profini et soit L un ensemble de nombres

Premiers. Pour tout fei, soit pr : T -> G^ un homomorphisme continu de T dans

un groupe de Lie Gadique compact G^.

Lemme 3. Swppostms- gw 'ZZ ernte wnepar/f^yZme / L teZZe gwe Za/araZZZe (pr)reL-/
ßZ* Zß propnete (PR) dw §1. AZors ZZ en est Za/araZZZe (pr)reL-

[Autrement dit, pour prouver (PR), on a le droit de supprimer un nombre fini
d'elements de L.]

On peut supposer que / est reduit ä un seul element, que l'on notera

p : le cas general en resultera par recurrence sur | /1. Quitte ä remplacer T par un

sous-groupe ouvert, on peut supposer que les p^ sont independants pour £ 7^ p; on

peut aussi supposer que tous les p^ sont surjectifs. Nous allons alors demontrer un

peu mieux que (PR), ä savoir :

(*) La/araZZZe des povsAZe Za propnete (RO) Jw §1.

Autrement dit, l'image de T par 1'homomorphisme

p (p<) • r - x ^
est ouverte dans

Les deux projections p(r) -> G^ et p(r) -> ^ sont surjectives par
hypothese. On se trouve donc dans la Situation du lemme de Goursat. Autrement
dit, si l'on identifie G^ au facteur G^ x 1 de G^ x ^ groupe quotient
C Gp/(p(r) D G^) est un quotient de Dire que p(r) est ouvert equivaut
ä dire que C estyZm. C'est ce que nous allons demontrer.

Observons d'abord que C est un groupe de Lie p-adique compact (puisque c'est
un quotient de G^); il contient donc un sous-groupe ouvert normal G qui est un pro-
p-groupe sans torsion (cf. par exemple [Se 65], II, §IV.9, th. 5, [Bo 72], Chap. III,
§7, ou [DSMS 99], th. 8.32). Si / est une partie finie de L - {p}, notons C/ l'image
de 1'homomorphisme

n<e/ C-
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Les p-Sylow des G^ sont finis si £ £ / ; il en est donc de meme de ceux de C/.
Comme G est sans torsion, cela montre que G n C/ 1; d'oü |C/| ^ (C : G).
Cela donne une borne uniforme pour 1'ordre de C/, ce qui entraine qu'il existe un

C/ qui contient tous les autres. Mais la reunion des C/ est dense dans C. D'oü le
fait que C est fini.

§8. Demonstration du theoreme 1

Revenons ä la Situation du theoreme 1, relative ä un homomorphisme

p (p<)- n rifeL ^
satisfaisant aux conditions (B) et (PST). Pour prouver que p a la propriete (PR), nous

procederons en plusieurs etapes.

8.1. Reductions. Quitte ä remplacer L par une extension finie, on peut supposer que
la condition de semi-stabilite (ST) est satisfaite. On peut aussi supposer que les p^
sont surjectifs. D'apres (B), on peut choisir un entier « ^ 0 tel que, pour tout GL,
le groupe G^ soit un sous-quotient de GL„(Z£). D'apres le lemme 3, on peut aussi

supposer que tous les £ £ L sont > sup(3, c(p)) oü c(p) a la propriete enoncee dans

le theoreme 4. Pour la meme raison, on peut aussi supposer que l'on a ^ p,; pour
toute place u de l'ensemble fini S intervenant dans (ST).

8.2. Les groupes A ^. Si £ £ L, notons T^ le plus petit sous-groupe normal ferme de

T^ contenant les groupes d'inertie /„ correspondant aux places u telles que p^ C
D'apres (ST1), on a 1 pour tout C 7L C L'image du groupe T^ par
p: Ifc - FI G^ est donc contenue dans le Gieme facteur de H G^. Notons ^ cette

image; c'est un sous-groupe ferme normal de G^. Le plus petit sous-groupe ferme
de n G^ contenant tous les ^ n'est autre que le produit H En particulier, on a :

Lemme 4. Le sows-growpe p(I\) Je ]~[ G^ eonJen/^ ]~[

8.3. Les groupes G*. Si £ £ L, notons G^ le sous-groupe de G^ engendre par ses

GSylow; c'est un sous-groupe ouvert normal de G^. Posons G^ G// G^ ; c'est
un groupe fini d'ordre premier ä C

Lemme 5. a) LLomomorp/zGme T^ -> G^ -> G^ e>st pc/r/Y^/f /zo/z ram/^e.
b) Le gronpe G/ jowJ Je Z<z propn^zA Jor^(„) Je.s §§4-5.

Demon^/^raJon. Soit u £ LG et soit i; une place de L prolongeant v. Si G on a

pr (G) C A^ par definition de A^ ; l'image de dans G^ est donc triviale. Si A G
le groupe pr(G) est un pro-Ggroupe d'apres (ST); il est donc contenu dans G^ et

son image dans G^ est triviale. Cela demontre a).

Quant ä b), il resulte du fait que 1'ordre de G^ est premier ä G ce qui permet de

lui appliquer le theoreme 3'.
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8.4. Changement de corps. D' apres le lemme 5, les homomorphismes -> sont

non ramifies. Comme les ont la propriete Jor^), on peut appliquer le theoreme 2.

On en deduit qu'il existe une extension finie non ramifiee de £ teile que, pour tout
£ e L, l'image de prOV) dans soit triviale. Choisissons une teile extension.
On a alors p/ (IV) C G^" pour tout C Nous allons maintenant prendre comme

corps de base; nous poserons G^ p^IV), et nous noterons G^ et les groupes

correspondant ä G^ et ä A^; par exemple, G^ est le sous-groupe de G^ engendre

par les £-Sylow de G^.

Lemme 6. 5/ > [£' : £], on o G^ G^~, A^ A^ £/ G^ G^.A^.

LAraonx/ra/Lm L'hypothese faite sur £ entraine que 1'indice de G^ dans G^ est <
d'oü le fait que tout £-Sylow de G^ est contenu dans G^, ce qui entraine G^ G^~.

L'egalite A^ A^ resulte de ce que les groupes d'inertie sont les memes pour A'

et pour puisque est non ramifie sur £. Enfin, l'egalite G^ G^.A^ resulte de

ce que G^ pr(IV) est contenu dans G^.A^.

8.5. Fin de la demonstration. D'apres le lemme 3, on peut supposer que l'on a

>[£': /:] pour tout £ e L. Le lemme 6 montre que l'on a alors G^ G^.A^ pour
tout C D'apres le theoreme 4, tout quotient simple de G^ appartient ä l'ensemble

defini au n° 6.1. II en est donc de meme des quotients simples de G^/A^. Comme
les sont deux ä deux disjoints (theoreme 5), on peut appliquer le lemme 2 ä la
famille des homomorphismes IV On en conclut que l'homomorphisme
IV Ff est surjectif. Si l'on pose X' pOV) et A' n^ cela revient
ä dire que X'.A' H G^. Mais le lemme 4, applique au corps montre que X'
contient V. On a donc X' H G^, ce qui acheve la demonstration.
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