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Sur l'homologie des groupes d'automorphismes des groupes
libres ä coefficients polynomiaux

Aurelien Djament and Christine Vespa*

Resume. Nous montrons que l'homologie stable des groupes d'automorphismes des groupes
libres ä coefficients tardus par un foncteur covariant polynomial est triviale. Pour le foncteur
d'abelianiation, qui est polynomial de degre 1, nous retrouvons par des methodes algebnques
un resultat precedemment obtenu par Hatcher-Wahl, par des methodes topologiques et

geometriques. Pour les coefficients donnes par un foncteur polynomial contravanant se

factonsant par I'abehamsation, nous calculons la valeur stable du premier groupe d'homologie
des groupes d'automorphismes des groupes libres, qui est generalement non nul.

Abstract. We prove that the stable homology of automorphism groups of free groups with
twisted coefficients given by a polynomial covariant functor is trivial. For the abelianization
functor, which is polynomial of degree 1, we recover by algebraic methods a result previously
obtained by Hatcher-Wahl by topological and geometrical methods. For coefficients given by a

contravariant polynomial functor factorizing through the abelianization, we compute the stable

value of the first homology group of automorphism groups of free groups, which is generally
nonzero.

Mathematics Subject Classification (2010). 20J06, 18G10, 18A25.
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1. Introduction

Tandis que l'etude de la structure des groupes d'automorphismes Aut(Z*")
des groupes libres commen^a des les annees 1920 (cf. par exemple l'article [25],
dans lequel Nielsen en donne une presentation par generateurs et relations), la

comprehension de leur homologie s'avera nettement plus ardue : aucun resultat

xignificatif ne semble avoir ete obtenu avant les annees 1980. Dans les annees
1990, la stabilite homologique a ete demontree pour ces groupes : dans [16]

*Cet auteur est partiellemenl soutenu par le projet ANR-11-BS01-0002 HOGT Homotopie, Operades
el Groupes de Grothendietk-Teiihmuller
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Hatcher et Vogtmann etablissent que pour tout entier /, le morphisme canonique

//;(Aut(Z*");Z) -* Hi(Aut(Z*n + 1);Z) est un isomorphisme pour n > 2i + 3.

Quant au calcul de //,(Aut(Z*");Z), hormis pour / ou n tres petit, il demeura

tres mysterieux jusqu'ä ce que Galatius demontre dans [13] le resultat remarquable
suivant: 1'inclusion evidente du groupe symetrique 6„ dans Aut (Z*n) induit stable-

ment un isomorphisme en homologie ä coefficients entiers—stablement signifiant :

lorsqu'on passe ä la colimite sur n (ou pour n > 2i + 3, i designant le degre

homologique). Rappelons que le calcul de l'homologie des groupes symetriques est

bien plus ancien ; il est dü ä Nakaoka (cf. [24]).
Le theoreme de Galatius ne traite que de l'homologie ä coefficients constants des

groupes Aut (Z*n). II est egalement tres naturel de s'interesser ä l'homologie (ou ä la

cohomologie) de ces groupes ä coefficients dans des representations remarquables,

comme l'abelianisation du groupe fibre Z*n ou des representations obtenues en

appliquant ä celle-ci un foncteur ou un bifoncteur sur les groupes abeliens fibres.

Le resultat principal du present article est le suivant:

Theoreme 1. Soil F un foncteur polynomial reduit (i.e. nul sur le groupe trivial)
de la categorie gr des groupes libres de rang fini vers la categorie Ab des groupes
abeliens. Alors

colim //*(Aut (Z*n): F(Z*n)\ =0.
«SN v

(La notion de foncteur polynomial est introduite et etudiee dans ce contexte
de groupes fibres en debut d'article; des exemples typiques sont les puissances
tensorielles du foncteur d'abelianisation.)

Lorsque F est le foncteur d'abelianisation, ce resultat avait dejä ete demontre,

par des methodes totalement differentes, dans des travaux d'Hatcher et Wahl, oü ils
obtiennent egalement un resultat de stabilite (voir [18] et son erratum [19], ainsi que
[20]). En fait, on peut obtenir le theoreme I pour toutes les puissances tensorielles
de l'abelianiation comme consequence de l'article [17] d'Hatcher et Vogtmann (voir
aussi son erratum [15] avec Wahl), comme l'a observe Randal-Williams dans [29].
Tous ces travaux reposent sur des considerations de topologie differentielle. Par

une approche encore independante (purement algebrique), Satoh a egalement etudie
de tels groupes d'homologie, rendant certains d'entre eux accessibles au calcul (y
compris dans le cas instable) en degre homologique 1 ou 2; voir [30] et [31].

Alors que le theoreme de Galatius affirme que, stablement, l'homologie ä

coefficients entiers des groupes Aut(Z*n) est la meme que celle des groupes
symetriques, le theoreme 1 nous apprend que ceci n'est plus le cas pour l'homologie
ä coefficients tordus. En effet, dans [3] Betley montre que l'homologie stable des

groupes symetriques a coefficients dans un foncteur polynomial reduit est loin d'etre
nulle. Neanmoins, le theoreme 1 peut etre con?u comme un relevement aux groupes
d'automorphismes des groupes libres du theoreme du ä Betley (cf. [1]) selon lequel

l'homologie des groupes lineaires sur Z (cela vaut d'ailleurs pour tout anneau) ä

coefficients tordus par un foncteur polynomial reduit est stablement nulle. Dans



Vol. 90 (2015) Sur l'homologie de AufiC,,) 35

cette situation, considerer un foncteur covariant ou contravariant ne change rien,
puisque l'involution des groupes lineaires donnee par la transposee de l'inverse

permet de passer d'une situation ä l'autre (en revanche, considerer des b/foncteurs

polynomiaux reduits donne lieu ä une homologie generalement non nulle; pour cette

generalisation remarquable des resultats de Betley, voir [2] ou l'appendice de [9] sur
un corps fini et [32] pour le cas general). Pour les groupes d'automorphismes des

groupes libres, il n'en est pas de meme, l'involution en question ne s'y relevant

pas; de fait, en s'appuyant sur le theoreme de Betley susmentionne, on parvient ä

montrer :

Proposition 1. So it F un foncteur polynomial reduit contravariant de !a categorie
ab des groupes abeliens libres de rangfini vers Ab. II existe un isomorphisme nature!

colim Hx (Aut (Z*n); F(Z")) ~ F ® Id
«SN ab

oil Aut(Z*") opere sur F(Z") via la projection sur GLn(Z) et Id : ab —> Ab
designe le foncteur d' inclusion.

Ce resultat est dejä essentiellement present dans le travail [22] de Kawazumi; il
montre que, des le degre homologique 1, la situation differe profondement entre
foncteurs polynomiaux contravariants et covariants pour l'homologie stable des

groupes d'automorphismes des groupes libres. Pour 1'instant, nous ne savons pas
traiter le cas du grand degre homologique pour les foncteurs contravariants; ä plus
forte raison, la situation pour les bifoncteurs demeure tres mysterieuse. La pertinence
d'une telle generalisation aux bifoncteurs est illustree par [22], oil Kawazumi
introduit des classes de cohomologie reliees ä la structure fine des groupes
d'automorphismes des groupes libres appartenant ä H' (Aut (Z*"); Horn (A, A®'"1"1)), oü
A designe l'abelianisation du groupe Z*n.

Venons-en aux methodes que nous utilisons pour demontrer nos resultats.

La Strategie de la preuve du theoreme 1 est la suivante. On dispose d'une part
de la categorie usuelle gr—les foncteurs definis sur cette categorie se pretent ä des

calculs d'algebre homologique—et d'autre part d'une categorie de groupes libres
de rang fini auxiliaire Q dont l'homologie calcule colim //*(Aut (Z*n): F(Z*n)). La

neN
categorie Q a les memes objets que gr mais ses morphismes sont les injections de

facteurs libres avec un choix de complement. Pour obtenir le theoreme 1, on compare
l'homologie des categories gr et Q.

Plus precisement, la demonstration du theoreme 1 se decompose en trois etapes :

(1) On introduit ä la section 4 la categorie Q et le foncteur d'oubli /':(/-> gr.
Cette categorie entre dans le cadre formel introduit dans Particle [6], dont

un des resultats generaux nous permet d'obtenir (dans la proposition 4.4) un

isomorphisme naturel

colim //*(Aut (Z*n); F(Z*n)) H*(Q x F)
n SN
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pour tout foncteur F defini sur Q, oü le groupe G00 colim Aut (Z*n) opere

trivialement sur F.
Cependant. les groupes d'homologie //*((? x G^: F) ne sont pas accessibles

par un calcul direct.

(2) L'etude homologique de la categorie Q repose sur des investigations prelimi-
naires dans la categorie gr, qu'on peut scinder en deux principales etapes :

— dans la section 5, on observe que le foncteur d'abelianisation a : gr —»• Ab
possede une resolution projective explicite, que procure la resolution
barre sur un groupe libre. On en tire, par la consideration d'une homotopie
explicite, un critere d'annulation de certains groupes d'homologie du type
Tor*r(/\ u) (proposition 5.4).

— Pour deduire de cette propriete du foncteur d'abelianisation des proprietes
generates sur les foncteurs polynomiaux depuis la categorie gr, nous

etudions, dans la section 3, la structure de ces foncteurs polynomiaux.
En particulier, nous montrons qu'un tel foncteur s'obtient par extensions
successives de foncteurs (polynomiaux) se factorisant par le foncteur
d'abelianisation. Ce resultat, dont la demonstration est independante des

considerations d'homologie des foncteurs precitees, possede egalement
un interet intrinseque.

(3) Dans la section 6 nous comparons l'homologie de Q et celle de gr. Plus

precisement, on montre que le foncteur / : Q —» gr induit un isomorphisme

H*(Q: i* F) ^ //* (gr: F)

pour F un foncteur polynomial sur gr; l'homologie //*(gr; F) est nulle si F
est reduit car la categorie gr possede un objet nul.

On etablit cet isomorphisme a partir de la suite spectrale de Grothendieck
derivant 1'extension de Kan ä gauche du foncteur / et des considerations

d'algebre homologique sur gr susmentionnees.

Quant ä la proposition 1, nous la demontrons d'une maniere differente, en

utilisant la structure de l'abelianisation du noyau I An de l'epimorphisme canonique
Aut(Z*") GLn(Z), donnee par exemple dans [22], et les resultats precites
sur l'homologie stable des groupes GLn{Z) ä coefficients dans un bifoncteur

polynomial. Comme l'homologie des IAn n'est pas connue au-dela du degre 1 (des

resultats partiels en degre 2 ont toutefois ete obtenus par Pettet dans [26]), nous

ne pouvons pas encore aller plus loin par cette methode. Cependant nous pensons

que l'approche fonctorielle devrait permettre d'aborder ces questions. Elle pourrait
notamment clarifier et aider a demontrer les calculs conjecturaux que donne Randal-
Williams dans [29],
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2. Notations et rappels

Si C est une categorie pointee (i.e. possedant un objet nul) ayant des coproduits
finis, pour E e ObC, on note (E)c la sous-categorie pleine de C ayant pour objets
les sommes hmes de copies de E.

Pour tout anneau A, on designe par /1-Mod la categorie des A-modules ä gauche
et par ,4-mod la sous-categorie pleine des modules projectifs de type fini.

Le symbole Ik designe soit Z, soit un corps premier.
On note Gr (respectivement Ab) la categorie des groupes (resp. des groupes

abeliens) et gr (resp. ab) la sous-categorie pleine des groupes fibres de type fini
(resp. des groupes abeliens fibres de rang fini). Autrement dit, gr (Z)gr et

ab (Z)\b Z-mod.
On designe par a : gr —» k-Mod le foncteur d'abelianisation tensorisee par k.

2.1. Categories de foncteurs. Si C est une categorie (essentiellement) petite et A
une categorie, on note Fct(C. Ä) la categorie des foncteurs de C vers A.

La categone Fct(C, k-Mod) est une categorie abefienne avec hmites et colimites
se calculant au but; eile possede assez d'objets injectifs et projectifs. Precisement,

pour tout objet c de C, le foncteur "= k[C(c\ —)] (on omettra souvent 1'exposant
C s'il n'y a pas d'ambiguite possible) represente revaluation en c grace au lemme de

Yoneda, ll est done projectif, et l'ensemble de ces foncteurs lorsque c parcourt Ob C

engendre la categorie Fct(C, k-Mod). En particuher, tout foncteur de Fct(C, k-Mod)
possede une resolution par des sommes directes de piojectifs Fcc. On peut done
faire de l'algebre homologique dans cette categorie comme dans les categories
de modules; on dispose notamment d'une notion d'homologie de C ci coefficients
dans un foncteur F e ObFct(C, k-Mod) — cette homologie //*(C; F) n'est
autre que 1'evaluation en F des foncteurs derives ä gauche du foncteur cohm :

Fct(C. k-Mod) k-Mod. On dispose egalement d'une notion de produit tensonel
au-dessus de C, qui fournit un foncteur—(g)— : Fct(C°/', k-Mod) xFct(C, k-Mod) —>

c
k-Mod qui en chaque variable commute aux colimites et peut se deriver (ä gauche)
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pour donner des foncteurs Torj; : Fct(Cop. Ik-Mod) x Fct(C, k-Mod) —>• k-Mod. Le
k-module Hn{C\ F) s'identifie naturellement ä Tor^(k, F) (oti Ton voit k comme
foncteur constant ä gauche). L'homologie de la categorie C (sans plus de precision)
est le k-module gradue //*(C) := //*(C;k) ~ Tor^(k.k). On pourra consulter par
exemple 1'appendice A. 1 de [5] pour davantage de rappels ä ce sujet.

Si C est pointee, tout objet F de Fct(C, k-Mod) possede une decomposition
canonique F ~ F(0) © F ou F(0) designe le foncteur constant en 1'evaluation
de F sur l'objet nul et F(c) Ker (F(c) -> F(0))( ~ Coker (F(0) -> F(c))).
Le foncteur F est reduit, c'est-a-dire nul en 0; on l'appelle foncteur reduit associe ä

F.

2.2. Foncteurs polynomiaux. Soit C une petite categorie pointee avec coproduits
finis. On dispose d'une notion classique de foncteur polynomial dans Fct(C, k-Mod).
Celle-ci remonte ä Eilenberg et Mac Lane (cf. [7], chap. II), au moins dans le cas ou
C est la categorie des groupes abeliens (la definition generale etant la meme). On

pourra egalement se reporter ä [14], § 1, pour une exposition generale. Rappeions
qu'un foncteur polynomial de degre au plus n — 1 est un foncteur F dont le

n-eme effet croise cr„(F), qui est un multifoncteur en n variables sur C, est nul.
Les foncteurs polynomiaux de degre au plus n de Fct(C, k-Mod) forment une sous-

categorie epaisse stable par Iimites et colimites; on la notera Poln(C).

Fixons un objet E de C : les foncteurs polynomiaux sur la categorie (E)c
constituent un cas particulierement important (cf. [14] et [21]).

Tout foncteur F : (F)c —> k-Mod possede un plus grand quotient additif (i.e.

polynomial de degre au plus 1) et reduit, qu'on notera Fi(F). II est explicitement
donne par F, (F)(K) Coker (F(px) +F(p2)~ F(s) : F(V + V) - F(F))ou +
designe le coproduit de C et p\. p2. s : V + V —> V sont respectivement les premiere
projection, deuxieme projection et somme. Le k-module AC(E) := T\ (Pe)(F) est

un quotient de k[Endc(F)]; on verifie (cf. [14], § 3.2) que la structure de k-algebre
sur k[Endc(F)] definit par passage au quotient une structure de k-algebre sur AC(F).
De plus, Taction naturelle a droite de k[Endc(F)] sur le foncteur Pe induit une
action (ä droite) de AC(F) sur le foncteur Ti(Pe)-

3. Foncteurs polynomiaux sur gr

Dans cette section, on donne un resultat de classification general sur les foncteurs

polynomiaux (nous restons dans le cadre d'une categorie source du type {E)c, oil C

est une categorie pointee avec coproduits finis), avant de Tappliquer ä la categorie
Fct(gr, k-Mod). Ces resultats, qui presentent un interet intrinseque, ne seront utilises

que dans la demonstration de la proposition 6.3 (uniquement via le corollaire 3.4 et
la formule (3.1)).
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On rappelle la definition suivante :

Definition 3.1. Si R est un anneau muni d'une action (ä gauche) d'un groupe G, on
definit l'algebre tordue de G sur R comme le R-module £[G] muni de la multiplication

donnee par r[g].s[h] (r 8s).[gh] pour tout (r. s, g, h) e R x R x G x G (ou
8s designe Taction de g sur s); dans le cas de Taction du groupe symetrique ©„ sur
le produit tensoriel A®n de n copies d'un anneau A par permutation des facteurs, on
notera ©„ I A Tanneau obtenu, appeleproduit en couronne de A par ©„.

Ainsi, pour tout entier n, T\{Pe)®n est un foncteur polynomial de degre (au

plus) n reduit muni d'une action de &„ I AC(E). Pour tout foncteur F sur {E)c,
l'effet croise crn(F){E, ...,£) est muni d'une action naturelle de 6„ I AC(E), oil
le groupe symetrique opere par permutation des facteurs et Taction de Ac(E)®n est

induite par celle de k[Endc(£)]®" sur F{E+n) (chacun des n facteurs du produit
tensoriel operant par precomposition sur chacun des n facteurs de la somme). On

notera cr„(E) le ©„ Ac(£)-module crn(F)(E,..., E).
Le resultat suivant est dü ä Pirashvili ([27]) dans le cas oil C est une categorie de

modules ; il doit beaucoup ä [14] (qui etudie de faqon bien plus precise la structure
des foncteurs polynomiaux de degre 2) pour le passage au cas general.

Theoreme 3.2. II existe un diagramme de recollement

l <*n

Polfl-i ((E)c) -incii Poln((E)c) (©« I Ac(£))-Mod

oh incl est I'inclusion et

an(M) fl(PE)^n ® M ~ (fi(PE)®n ® M)&
e„;Ac(£) ac(E)®" "

Rappelons ce que signifie que le diagramme precedent de foncteurs entre

categories abeliennes est un diagramme de recollement (cf. par exemple [23], § 2,

et [12] pour une presentation des diagrammes de recollement dans les categories
abeliennes et une utilisation dans les categories de foncteurs)

(1) le foncteur incl est adjoint ä droite (resp. ä gauche) au foncteur I (resp. r); de

plus, l'unite Id —>• r.incl est un isomorphisme;

(2) le foncteur cr„ est adjoint ä droite (resp. ä gauche) au foncteur an (resp. ßn);
de plus, l'unite Id —> crn.an est un isomorphisme;

(3) le foncteur incl est pleinement fidele et son image essentielle est le noyau du

foncteur cr„.

Remarquons que la definition de diagramme de recollement donnee dans [23]
comporte des conditions redondantes. En effet, d'apres les propositions 3.4.1 et 3.4.2
de [4], la coünite de l'adjonction entre cr„ et ßn est un isomorphisme si et seulement
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si l'unite de l'adjonction entre cr„ et an est un isomorphisme. De meme pour les

adjonctions entre incl, / et r.
Rappelons egalement que ces proprietes impliquent formellement que le foncteur

cr„ induit une equivalence de categories

Poln((£>c)/Poln_,((£>c) ^ 6„ I Ac(£)-Mod.

Demonstration. Pour le cas crucial du degre 1, voir [14], Theoreme 3.12.

Pour le cas general : comme Pol„_i ((E)c) est une categorie de Grothendieck
et que Pol„_i((E)c) est stable par limites et colimites, on obtient l'existence des

adjoints ä droite et ä gauche au foncteur incl et on montre facilement que l'unite
Id —r r.incl est un isomorphisme, ce qui demontre le point 1.

Le point 3. decoule de la definition de Pol„_i({E)c) et du fait que c'est une

sous-categorie pleine de Pol„((£)c).
Pour la partie droite du diagramme : pour F Poln((E}c), on a un isomorphisme

naturel ©„-equivariant Hom(Ti(P£)®", F) ~ F(E+n) (qui est induit

par le lemme de Yoneda et l'isomorphisme ~ T\(Pe)®n ; voir [14]

pour une demonstration detaillee dans le cas n 2). Cet isomorphisme induit un

isomorphisme naturel et Gn I Ac(£)-equivariant Hom(T](Pe)®". F) — crn{F).
On en deduit les isomorphismes naturels :

Home„;Ac(£:).M„,i(Af,crn(F)) ~ Home,i;Ac(£)(M,Homp0,;,((£)c)(T1(P£)<8". F))
~ HomPo|;I((£)c)(7,i(Pe)®" <S> M.F)

&„IAc(E)

ou la derniere equivalence est l'adjonction usuelle entre le Horn externe et 0. Pour
M £ 6„ I Ac(£)-Mod on a les isomorphismes naturels :

crnOtn(M) crn({t,{PE)®n 0 M)e„) ~ fx(PE)(E)m 0 M ~ M.
Ac(E)®» Ac(E)®n

On en deduit que l'unite de l'adjonction entre cr„ et an est un isomorphisme.
Enfin, comme les categories Pol„((A)c) et (©„ l AcCAjj-Mod sont des

categories de Grothendieck et que le foncteur cr„ commute aux colimites ce foncteur

possede un adjoint ä droite.

Remarque 3.3. L'adjoint a droite ßn du foncteur cr„ est isomorphe ä

M » (fi(PE)9n ® M)e"
Ac(E)®»

lorsque la categorie source est additive, mais ce n'est plus le cas en general
(notamment pour la categorie gr qui nous interesse).
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Corollaire 3.4. Soit F e Ob Pol„((F}c); notons M le <Sn I Ac(E)-module crn(F).
Les noyaux et conoyaux de la coünite an(M) -» F et de I'unite F —> ßn(M) sont
de degre inferieur on egal ä n — 1.

Proposition 3.5. Soient F : C — T> un foncteur entre categories pointees avec
sommes finies qui commute aux sommes finies, E un objet de C et E' F(E). On

suppose que F estplein et induit un isomorphisme C(E, E) T>(E', E'). Alors F

induit un isomorphisme Ac(E) —> A-D(E') et une equivalence de categories :

Pol„((£)c)/Pol„_1((£)c) ^ Pol„((£%)/Pol„_1((£%)

pour toutn N.

Demonstration. On deduit directement le fait que F induit un isomorphisme

d'anneaux AC(E) —>• A-p(E') de la definition, des hypotheses et du lemme des

cinq. Le reste en decoule par le theoreme precedent.

Le critere de comparaison general qui precede s'applique aux groupes fibres,
abeliens ou non :

Corollaire 3.6. Le foncteur d'abelianisation gr ab induit des equivalences de

categories :

Pol« (gr)/Pol„_i (gr) ~ Pol„(ab)/Pol„_, (ab) ~ k[6„] Mod.

Demonstration. Le foncteur d'abelianisation verifie les conditions de la proposition
precedente. La derniere equivalence est classique et s'obtient ä partir du theoreme 3.2

et du calcul Ti(P^) a qui implique Aab(Z) ~ Ik.

En particulier, on voit que le foncteur an est donne, lorsque la categorie source
est gr, par

an{M) ci®" <g> M. (3.1)
<5/1

Le corollaire suivant montre que les foncteurs polynomiaux sur gr ne sont « pas
loin » de se factoriser par l'abelianisation gr —» ab : ils peuvent tous s'obtenir par
extensions successives de foncteurs possedant une telle factorisation.

Corollaire 3.7. Tout foncteur F e Ob Pol„ (gr) possede une filtration

0 F-i C F0 C Fi C • • C F„_! C F„ F

telle que chaque sous-quotient Fi / F, _ | soit de degre au plus n — i et appartienne a

I'image essentielle du foncteur Fct(ab, k-Mod) Fct(gr, k-Mod) de precomposi-
tion par l'abelianisation.
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Demonstration. On raisonne par recurrence sur le degre n du foncteur F. Pour

n 0 le resultat est trivial. Pour n > 0, on note F0 l'image de la cotinite :

a„(cr„(F)) -> F.

Par le corollaire 3.4, le quotient G F/F0 est dans Ob Pol„_i (gr). Par l'hypothese
de recurrence, G possede une filtration

0 G-1 C G0 C Gi C • • C Gn-i G

telle que chaque sous-quotient G,/Gt-i soit de degre au plus n — 1 — ; et

appartienne ä l'image essentielle du foncteur Fct(ab, k-Mod) —» Fct(gr, k-Mod)
de precomposition par l'abelianisation.

Soit 7T : F -» G F/Fq la projection. Pour 1 < i < n, on note F, l'image
reciproque de G,_i par jt. Ceci fournit une filtration de F :

0=F.ICF0CF1C-C Fn-1 C Fn F.

Pour 1 *' i u, le quotient F^j Fi—j ^ Gj—i/G|—2 se factonse par 1 abelianisation
et

deg(F,/F,_i) deg(G;_i/G,_2) < (n - 1) - (i - 1) n - i

ou deg(F) designe le degre polynomial du foncteur F. De plus, comme a„(crn(F))
se factorise par l'abelianisation d'apres (3.1), il en est de meme de F0etdeg(F0) < n

puisque Fq est un sous-foncteur de F.

4. La categorie de groupes libres auxiliaire Q

Dans [61, nous avons introduit des axiomes sur une petite categorie C permettant
de relier, d'une part, l'homologie de groupes d'automorphismes d'objets de C,

ä coefficients tordus par un foncteur F de Fct(C, k-Mod) (supposant connue
l'homologie des memes groupes ä coefficients constants dans k), d'autre part
l'homologie F) de la categorie C ä coefficients dans F. La categorie gr ne

satisfait toutefois pas ä ces axiomes. Pour y remedier, nous introduisons une autre

categorie de groupes fibres Q et tirons dans cette section les conclusions de [6] pour
celle-ci, avant d'etudier son lien homologique avec la categorie gr.

Definition 4.1. On note Q la categorie dont les objets sont les groupes libres de

type fini et dans laquelle un morphisme A —»• B est un couple (u. H) forme d'un
monomorphisme de groupes u : A —> B et d'un sous-groupe H de B tels que B soit

(u.H) (v,K)
le produit fibre de 1 image de u et de H. La contposee A > B > C est par
definition (v o u, v(H) * K).

Cette categorie est reliee ä la categorie usuelle gr par les deux foncteurs
fondamentaux suivants.
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Definition 4.2.

(1) On note / : Q —> gr le foncteur egal ä l'identite sur les objets et associant ä

un morphisme (u. H) : A —> B de Q le morphisme de groupes u : A —> B.

(2) On note i : Qop —> gr le foncteur egal ä l'identite sur les objets et

associant ä un morphisme (u, H) : A —> B de Q le morphisme de groupes
u '

B u(A) * H -» u(A) > A compose de la projection canonique et de

l'isomorphisme inverse de l'isomorphisme qu'induit w entre A et son image.

Noter que ces foncteurs ne sont ni pleins ni fideles, mais qu'ils induisent des

isomorphismes entre les groupes d'automorphismes des objets.

Remarque 4.3. La categorie Q constitue un analogue non abelien de la categorie S(Z)
des groupes abeliens libres de rang hni avec pour morphismes les monomorphismes
scindes, le scindage etant donne. Les foncteurs i et i sont alors similaires aux
foncteurs covariant et contravariant tautologiques de S(Z) vers ab.

La categorie S(Z) est utilisee dans [5J pour montrer les resultats de Scorichenko

([32]) sur l'homologie stable des groupes lineaires sur Z ä coefficients polynomiaux,
en simplifiant legerement la methode de cet auteur (qui consiste ä considerer
la categorie des groupes abeliens libres de rang hni avec pour morphismes les

monomorphismes scindes, le scindage ne faisant pas partie de la structure).

Ici, contrairement ä la situation pour les groupes lineaires, les foncteurs i et i ne

jouent pas du tout le meme role ; on en verra une illustration spectaculaire ä la hn de

cet article.

Le produit libre * fait de Q, tout comme de gr, une categorie monoi'dale

symetrique, et les foncteurs i et i sont monoidaux. Le groupe trivial 0, unite de

cette structure, est egalement objet initial de Q. En particulier, pour tous objets A

et B de Q, on dispose d'un morphisme canonique A — A* B, qui est

equivariant relativement aux actions tautologiques de Aut(/1) et Aut(A * B) et au

monomorphisme de groupes canonique Aut (A) —>• Aut (A * B). Par consequent, si

F est un objet de Fct((5, k-Mod), on dispose de morphismes naturels

tf*(Aut(Z*n); F(Z*")) f/*(Aut(Z*m); F(Z*m))

pour n < m (plonger Z*" dans Z*m par l'inclusion des n premiers facteurs); la
colimite de ces groupes lorsque n parcourt N est appelee Homologie stable des

groupes d'automorphismes des groupes libres ä coefficients tardus par F. On

dispose par ailleurs de l'homologie H*(Q\ F) de la categorie Q a coefficients dans F ;

les inclusions des sous-categories pleines reduites ä l'objet Z*" dans Q permettent
de definir un morphisme naturel de l'homologie stable dehnie precedemment vers
H*(G\ F). Pour F constant, cette homologie est triviale car Q a un objet initial. Par

consequent, le morphisme naturel dehni precedemment ne saurait etre, en general,
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un isomorphisme. Pour contourner cette difficulte, on considere plutöt 1'homologie

//*(£ x Goo; F), ou Goo ;= colim Aut (Z*n), qui constitue en fait un abus de
«6N

notation pour //„(G x G0c; n* F) oil Ü ; Q x Goo — G est le foncteur de projection
(autrement dit, on fait agir le groupe Go0 trivialement sur le foncteur F) : il existe

egalement un morphisme naturel de 1'homologie stable de groupes ä coefficients
dans F vers H*(G x Go0: n*G), obtenu cette fois-ci en prenant la cohmite des

morphismes induits par les foncteurs Aut (Z*n) -> G x Goo dont la composante vers
G est la meme que precedemment (inclusion pleinement fidele d'image Z*n) et la

composante Aut (Z*n) —s G^ est le morphisme canonique.
Des resultats generaux des deux premieres sections de [6] on tire la proposition

suivante :

Proposition 4.4. Pour tout foncteur F Ob Fct(G. k-Mod), le morphisme naturel

colim //„(Aut (Z*n)\ F(Z*")) -> //„(£ x G^; F)
n 6N

de k-modules gradues, ou le groupe G00 colim Aut (Z*n) opere trivialement sur
neN

F, est un isomorphisme.

Demonstration. On note les trois proprietes suivantes :

(1) tout objet de G est isomorphe au produit Iibre d'un nombre fini de copies de

Z;
(2) pour tous objets A et B de G, le groupe d'automorphismes Aut(ß) opere

transitivement sur G(A, B). En effet, si (u. H) et (v, K) sont deux

morphismes A —» B de G, les isomorphismes de groupes B^A*H~A*K
entrainent H ~ K et procurent done un automorphisme tp de B tel que
tp(H) K et <p o u v, de sorte que tp o (u. H) (v, K).

(3) Pour tous objets A et B de G, le morphisme canonique du groupe Aut(Z?)
vers le stabilisateur du morphisme canonique A —>• A * B de G sous Paction
de Aut (A * B) est un isomorphisme. Cela decoule de ce que ce stabilisateur
est 1'ensemble des automorphismes tp du groupe A * B qui coincident avec
l'identite sur A el tels que tp(B) B.

Ces conditions impliquent formellement, d'apres [6] (ou la proposition 1.4 de

[51. qui en reprend les resultats), la proposition.

En utilisant les resultats remarquables de Galatius (cf. [13]) sur 1'homologie de

Goo et la formule de Künneth, on en deduit par exemple :

Corollaire 4.5. Lorsque k est un corps, on dispose d'un isomorphisme naturel

colim //„(Aut (Z*n): F(Z*n)) ~ H*(G\ F) ® //„(6«tk).
neN
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Pour k Q, le morphisme naturel

colim //*(Aut (Z*n); F(Z*n)) HAG: F)
n eN

est un isomorphisme.

5. Algebre homologique dans la categorie gr

La categorie Fct(gr, k-Mod) se prete ä des calculs d'algebre homologique, et

ce de fagon beaucoup plus aisee que les categories Fct(A-mod, A-Mod), meme
lorsque A est l'anneau des entiers ou un corps fini, ou les premiers calculs non
triviaux s'averent dejä delicats (cf. [11J et [10] respectivement). Cela tient au

fait remarquable, clef de voüte du present travail, que le foncteur d'abelianisation
o e Ob Fct(gr, k-Mod) possede une resolution projective explicite, donnee par
la resolution barre. Ce fait apparatt dans le travail [21] de Jibladze et Pirashvili.
Avant de donner explicitement cette resolution, introduisons une simplification de

notation. Pour tout entier naturel n, on designe par Pn le foncteur projectif P%*„.
Ainsi, Pn(G) ~ k[G"] canoniquement. Comme la categorie gr possede des sommes
finies, on dispose d'isomorphismes P, <S> Pj — Pi+j, d'oü P„ ~ P®" oü P P\.

Proposition 5.1 (Cf. [21], proposition 5.1). Le foncteur a possede une resolution

projective :

ou la transformation naturelle dn : Pn + \ Pn est donnee sur le groupe G par
1'application lineaire k[G" + 1] —s k[G"] telle que

dn(\gl g« + l]) [g2 gn + l]
n

+ • • -g'~U Sigi + \-gi+2, .gn+\\ + (-1)" + 1L?1 gn\
1 1

pour tout (g! gn +1) e Gn + X.

Demonstration. La suite de foncteurs de l'enonce, evaluee sur un groupe G, n'est
autre que la resolution barre sur ce groupe (dont on a tronque le degre 0). Elle calcule
done fonctoriellement l'homologie reduite de G a coefficients dans k. La conclusion
resulte done de ce que l'homologie reduite ä coefficients dans k d'un groupe fibre est
naturellement isomorphe ä son abelianisation tensorisee par k concentree en degre 1.



46 A. Djament and C. Vespa CMH

En tensorisant cette resolution par un projectif Pr, on en deduit:

Corollaire 5.2. Soient X e ObFct(gr0/Mk-Mod) et r e N. Les groupes de torsion
Tor*r( A. a (& I'r) sont isomorphes ä l'homologie du complexe :

> X(n + r + 1) X(n + r) -* > X(r + 2) X(r + 1)

(on s 'autorise ä noter X(i) pour X(Z*1)) ou

n

8n X(an'r) + £(-1 )'X{bn/) + (-l)n+lX(cn'r),
(=i

les morphismes an'r,b"'r,cn'r : Z*r+n —> Zfir+n+l etant donnes, via 1'identification

gr(Z*r+n,Z*r+n + 1) ~ (Z*r+n+l)n+r, par:

an'r (e2 en+r+i)

b"'r {e\ e,_1,^^ + 1,^+2 en+r+i)

C — (ei. n, +

ou (cq,..., en+r+1) designe la « base » tautologique de Z*r+" + 1.

Remarque 5.3. Au lieu de la construction barre, on peut utiliser la construction barre
reduite (ou normalisee). Cela fournit une resolution projective de a de la forme
suivante :

p®n-\-1 ^ p®n ^ ^ p

On en deduit en particulier Torfr(A, o) 0 lorsque X est un foncteur polynomial
de degre inferieur ou egal a /. Une propriete analogue vaut pour les groupes
d'extensions; notamment, on voit que Ext*r(a, a) est reduit ä Ik concentre en degre
0. Ces groupes d'extensions sont des analogues pour la categorie gr des auto-
extensions du foncteur d'inclusion de Fct(/l-mod, A-Mod), qui s'identifie ä la

cohomologie de Mac Lane de A. Celle-ci est difficile ä calculer (cf. les references

[10J et [11] precitees), meme pour les corps, hormis dans le cas de la caracteristique
nulle, oü Ton peut egalement s'appuyer sur la resolution barre.

Neanmoins, cette Variante reduite n'est pas tres adaptee ä nos considerations
ulterieures sur la categorie gr.

Le corollaire 5.2 constitue la base du critere d'annulation homologique abstrait
suivant.
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Proposition 5.4. Soit X e Ob Fct(gro;), Ik-Mod) unfoncteur tel qu 'existe, pour tous

objets A et T de gr, une application lineaire £(/l, 7") : X(A) —> X(T * A) verifiant
les proprietes suivantes :

(1) pour tous ip : A —>• B et T dans gr, les composees

x(<p) HXT)
X(B) —-> X(A) X(T * A)

et
HB,T) X(T *<p)

X(B) - X(T * B) % X(T * A)

coincident;

(2) la composite
£(A,T) X(u(A,T))

X(A) - X(T * A) X{A)

est I'identite, oil u(A, T) : A —»• T * A est I'inclusion canonique;

(3) etant donnes ip : A —> B, T et x : T —>• T * B dans gr de sorte que le

morphisme 6 :T*B^>T*B egal ä I'identite sur B et ä x sur T soit un

isomorphisme, si I'on note \jt : T*A^T*Ble morphisme de composantes
(p u(B,T) r

A —> B »• T * B et T T * B, alors les composees

X(<p) %(A,T)
X(B) —-> X(A) X(T * A)

et
X(i/r)

X(B) > X(T * B) —^4 X(T * A)

coincident.

Alors Tor*r( V, a ® Pr) — 0 pour tout entier r.

(Remarquer que la premiere propriete est un cas particulier de la troisieme, mais

il nous est plus commode pour la suite de les differencier.)

Demonstration. Pour tout entier n > 0, posons

hn ${Z*n+r, Z) : X(n + r) -> X(n + r + 1).

Grace au corollaire 5.2, il suffit de prouver la relation d'homotopie 8nhn +
hn^x8n-\ Idx(n+r) Pour tout entier n > 0 (ä lire 8\h\ Id pour n 1).

Celle-ci decoule des identites suivantes :

(1) X(a"-r)hn IdX(n+r);
(2) X(bn/)h„=h„-lW"1'');
(3) X(b"+x)h„ hn_iX(b"~l,r) pour 1 < / < n — 1 ;

(4) X(c"'r)hn hn-,X{cn-1')
qu'on montre maintenant.
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La premiere egalite provient de la deuxieme hypothese sur les morphismes f, du

fait que a"'r u(Z*"+r.Z).
La troisieme (resp. quatrieme) egalite provient de la premiere hypothese sur les

morphismes £, puisque b"p{ Z * b"'r (resp. cn'r Z * c"~1'r).
Pour la deuxieme egalite, on applique la troisieme hypothese sur les £ avec

<p an~Ur M(Z*"+r_1,Z) : z*"+r_1 -)• Z*n+r et T Z, en prenant pour
r : Z —> Z * Z*n+r z*'1+r+l le morphisme donne par 1'element ciC2 du but. La
condition d'inversibilite de 6 est clairement verifiee (c'est un generateur canonique
du groupe des automorphismes de Z*"+r+1), et \[f n'est autre que b"'r. Cela termine
la demonstration.

6. Comportement homologique du foncteur / : Q —> gr sur les foncteurs
polynomiaux

La proposition 4.4 et le corollaire 4.5 montrent l'interet de savoir calculer des

groupes d'homologie H*(Q: F), mais ceux-ci ne sont pas accessibles directement.
La section precedente suggere de transiter par la categorie plus usuelle gr pour mener
ä bien certains de ces calculs.

D'un point de vue formel, le foncteur / : Q -> gr induit, pour tout F e

ObFct(gr. k-Mod), un morphisme naturel H*(Q:i*F) —» //*(gr: F). Ce dernier

groupe est reduit ä F(0) concentre en degre nul, puisque le foncteur constant k
aw-OP

sur grop, egal ä Pq (puisque 0 est objet final de gr), est projectif et represente
revaluation en 0. On va voir que ce morphisme est en fait un isomorphisme Iorsque
F est polynomial. Pour cela, on considere la suite spectrale de Grothendieck associee

ä la composee

Fct(gop, k-Mod) X Fct(grop, k-Mod) k-Mod

oil /1 est l'extension de Kan ä gauche du foncteur i, qui prend la forme suivante (cf.

par exemple [5], appendice A. 1, Remarque A.2) :

Epq Torv(Lq, F) => Hp+q(Q:i*F) (6.1)

oil Lq : grop —> k-Mod est le foncteur associant ä I'objet A de gr le <y-eme groupe
d'homologie de la categorie Q[A\ definie comme suit:

Definition 6.1. Soit A Obgr. On note Q[A\ la categorie dont les objets sont les

couples (B, f) formes d'un objet B de Q et d'un element / de gr(/Li(ß)), les

morphismes (B, /') ->• (B'. /') etant les morphismes u : B —> B' de Q tels que

f i(u) o f e gr(/l, i(B')).
Nous montrons, dans la suite de cette section, que la deuxieme page de cette suite

spectrale est nulle Iorsque F est un foncteur polynomial reduit.
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Soit T e Ob gr, i etant monoidal, on a un foncteur : T * — : Q -> Q qui induit
un foncteur Q[A\ —> Q[T * A\.

Lemme 6.2. Pour tout entier naturel r, on a :

Tor|r(L., a ® Pr) — 0.

Demonstration. Par la proposition 5.4 (dont on conserve les notations), il suffit de

verifier que les applications lineaires

%(A, T) : L,(A) L,(T * A)

T*-
induites en homologie par les foncteurs 3 [A] > Q[T * A] satisfont les trois

proprietes de l'enonce sus-cite.

La premiere propriete provient de ce que les morphismes

L.(<p) %(A,T)
L.(B) -—4 L,(A) —L.(T * A)

et
£(B,T) L.(T*<p)

L.(B) — 4 L.(T * B) ——G L,(T * A)

sont induits par les foncteurs Q[B\ -> Q[T * A\

(G e Ob Q, f £ gr(B,iG)) )-> (T * G,T * (A B iG))

et

(G e ObQ,f e gr(BJG)) (T *G,T * A T * B T * iG)

respectivement, qui sont egaux.
Pour la deuxieme, on note que la composee

t(A,T) L.(u(A,T))
L.(A) —> L.(T * A) —— L.(A)

est induite par l'endofoncteur

/ X / U(A,T) T*f
(G e Ob <3, f e gr(4,/G)) ^ (T * G.A T *A T * iG))

de 3[A], Comme le diagramme

A
U(A'T)

- T * A

f T*f
u(iG,T)

i G > T * iG
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commute, le morphisme naturel G —> T * G de Q induit une transformation naturelle
de l'identite de Q[A] vers ce foncteur. Par consequent (cf. [28]), celui-ci induit
l'identite en homologie.

Venons-en ä la derniere propriete. Les composees

X(<p) S(A,T)
L.(B) —-U L,(A) —_4 L.(T * A)

et
HB.T) L.(ir)

L.(B) — A L.(T * B) —-4- L.(T * A)

qui nous interessent sont induites par les foncteurs Q[B] —> Q[T * A]

(G e Ob £7,/ e gr(B,iG)) (T * G,T * A T * B —t* T * iG))

et

(G eOb g,f egr(B,iG)) (T * G,T * A T * B T * iG)

respectivement. Le morphisme de groupes T * G —> T * G dont les composantes
r T*f u(G,T)

sont T —>• T * B > T * G et G > T * G est un isomorphisme (son inverse
r' T*f

est le morphisme de composantes T —»• T * B > T * G, oü r est la composante
T T * B de l'inverse de l'automorphisme 6, et n(G, 7")), c'est done aussi un

automorphisme de T * G dans la categorie Q, automorphisme que nous noterons

yc- La conclusion provient alors des deux observations suivantes :

(1) le morphisme yg est naturel en G 6 ObQ (il suffit pour le voir d'ecrire ce

que sont les morphismes dans Q[B]);

(2) il fait commuter le diagramme

T T*f _T * A V T * B —T * G

YC

T*f
^

T*B—J-^T*G

de gr, de sorte qu'il definit une transformation naturelle entre nos deux
foncteurs Q[B] —> Q[T * A], qui induisent done la meme application en

homologie.

Nous avons egalement besoin du resultat suivant, totalement independant des

considerations precedentes (il n'utilise que les resultats de structure de la premiere
section sur les foncteurs polynomiaux).
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Proposition 6.3. Soit X £ ObFct(gr0/7, k-Mod) tel que

Toif(X. o ® P„) 0

pour tout n £ N. Alors
Torf (AT, F®G) 0

pour tout F e ObFct(gr, k-Mod) polynomial reduit (i.e. tel que F(0) 0) et tout
G £ Ob Fct(gr. k-Mod).

Demonstration. La formule des coefficients universels (cf. par exemple [33], th. 3.6.1)
montre qu'il suffit de traiter le cas oil k est un corps, ce qu'on suppose desormais.

Ainsi, le produit tensoriel est exact en chaque variable.
On commence par montrer que

Torf(V,a<g>G) 0 (6.2)

pour tout G £ ObFct(gr, k-Mod). Cela decoule de l'hypothese, de ce que G

possede une resolution par des sommes directes de projectifs Pn et de la suite

spectrale d'hyperhomologie associee (on renvoie ä [33], § 5.7 pour ce qui concerne

l'hyperhomologie).
On etablit maintenant par recurrence sur d £ N 1'assertion suivante : pour tout

F £ Ob Fct(gr, k-Mod) polynomial reduit de degre inferieur ou egal ä d et tout
G £ Ob Fct(gr. k-Mod), on a Torf (A. F ® G) 0.

Pour d 0 1'assertion est vide, on suppose done d > 0 et le resultat demontre

jusqu'en degre d — 1. Soit F polynomial reduit de degre au plus d, notons M le

k[6rf]-module crd(F) : d'apres le corollaire 3.4, le noyau N et le conoyau C du

morphisme naturel a</(M) <8) M —> F sont de degre au plus d — 1. Ainsi,

Torf (X. N ® G) et Torf (X, C <8> G) sont nuls pour tout G, par l'hypothese de

recurrence. II s'ensuit que la nullite de Torf (A, F ® G) est equivalente ä celle de

Torlr(X.ad(M) ® G).
Celle-ci est acquise lorsque M est un k[©^]-module libre, car alors aj(M) est

somme directe de copies de a®d, et

Torf (X, a®d ® G) Torf (X. a ® (a®d_1 ® G)) 0

par (6.2).
Considerons, dans le cas general, une resolution libre L, —> M du k[6^]-

module M et notons H. l'homologie du complexe ctj(L.) —> aj(M) de Pol^(gr).
Comme le foncteur canonique nj : Polt/(gr) -> Pol^CgrJ/Pol^-i(gr) est exact,
l'homologie de l'image par 114 de ce complexe s'identifie ä jid(H,). Mais comme
le foncteur

k[6rf]-Mod Pol^gr) PoIrf(gr)/Polrf_1(gr)
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est une equivalence de categories d'apres le theoreme 3.2, done en particulier un
foncteur exact, l'exactitude de L, —> M implique que jt^(//.) 0. Autrement dit,
le foncteur gradue //. est de degre au plus d — 1. Comme il est egalement reduit,
l'hypothese de recurrence montre que

Torf (A\ H. 0 G) 0

pour tout G.
L

On en deduit que l'hyperhomologie X 0 (a</(L.) 0 G) est isomorphe ä
gr

Torf (A, ad(M) 0 G), par l'une des suites spectrales d'hyperhomologie asso-
ciees. L'autre suite spectrale d'hyperhomologie associee a pour premiere page
Torf (X, a^(L.) 0 G), qui est identiquement nul par ce qu'on a vu plus haut, parce

que les L, sont libres.
Par consequent, Torf (A, a^iM) 0 G) et done Torf (A, f0G) sont nuls, ce qui

acheve la demonstration.

Nous pouvons desormais demontrer le resultat principal de ce travail.

Theoreme 6.4. Soient F et G des foncteurs de Fctfgr, k-Mod); on suppose F
polynomial et reduit. Alors

colim HAAut (Z*n); (F 0 G)(Z*")) 0.
neN

Demonstration. Le lemme 6.2 et la proposition 6.3 montrent que

Torf (L., F 0 G) 0.

La suite spectrale (6.1) permet d'en deduire la nullite de H*(Q\i*(F 0 G)), qui
entraine celle de HAQ x G00: i*(F 0 G)) par la formule de Künneth. On conclut
alors par la proposition 4.4.

Rappelons que, dans le cas crucial ou les coefficients sont tordus par le foncteur
d'abelianisation a, ce resultat (e'est-a-dire colim //*(Aut (Z*n); a(Z*")) 0) a ete

n eN
anterieurement obtenu par Hatcher-Wahl dans [18] (et son erratum [19]) par des

methodes completement differentes qui permettent egalement d'obtenir une borne
de stabilite homologique explicite. Dans le cas des degres homologiques 1 et 2, ce

resultat a ete aussi obtenu par Satoh dans [30] et [31] (avec une borne de stabilite
meilleure que celle de [18]), suivant une approche differente de celles d'Hatcher-
Wahl et du present article.

Rappelons egalement que le theoreme 6.4 peut s'obtenir pour toutes les

puissances tensorielles du foncteur d'abelianisation par des methodes geometriques
analogues ä celles du travail d'Hatcher-Wahl susmentionne : Particle [17] d'Hatcher
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et Vogtmann (et son erratum [15J avec Wahl) entrame facilement ce resultat (avec
de plus un resultat de stabilite homologique), comme l'a note Randal-Williams
dans [29] (proposition 1.3). Rationnellement (i.e. pour k Q), on peut en

deduire facilement le resultat pour tous les foncteurs polynomiaux reduits (i.e. le

theoreme 6.4 pour G constant—le corollaire 1.4 de [29] en donne un cas particulier),
en utilisant la structure des foncteurs polynomiaux et le caractere semi-simple des

representations rationnelles des groupes symetriques, mais (meme pour G constant)
le theoreme 6.4 ne semble pas pouvoir s'obtenir facilement par ces methodes

lorsqu'on travaille sur k Z.

7. Comportement homologique en degre 1 du foncteur l : Qop —> gr sur les

foncteurs polynomiaux

La comparaison de I'homologie de Q et de gr"7' via le foncteur i, ä coefficients
dans un foncteui (meme polynomial) F sur grop, ne fonctionne pas de la meme

taijon qu'avec le foncteur i : H*(grop, F) est toujours reduit a F(0) concentre
en degre nul (puisque 0 est objet initial de gr), mais l'annulation ne subsiste plus

pour I'homologie de //*(Q\i* F). Pour l'instant, les auteurs ne savent pas comment
calculer ces groupes d'homologie des foncteurs. Toutefois, on peut resoudre le

Probleme d'une maniere differente, plus directe, pour le degre homologique 1 (en

degre homologique nul, le morphisme qu'induit i est toujours un isomorphisme), au

moins pour un foncteur polynomial se factorisant par le foncteur d'abehanisation

gr ab.

Remarque 7.1. Cette situation contraste avec celle qu'on rencontre pour les groupes
lineaires. Soit en effet un foncteur F abop —» Ab, notons G : ab —> Ab le foncteur
obtenu en precomposant F pai la dualite Homz(—,Z) : ab —>• abop. Pour tout
entier n, l'automorphisme involutif ^ 'g_1 de GL„(Z) induit un isomorphisme

H*(GLn{l)\F(Z")) —> H*(GLn(Z)\ G(Z")) (et ces isomorphismes, lorsque n

vane, sont compatibles aux applications de stabilisation), de sorte que I'homologie
stable des groupes lineaires sur Z a coefficients dans F s'identihe ä I'homologie
stable de ces groupes ä coefficients dans G. On ne peut pas etendre ce raisonnement
aux groupes d'automorphismes des groupes libres parce que Fautomorphisme
g i-» 'g-1 de GL„(Z) ne se releve pas en un automorphisme de Aut(Z*") pour
la projection canonique Aut(Z*") GL„(Z).

Le resultat qui suit est essentiellement present dans le travail [22] de Kawazumi
(voir la fin de sa section 6), avec l'hypothese que les coefficients sont des Q-espaces
vectonels (et sans le langage des categories de foncteurs). Notre demonstration suit
celle de Kawazumi, hormis pour les arguments d'annulation pour lesquels nous
invoquons des resultats sur I'homologie des foncteurs.
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Proposition 7.2. Soil F : ahop Ab un foncteur polynomial reduit. II existe un

isomorphisme naturel

colim H\(Aut (Z*n); F(Znj) ~ F <g> Id
«SN ab

oü Aut(Z*") opere sur F(Zn) via la projection sur GLn(Z) ef Id : ab — Ab
designe le foncteur d'inclusion.

Demonstration. Notons IA(G), pour G un groupe libre, le noyau de l'epimorphisme
Autgr(G) -» Autab(Gfli)) induitparl'abelianisation. Le theoreme 6.1 de [22] procure
un isomorphisme Autab(Ga/,)-equivariant

HX{IA{G)) ~ Ab(Gai, F2{Gab))

oü A2 designe la deuxieme puissance exterieure.
La suite exacte ä cinq termes (cf. par exemple [33], § 6.8.3) associee ä l'extension

de groupes
1 -> IA(G) —x Autgr(G) -* Autab(Gafe) 1

fournit done une suite exacte

colim H2(GLn(Z); F(Z")) -> colim //0(GLB(Z);F(Z") ® Ab(Z", A2(Z")))
«SN «SN v '

-> colim//i(Aut (Z*");F(Z")) colim Hx (GL„(Z); F(Z")).
«SN «SN

En effet, conime Aut(Z*") agit sur F(Z") via la projection sur GLn{Z),
IA{Z*n) agit trivialement sur F(Z"), d'oü H0(lA(Z*ny F(Z")) F(Z") et

//0(GLb(Z); Hx(IA(Z*ny F{Z"))) H0{GLn(Z); //i(/Al(Z*")) ® F(Z")).

Par un theoreme de Betley (cf. [1], theoreme 4.2) et la remarque 7.1 on a :

colim //*(GL„(Z); F(Zn)) 0 quand F est un foncteur contravariant polynomial
«SN

reduit.
Par ailleurs, d'apres un cas particulier facile du theoreme de Scorichenko1

etendant le resultat de Betley, on a, pour un bifoncteur B : ab0^ x ab ^ Ab,
un isomorphisme naturel :

colim H0(GLn(Zy, B{Z",Zn)) ~ Z[nbop] <g> B.
n SN v

nb^xab

En appliquant ce resultat au bifoncteur B defini par

B(U, V) F(U) ® Ab(G, A2(L))
1 Cf [32], ou [5] pour une reprise publiee de ce resultat Mais le cas de degre nul dont on a seul

besoin ici est beaucoup plus simple sa demonstration ne necessite aucun resultat subtil d'annulation en

homologie des foncteurs
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qui est naturellement isomorphe ä (F 8 Idv) Kl A2 (oü IE1 designe le produit tensoriel
exterieur et l'exposant v la dualite des groupes abeliens libres) et en utilisant
l'isomorphisme classique de groupes abeliens

Z[abop] 8 ((F8ldv)KI A2) ~ (F 8 Idv) 8 A2
abö^xab ab

on obtient un isomorphisme naturel

colim Ho(GLn(Z); F(Z") 8 Ab(Z", A2(Z"))) ~ (F <g> Idv) 8 A2 ;

neN ab

il s'agit done de montrer que ce groupe est isomorphe ä F 8 Id.
ab

Le foncteur gradue puissance exterieure A* (A')16n etant exponentiel (i.e.
il transforme sommes directes en produits tensoriels, au sens gradue), on a un

isomorphisme naturel de groupes abeliens gradues :

Tor*(F 8 Idv, A2) 0 Tor*(F, A') 8 Tor*(Idv, A2) (7.1)

i+J=2

(cf. par exemple [8], proposition 1.4.22). Comme Tor0(F, A°) F(0) 0 et

Tor0(Idv, A0) 0, on deduit de (7.1) l'isomorphisme :

(F (8 Idv) 8 A2 Tor0(F 8 Idv, A2) Tor0(F, Id) 8 Tor0(Idv, Id)
ab

(F 8 Id) 8 (Idv 8 Id).
ab ab

Or le groupe Idv 8 Id est isomorphe ä Z. En effet, comme le foncteur Id est un
ab

quotient de F|b, en appliquant le foncteur Idv 8 —, exact ä droite, on obtient une
ab

suite exacte :

Idv 8 P£b -> Idv 8 Id - 0.
ab ab

En utilisant l'isomorphisme Idv 8 F|b ~ Z, on montre que Idv 8 Id ~ Z.
ab ab

Remarque 7.3. Alors qu'elle ne fournit qu'un resultat tres partiel, la demonstration
de la proposition precedente utilise beaucoup plus de resultats de theorie des groupes
que celle du theoreme 6.4 : 1'identification de l'abelianisation des sous-groupes
IA des automorphismes des groupes libres necessite par exemple (cf. [22]) la

connaissance d'un « bon » ensemble de generateurs de ces groupes. Celle-ci est
ancienne (eile remonte aux travaux de Magnus des annees 1930), mais absolument
pas immediate; notre demonstration du theoreme 6.4 ne necessite meme pas la

2. Cet article parle de groupes d'extensions; la propriete analogue en termes de groupes de torsion
est encore plus facile, a lortion le seul degre nul dont on a ici besoin.
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connaissance d'un ensemble de generateurs des automorphismes des groupes libres
Cela illustre la puissance des methodes d'homologie des foncteurs

Satoh (cf [30] et [31 ]) a utilise la structure fine des groupes d'automorphismes
des groupes libres ä des fins homologiques II montre notamment les resultats

suivants //, (Aut(Z*"), Z") 0 pour i — 1 et n > 4, ou i 2 et n > 6 (ce

qui redonne un cas particulier du theoreme 1 pour le foncteur d'abeliamsation),
H\(Aut(Z*"), (Z")v) ~ Z pour n > 4 (ce qui redonne l'assertion de la proposition

7 2 pour le dual du foncteur d'abeliamsation) et //2(Aut(Z*"); (Z")v) 0 pour
n > 6 L'avantage de ces methodes est d'obtenir egalement des bornes de stabilite
et certains calculs instables (i.e pour n petit), mais ll semble tres difficile d'obtenir
de la sorte l'annulation homologique stable en tout degre homologique, meme en se

cantonnant aux coefficients tordus par le foncteur d'abeliamsation

Outre etendre la proposition 7 2 au cas du degre homologique superieur ä 1 en

trouvant un cadre fonctoriel approprie, une question tres naturelle est de comprendre
la situation plus generale des bifoncteurs sur gr, i e d'etudier le comportement

„ 0"pa)
homologique du foncteur y > gr"p x gr ä coefficients polynonnaux En

effet, d'une part, la situation connue pour les groupes lineaires (cf les travaux
de Sconchenko susmentionnes) conduit ä cette question; d'autre part, Kawazumi
a introduit dans [22] (section 4) des classes de cohomologie tordues par des

bifoncteurs—provenant en fait de bifoncteurs sur ab via l'abelianisation
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