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Esquisse d'une theorie de Fequerre
1. L'equerre du dessinateur est un triangle rectangle materiel; celle du mathemati-

cien est un angle materiel, qui peut etre droit ou pas.
2. Pour obtenir une precision satisfaisante de ses trac6s, le dessinateur n'utilise

l'equerre que dans les deux Operations suivantes, que nous appellerons ordinaires:
placer un cöte de l'equerre sur une droite donnee et un cöte de l'equerre £tant
applique contre une regle, glisser Fequerre le long de la regle, de facon ä faire
passer le second cöte par un point donne.
Si l'on se borne ä ces deux Operations, l'equerre permet de mener par un point

donne la parallele ä une droite donnee et de construire une droite faisant avec une
droite donnee un angle donne fixe, celui de l'equerre. En combinant ces deux Operations,

on peut construire une paire de triangles isoceles de meme base donnee; leurs
sommets determinent une perpendiculaire ä la base. Une equerre d'angle quelconque
permet donc le trace de perpendiculaires.

Puisqu'on peut mener des paralleles, il est possible de reporter un segment donne
sur une parallele ä son support, et, par repetition, sur le support lui-m&me; l'origine
du nouveau segment peut §tre donnee.

Le fait de pouvoir mener des perpendiculaires permet la construction de deux
angles egaux adjacents, donc celle d'un multiple entier quelconque d'un angle donne\
On peut encore determiner le centre d'un cercle trace ou donne par trois points.

On sait1) que les constructions precedentes sont realisables avec la regle seule si

l'on donne dans le plan un parallelogramme et deux angles droits distincts, c'est-
ä-dire de cötes obliques Tun sur l'autre, ou si l'on donne deux rectangles non paralleles.

Le report general d'un segment est irrealisable dans les deux cas. La geometrie
des Operations ordinaires de l'equerre est donc identique ä celle de la paire de

rectangles distincts.
Remarquons que dans ce qui precede, il n'est fait aucun usage du sommet de

Fequerre.
3. Supposons que 1'angle donne de l'equerre soit egal ä 45°. La bissectrice de tout

angle droit et un carre sont constructibles. La geometrie de l'equerre ordinaire ä 45°
est donc identique ä la geometrie du carre de Steiner2). Si l'equerre est ä 60°, on
a une geometrie de l'hexagone regulier peu differente de celle du carr6.

Ce qui precede montre que, en limitant l'emploi de Fequerre aux deux Operations
ordinaires, la puissance d'une Equerre ä 45° ou ä 60° est sup&rieure k celle d'une

l) Enriques, Questioni riguardanti le matematiche elementare, II, 3e Edition, p. 202.
a) Die geometrischen Konstruktionen, Erstes Kapitel, II C.
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equerre rectangle. Cette restriction tombe si l'on admet d'autres Operations. IJlle
subsisterait cependant pour une equerre d'angle egal ä n/1 par exemple.

4. Steiner a montre que toutes les constructions realisables avec la regle et le

compas le sont avec la regle seule si un cercle et son centre sont donnes. La donnee du
centre est indispensable. Elle devient inutile si ä la regle on ajoute une equerre,
puisque celle-ci permet la construction du centre du cercle circonscrit ä un triangle.

5. Aux Operations ordinaires, adjoignons la suivante, que nous appellerons le
glissement limite:

faire glisser un cöte d'une equerre le long d'une droite, de facon ä amener un point
fixe de ce cöte, distinct du sommet, en un point donne de la droite.
II est alors possible de construire la bissectrice d'un angle quelconque. Pour cela,

on effectue un glissement limite au sommet de l'angle et on mene une droite par
Fautre cöte de Fequerre; cette Operation etant faite sur les deux cötes de l'angle,
l'intersection des deux droites ainsi obtenues appartient ä la bissectrice.

On peut alors reporter un segment d'une droite sur une autre quelconque par
abaissement de perpendiculaires sur une bissectrice et effectuer la premiere construction

d'un triangle rectangle (les deux cathetes etant donnees). La premiere de ces
constructions revient ä determiner l'intersection d'un cercle avec un de ses diametres.
L'intersection d'un cercle et d'une droite quelconque n'est pas possible.

HilberT a montre1) que l'ensemble des Operations ci-dessus est equivalent aux
constructions realisables avec une regle et un transporteur de segments de longueur
fixe. Cette geometrie est dite parfois geometrie de Fempan. On ne lui ajoute rien en
autorisant le transport d'un segment quelconque, par une bandelette, une regle
graduee ou un compas ä pointes mousses, par exemple.

6. Enfin, aux Operations precedentes, on peut ajouter la suivante, que nous appellerons

Yinscription de l'equerre: faire passer les deux cötes de l'equerre par deux
points donnes et amener son sommet sur une droite donnee.

Le Heu du sommet est evidemment un cercle. L'inscription donne la Solution du
probleme de l'intersection d'une droite et d'un cercle de centre et de rayon donnes.
Soit en effet un cercle de centre C passant par un point A. Construisons la paire de
droites CM et CN inclinees sur CA de l'angle de l'equerre. Sur CM et CN, repor-
tons le rayon CA en M' et N'. Inscrivons Fequerre sur M', N' et la droite donnee.
Le sommet donne l'intersection cherchee.

Le second probleme du triangle rectangle (hypotenuse et une cathete donnees) est
desormais soluble. L'equerre, si l'on admet le glissement limite et l'inscription en plus
des deux Operations ordinaires acquiert la meme puissance que le compas ou ses

Äquivalents.
7. Deux equerres rectangles donnent la duplication du cube. II est facile de gene-

raliser: toute equation algebrique de degre n peut etre resolue graphiquement au
moyen de n — 1 equerres rectangles.

Cette proposition r^sulte immediatement du procede* de Lill2) pour la Solution
graphique des Equations alg6briques. Soit un Systeme de coordonnees rectangulaires.
Decrivons un carre de cötes paralleles aux axes et numerotons ses cötes dans un sens
donne: 0, 1, 2, Chaque cöte porte plusieurs numeros.

*) Grundlagen der Geometrie, § 36.
2) Resolution graphique..., Nouvettes Annales de mathdmatiques, 2® serie,VI et VII (1867/68).
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Soit un polynöme
t(x) a0xn + ax x"-1 + • •. + an.

Construisons le vecteur M0M1 de longueur a0, parallele au cöte 0 du carre, avec
conservation ou changement de sens suivant que a0 est positif ou negatif. Par Fex-
tremite Mx de M0MX, menons le vecteur MXM2, construit de la meme facon que le
precedent, mais relativement au coefficient ax et au cöte 1 du carre. Continuons de
meme jusqu'ä Mn Mn+1 relatif k an. On obtient une ligne polygonale rectangulaire
M0MxM2...Mn+1.

Pour voir si z est racine de f(x), menons par M0 une droite de coefficient angulaire
z; eile coupe le support de MXM2 en un point Zx, tel que M1Z1 aQz; on a
M2ZX a0z+ ax. Par Zx, menons la perpendiculaire ä M0ZX; eile coupe le support

de M2M3 en Z2 et on a MBZ2 a0z2+ axz + a2. Continuons de meme. On
obtient finalement un segment Mn+1Zn f(z). La ligne polygonale rectangulaire
M0ZXZ2... Zn est appelee Yorthogone relatif k f(x) et ä z. Si Mn+1 et Zn sont con-
fondus, Forthogone est ferme et f(z) 0.

En principe, Forthogone est realisable materiellement par une regle (ou un bord
d'equerre rectangle) placee suivant M0ZX et n — 1 equerres rectangles ayant leurs
sommets en Zx, Z2, Zn_x. Pratiquement, cela est malcommode et on opere avec
un transparent quadrille.

La Solution d'une equation irreductible de degre n n'exige pas necessairement n — 1

equerres; par exemple, par des Operations rationnelles et des racines carrees, on
ramene l'equation de degre 4 ä une equation cubique.

Dans ce qui precede, Forthogonalite des axes n'est pas essentielle ainsi qu'on le voit
en exprimant projectivement les relations entre les axes et les cötes de Forthogone;
des relations d'harmonicite s'introduisent ainsi ä la place de celles d'orthogonalite.

8. La theorie precedente possede un parallelisme remarquable avec celle de certains
corps de nombres, ainsi que le montre le tableau ci-dessous.

Operations de Vequerre Corps correspondants
Ordinaires Nombres rationnels
Ordinaires et glissement limite Nombres rationnels et racine carr£e de la

somme de deux carres
Ordinaires, glissement limite et inscrip- Nombres rationnels et racine carree de la
tion somme et la difference de deux carres
Equerres en nombre quelconque Nombres algebriques

La transcendance de n montre enfin Fimpossibilite de la quadrature du cercle au
moyen d'un nombre quelconque d'equerres. Paul Rossier, Geneve.

Sülle cubiche razionali
I teoremi sull'involuzione I\ in un campo binario da me recentemente stabiliti1)

si prestano immediatamente a svariate applicazioni particolarizzando il sostegno
(razionale) della I\ stessa. Cosl, ad esempio, supponendo tale sostegno una cubica

x) Vedasi: A. Longhi, Sülle involuzioni cubiche di 2a specie, Elemente der Mathematik, Bd. II, Nr. 2,
1947. Tale lavoro verrä in seguito citato con la semplice indicazione «i|».
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