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Eine einfache Berechnung der Mantelfliche
eines Drehkegelhufes

1. Einleitung

Wir betrachten einen (sich zwischen der Spitze und dem Grundkreis erstreckenden)
Drehkegel. Jede zur Kegelachse geneigte Ebene, welche nicht durch die Kegelspitze
geht und den Drehkegel trifft, zerschneidet ihn in zwei Teile. Derjenige Teil, der die
Kegelspitze nicht enthilt, heiBt Drehkegelhuf. In der vorliegenden Arbeit wird nun
gezeigt, wie man den Mantelinhalt eines Drehkegelhufes in einfacher und elemen-
tarer Weise berechnen kann.

Jede Kegelfliche 14Bt sich auf eine Ebene abwickeln. Wegen der Flichentreue
dieser Abbildung kann man die Inhaltsbestimmung irgendeines konischen Flichen-
teiles mittels der Verebnung auf die Quadratur eines ebenen Flachenstiickes zuriick-
fithren. Bei der rechnerischen Verfolgung dieses Gedankens ist es naheliegend, zu-
nichst die abgewickelte Begrenzungslinie des zu berechnenden Flichenteiles in Polar-
koordinaten mit einer geeigneten abgewickelten Mantellinie als Polarachse und der
Kegelspitze als Pol festzulegen und hierauf den Inhalt des verebneten Flichenstiickes
durch eine Integration zu ermitteln.

Der Drehkegel ist nun unter den Kegelflichen dadurch gekennzeichnet, daBl er
eine Boschungsfliache ist, da er in jedem seiner Punkte gegen die Grundkreisebene
die gleiche Neigung besitzt. Die einfachste Boschungsfliche ist die Ebene. Auch ein
Dach, dessen simtliche Dachflichen (gegen die Waagrechte) die gleiche Neigung
haben, kann als eine aus mehreren Ebenen zusammengesetzte « Béschungsfliche» an-
gesehen werden. Die einfachste krumme Boschungsfliche ist der Drehkegel.

Man kann den Flicheninhalt einer beliebig im Raume gelegenen ebenen Figur auch
erhalten, indem man den Flicheninhalt ihrer Normalprojektion auf irgendeine Ebene
durch den Kosinus des Neigungswinkels dividiert, den die Ebene der gegebenen Figur
mit der Projektionsebene bildetl). Dieser Zusammenhang 148t sich bei einem Dach
mit lauter gleich geneigten Dachflichen zu einer einfachen Berechnung der gesamten
Dachoberfliche benutzen. Gleichgiiltig wieviel Dachflichen vorhanden sind und wel-
che Gestalt die einzelnen Dachteile auch haben mogen, ergibt sich namlich die Ge-
samtoberfliche eines solchen gleichmiBig geneigten Daches einfach dadurch, daB
man die iiberdachte Grundfliche durch den Kosinus des Dachneigungswinkels divi-

1) Siehe diesbeziiglich das vortreffliche Buch: A. HEss, Trigonometrie filr Maschinenbauer und Elektro-
techniker, 12. Aufl. (Berlin 1947), S. 29, Nr. 21; ferner S. 30, Nr. 26 und 27.
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diert. Dieselbe Rechenvorschrift 14Bt sich nun zur Berechnung des Flicheninhaltes
von irgendeinem Stiick einer gekriimmten Boéschungsfliche ebenfalls anwenden.

Auf diese Weise kann man auch den in Rede stehenden Mantelinhalt eines Dreh-
kegelhufes am einfachsten berechnen. Dazu hat man also zunichst den Inhalt der
Normalprojektion des Kegelhufmantels auf die Ebene des Grundkreises (Grundebene)
zu ermitteln und dann diesen Fldcheninhalt durch den Kosinus des Boschungswinkels
der Kegelfliche zu dividieren. Wahrend die auf die Abwicklung der Drehkegelfliche
gegriindete Berechnung der Mantelfliche eines Drehkegelhufes eine Integration er-
forderlich macht, ist der im folgenden benutzte, auf die gleichférmige Béschung des
Drehkegels gestiitzte Rechnungsweg durchweg elementar.

2. Mantelinhalt desjenigen Teiles eines Drehkegels, der sich zwischen der Spitze
und einer beliebigen auf ihm gelegenen Ellipse erstreckt

Den Drehkegel, der dem konischen Mantelteil zugrunde liegt, wollen wir durch den
Halbmesser » des Grundkreises und die Linge s der Mantellinien festlegen. Fiir den
Winkel «, den die Mantellinien mit der Kegelachse einschlieBen (Achsenwinkel), ist
dann sin & = 7/s. Da die Normalprojektion der Mantelfliche eines Drehkegels auf die
Grundebene das Innere des Grundkreises bedeckt, so erhdlt man den Mantelinhalt
M, des Drehkegels nach dem vorhin angegebenen Verfahren, indem man den Flachen-
inhalt des Grundkreises durch den Kosinus des Neigungswinkels der Mantelfldche
gegen die Grundfliche oder durch den Sinus des Achsenwinkels dividiert:

2
Mlzgfn%znrs. (1)

Wir wollen nun auf die gleiche Weise die Flache M, desjenigen Mantelstiickes eines
Drehkegels ermitteln, der von der Spitze S und einem beliebigen elliptischen Schnitt !
begrenzt wird. In Fig. 1 wurde die Symmetrieebene dieses konischen Flachenstiicks
als AufriBebene und die Grundebene des Kegels als Grundriebene gewihlt. Die
Ebene der Ellipse sei durch die Entfernungen p und g (3 < $ < s) ihrer Hauptscheitel
von der Kegelspitze festgelegt. Der GrundriB des zu berechnenden Mantelteils be-
deckt das Innengebiet der GrundriBellipse /'. Thre Halbachsen seien @ und &. Dividiert
man den Fliacheninhalt 7z a b der GrundriB8ellipse durch den Sinus des Achsenwinkels,
so ergibt sich der Inhalt des gesuchten konischen Fliachenstiicks:

mab s

=—=mab—.
2 sin « v

Die halbe Hauptachse der GrundriBellipse /' ist

pt+qg . Pt4q
a=-"psina =75, (2)

Fiir den Abstand ¢ des Mittelpunktes M’ der GrundriBellipse vom Mittelpunkt S’
des Grundkreises findet man

Qe P—_q g p—q N
c=M'S"= 5" sina=r-"5-—". (3)
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Da S’ bekanntlich der eine Brennpunkt der GrundriBellipse ist, so ist ¢ ihre lineare
Exzentrizitit. Thre halbe Nebenachse betrigt somit

b=)a2—ct=)pgsina= —Z— V?q. (4)

lll

Fig. 1 Fig. 2
Fig. 1. Der von einer vollen Ellipse begrenzte Drehkegelhuf, dargestellt durch die Normalrisse auf seine
Symmetrie- und seine Grundebene.

Fig. 2. Der von einem Ellipsenbogen begrenzte Drehkegelhuf, dargestellt durch die Normalrisse auf seinc
Symmetrie- und seine Grundebene.

Mit Hilfe der Ausdriicke fiir @ und b erhilt man

- . +q -
My,==n jLZAQ— Vpgsina =mr “sz.;f]_ V' q. (5a)

Diese Formel geht fiir p = ¢ = s in den fiir M, gefundenen Ausdruck (1) iiber.
Es ist nun sehr naheliegend, an Stelle der Lingen ¢ und ¢ die Verhiltniswerte
4 q
<~ =u# und --=v (6)
einzufithren. Damit wird

My=ars 23" Yuo. - (5b)
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Setzt man p = s;, ¢ = s, und bezeichnet man mit 7, und 7, die Halbmesser der
Parallelkreise, welche durch die beiden Hauptscheitel der Ellipse ! gehen, so nimmt
damit die Formel (5a) die beiden folgenden Gestalten an, die der Formel (1) duBerlich
besser angepaBt sind:

1 +ry — 5+
My=n""2sisa=m)rn=5". (5¢)

3. Der Mantelinhalt eines Drehkegelhufes

a) Wir wollen nun den in der Einleitung angefiihrten Grundgedanken dazu verwen-
den, um den Mantelinhalt eines Drehkegelhufes in elementarer Weise zu berechnen.
Am einfachsten gelingt dies fiir den Mantel M, eines solchen Drehkegelhufes, der
zwischen dem Grundkreis und einer diesen nicht (in zwei reellen, getrennten Punkten)
schneidenden Ellipse / gelegen ist (Fig. 1):

M3=M1—M2=nr( 2L Ypq) (7a)

oder My = nrs(l—— u;—v]/uv). (7b)

b) Unserem eigentlichen Interesse begegnet erst die Bestimmung des Mantelinhalts
eines Drehkegelhufes, der von einem den Grundkreis des Drehkegels in zwei (reell)
getrennten Punkten U und V schneidenden Kegelschnittbogen / und seiner Zentral-
projektion aus der Kegelspitze auf die Grundebene des Kegels begrenzt wird. (Siehe
Fig. 2, 3 und 4.)

Die Ebene des Kegelschnittes kann man dann wieder durch die Entfernungen
und ¢ (¢ < s) seiner beiden Hauptscheitel von der Kegelspitze festlegen. Man kann
dazu aber auch den Abstand d (— 7 < d < 7) des Grundkreismittelpunktes von der
geradlinigen Kante UV des Kegelhufs und die Abmessung ¢ (0 < e < s) der lingsten
auf dem Kegelhuf verlaufenden Erzeugenden, oder schlieBlich auch den Abstand 4
und den Winkel 8 zwischen der Kegelachse und der Ebene des Kegelschnittes be-
nutzen.

Die drei Fille, daB / ein Ellipsen-, Hyperbel- oder Parabelbogen ist, werden im
folgenden gesondert behandelt. Wir beginnen mit der Berechnung des Mantelinhaltes
M, eines von einem elliptischen Bogen begrenzten Drehkegelhufes und nehmen zu-
nichst an, daB die Ebene des Ellipsenbogens durch p und g (g < s < ) bestimmt sei.

Die Formeln (2) bis (4) driicken bereits die Halbachsen a, b und die lineare Exzen-
trizitdt ¢ der GrundriBellipse durch p, ¢, und s aus. Um auch den Abstand 4 der
geraden Hufkante UV vom Mittelpunkt S’ des Grundkreises auf diese Weise darzu-
stellen, benutzen wir den NormalriB auf die Symmetrieebene des Kegelhufes (Fig.2).
Wenden wir auf das vom Kegelumrifl gebildete Dreieck PQS und die Transversale
" den Satz von MENELAUS an, so erhalten wir die Beziehung

r+d s—gq (4
r—d q 'pws
2p9—-(p+qs
d=7r 9)
ergibt. ®-q)s

aus der sich
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Fiir den Abstand der geraden Hufkante UV vom Mittelpunkt M’ der GrundriB-
ellipse und die Linge y der halben Hufkante findet man dann

ptqg pHrg—2s
p—q 2s
Ll Va9 =), (1)
s P9

Der GrundriB My des zu berechnenden Kegelhufmantels bedeckt das Bogenzwei-
eck, das von dem am Kegelhuf auftretenden Kreisbogen und dem Grundri3 des an

ihm auftretenden Ellipsenbogens begrenzt wird. Die Fliche dieses Bogenzweiecks
148t sich in folgender Weise zerlegen:

M4 = Kreissektor S'UV + Viereck M'US'V — Ellipsensektor M'UV.,

Dafiir kann man mit Bentitzung der Formeln fiir den Fliacheninhalt des Kreis- und
Ellipsensektors?!) auch schreiben

x=c+d=v7

(10)

und P == ]/72 — d2

d
My = r?arccos — + ¢ y — a barc cos % (12)

Setzt man darin fiir 4, b, ¢, d, x und y die vorhin gefundenen, durch p, ¢, und s
ausgedriickten Werte ein und dividiert M} durch den Sinus des Achsenwinkels «,
so erhdlt man fiir den Mantelinhalt des von einem Ellipsenbogen begrenzten Dreh-
kegelhufs schlieBlich die durch die GréBen p, ¢, » und s dargestellte Formel:

29— P+ s
M, =rsarccos - F_q)s
Ay — — +g—2
+ 1? ]/jb gip—s)(s—gq) —r £ V;b g arccos ?—P‘QTS . (13a)

v —2

X [arccos 2u 3 ° [/ u v arc cos 3‘% } (13b)

rose. ’L'

Wird die Ebene des Ellipsenbogens durch 4 und e festgelegt, so werden wir zu-
nichst $ und ¢ durch 4 und e ausdriicken. Es ist

g=s-—e, (14)
und damit liefert (8) die Beziehung
(r—d) (s —e)
P=S 520 Zds (15)
Diese Werte fiithren schlieBlich zu der folgenden Formel fiir M,, in der nur die
GroBen 7, s, d und e vorkommen:

d (s —e)
M, =rsarccos 1,"+”y( Ze) — dsV2

—-d +d
r(s—e2r(s—e —ds]l/s[ysmu) PR arccos%_—él;. (13c)

1) Wegen einer einfachen Herleitung dieser Formel siehe A. REUSCHEL, Bestimmung des Flichen-
inhalts eines Ellipsen- und Hyperbelsektors auf abbildungsgeometrischer Grundlage, E1, Math. 3,1 (1948).
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Auch hier ist es wieder vorteilhaft, an Stelle der Lingen 4 und e die Verhiltnis-
zahlen d

Z—k und = =m (16)
4 S
zu benutzen. Es ist dann
M,=7s [arc cosk + 1”1(% /1 — k2
- 1—-R m+k
— (1 —m2(1—m— k) ]/ﬁfzm v AT C0S »1—}1%-] : (13d)

Wir wollen endlich die Ebene der Ellipse durch 4 und p festlegen und die Verhilt-

niswerte P
4 to o
-~ = k und tef =
verwenden. &

Wendet man nun auf das Dreieck, das den AufriB des Kegelhufes darstellt, den
Sinussatz an, so findet man fiir e die folgende Darstellung durch % und ¢:

t (17)

e=(r —d) ot = s == T (18)

sin (w+ ) 1+¢
und durch Einsetzen dieses Wertes in (13c) schlieBlich

14kt g 14 k1)?
M,=rs arccosk—}—t—i—liw-—[/l——kz— (L+kD)

(1 :‘;2)3/! arc

R+t
oS, kAt‘] . (13e)

In dem Sonderfall, daB die gerade Hufkante UV durch den Mittelpunkt des
Grundkreises geht, ist 4 = 0 bzw. £ = 0. Die Formeln fiir den Mantelinhalt des Dreh-
kegelhufes mit elliptischer Begrenzung haben in diesem besonderen Fall die ein-
fachere Gestalt

p—_ — p\3
M¥ = —g rs+r »gs(:s_ 2 z) -7 T/;éf%;)“ arc cos 8—?_7, (13c*)
4 m (1l —m 1—m \3 m
bzw. Mf=rs [—2— + 3 m) - (1/1_:5;%> arccos—4— - (13d%*)
7T t arccos ¢
und Mi=rs|Z4 tg - (142)%}' (13¢*)
(SchluB folgt.) ARNULF REUSCHEL, Wien.

Zur Kreisberechnung von Huygens

HuvYGENS’ Arbeit De circuli magnitudine inventa®) erschien im Jahre 1654. Zur Be-
stimmung der Kreisfliche werden reguldre, dem Kreise einbeschriebene Vielecke ver-
wendet, und die auftretenden Segmente schdtzt HuyGeENs mit Hilfe von Parabel-

1) In deutscher Sprache ist diese Abhandlung enthalten in: F. Rubpio, Archimedes, Huygens, Lambert,
Legendre (B. G. Teubner, Leipzig 1892). Rubpio bezeichnet diese Leistung von HUvGENs als eine der
schonsten und bedeutendsten elementargeometrischen Arbeiten, die jemals geschrieben worden sind.
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