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20 Neue Aufgaben — Literaturiiberschau

Aufgabe 82, Fillt man von einem Punkt P in der Ebene eines Dreiecks Lote auf
die Seiten AB, BC, CA, so entstehen die Abschnitte BA’, CB’ und AC’. Gibt es
einen Punkt P, fiir den alle drei Abschnitte gleich groB8 sind ? Welche Linge hat in
diesem Fall der gleich groe Abschnitt? R.LAEMMEL (Ziirich).

Die Geraden, auf denen die Seiten des Dreiecks liegen, werden im Umlaufsinn ABC
positiv orientiert. Wir setzen BC=a >0, CA=b>0, und AB=c¢ > 0. Eine not-
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die in 4" auf BC, in B’ auf CA4 und
in C’ auf AB errichteten Normalen sich im selben Punkte P schneiden, ist, wie leicht
zu sehen,

B4 CB’+ AC"=CA”’+ 4B+ BC"".

Setzt man BA'=CB'=AC'=%, CA'=x—a, AB’=x—b, BC'=x —¢, so ergibt
sich ¥ = (a%24 b%+4¢?)/2 (a + b 4 ¢). Die Aufgabe hat also immer genau eine Losung fiir
x> 0. A.BaGeRr (Hjgrring, Dinemark).

Anmerkung: Legt man durch 4, B und C die Normalen zu resp. AB, BC und CA4,
dann ist in diesem «Normalendreieck» P der Inkreismittelpunkt und x der Inkreis-
radius. Einer der Abschnitte B4’, CB’, AC’ kann negativ sein.

An die Stelle des Inkreismittelpunktes des Normalendreieckes tritt dann ein Ankreis-
mittelpunkt, und wegen der Ahnlichkeit des Normalendreieckes zu ABC tritt im
Nenner 4 s des Ausdruckes fiir ¥+ an Stelle von s entweder s —a oder s — b oder s —c.

Bei Anderung des Umlaufssinnes von ABC bleibt # ersichtlich unveridndert, nicht
aber die spezielle Lage von P. Vielmehr tritt P* an Stelle von P; P* ist in bezug auf
den Umkreismittelpunkt U von ABC zu P symmetrisch, denn das «positive» und
das «negative» Normalendreieck sind in bezug auf U zueinander symmetrisch.

A.StoLL (Ziirich).

Weitere Losungen sandten F. GoLDNER (London), R. LAUFFER (Graz), T. REICH

(Glarus).

Neue Aufgaben
774. Soient ¢ un cercle, d une de ses cordes, 4 un point de ¢ ou la tangente est parallele

a d, M et N des points de respectivement ¢ et d alignés sur 4. Le cercle tangent a d
en N et passant par M est tangent & ¢ et est orthogonal au cercle de centre 4

et passant par les extrémités de d. P.Rossier (Genéve).
7715. Soit R le rayon de la sphére circonscrite a une pyramide triangulaire, » celui de
la sphére inscrite. Quel est le minimum de R/r? L.KoLLros (Zurich).

776. a) Démontrer que pour qu’un nombre entier complexe ¥ 4 y i (c’est-a-dire tel
que x et y sont des entiers ordinaires) soit une somme de deux carrés de nombres
entiers complexes, il faut et il suffit que ¥ soit un nombre pair et que, dans le cas
ou ¥ =2 (mod 4), le nombre y soit divisible par 4.

b) Démontrer que pour qu’'un nombre entier complexe x -y ¢ soit une somme
de trois carrés de nombres entiers complexes, il faut et il suffit que y soit un
nombre pair. ‘W. S1erPINSKI (Varsovie).

777. Drei Kreise, deren Radien bzw. 1, 2, 3 Einheiten messen, beriihren sich zu je
zweien von auBen. Man berechne den Radius desjenigen Kreises, der von den
drei gegebenen Kreisen von innen beriithrt wird. . GoLDNER (London).

Literaturiiberschau

Geometrie in dev Ebene dev komplexen Zahlen

Nachstehend sollen einige Biicher angezeigt werden, die sich mit der Geometrie in der
GauBschen Zahlenebene befassen. Man kommt insbesondere von zwei Problemkreisen
aus zu Fragen dieser Art. Einmal wird sich in einem beschrinkten Umfang der Funktio-
nentheoretiker dafiir interessieren. Tatsidchlich kenne ich keine elegantere und kiirzere
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Behandlung der linear gebrochenen Funktion als diejenige in dem bekannten Lehrbuch
der Funktionentheorie von BIEBERBACH. Die vor kurzem erschienene Funktionentheorie
von CARATHEODORY (Birkhduser, Basel 1950), die auf so iiberraschende Art alte Wege
neu beschreitet, behandelt in einfiihrenden Kapiteln die Kreisgeometrie besonders einge-
hend, «<hat doch die Kenntnis der Kreisgeometrie seinerzeit H. A.ScHwWARZ zu allen seinen
vielbewunderten Erfolgen verholfen». Zum zweiten hat sich in neuerer Zeit in der theo-
retischen Elektrotechnik eine Theorie der sogenannten Ortskurven entwickelt, die eine
Diskussion von Kurven in der Ebene der komplexen Zahlen darstellt.

Es ist leicht einzusehen, da3 jede Formel der analytischen Geometrie der gewohnlichen
(¥, ¥)-Ebene komplex geschrieben werden kann. Es sei 2= x4 iy = p ¢*?. Eine Kur-
vengleichung in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten f(x, ¥) = 0148t sich mit Hilfe
der Formeln

242 z—Z

¥="-=- E A
2 YT gy

iibertragen; einc Gleichung in Polarkoordinaten f(g¢, g) = 0 vermoge g = |z};
= argz = ! log ,°

(Hauptwert). Fiir die Ortskurventheorie ist am wichtigsten die Ubertragung der Para-
meterdarstellung einer Kurve x =f,(f), y = f,(f); sie lautet z=f,(f) + ¢ f5(¢), wo ¢ ein
veeller Parameter sein mufl. Diese letzte Darstellung gestattet, die Kurve mit Hilfe der
Parameterwerte zu graduieren, eine reelle Substitution « = s(¢) 4ndert die Graduierung,
nicht aber die Kurve.

So ergibt sich zum Beispiel als Mittelpunktsgleichung des Kreises im ersten Falle
zz=7v?% im zweiten |z|=7, im dritten z=7 (cost- ¢ sint) = e?t. Die Substitution
t=1nf(u), wo f(u) eine beliebige reelle, positive Funktion ist, liefert z = »[f(u)]%, eben-
falls eine Gleichung desselben Kreises. In den beiden letzten Fillen kann man natiirlich
auch von vektorieller Darstellung der Kurve reden.

Fiir den Mathematiker sind diese Methoden kaum besonders weitreichend. Natiirlich
1Bt sich jede Aufgabe der analytischen Geometrie in komplexer Schreibweise 16sen; dic
Rechnungen werden aber meines Erachtens im allgemeinen nicht einfacher. Ferner diirf-
ten noch folgende Nachteile der komplexen Schreibweise ins Gewicht fallen: Es ist nicht
sehr einfach, die Ordnung einer algebraischen Kurve aus der komplexen Gleichung ab-
zulesen, die Formeln sind nicht direkt auf mehrdimensionale Ridume iibertragbar und
die Einfiilhrung imagindrer Elemente in die GauBsche Zahlenebene (im Sinne der alge-
braischen Geometrie) ist uniibersichtlich und meines Wissens bisher iiberhaupt nicht in
Angriff genommen worden.

1. Der vornehmlich mathematisch interessierte Leser sei nachdriicklich auf das fol-
gende Werk aufmerksam gemacht:

J. L. CooLipGE: The geometry of the complex domain
242 Seiten, Oxford 1924

Das Buch sctzt sich zum Ziel, eine moglichst vollstindige Ubersicht iiber die Dar-
stellung imaginirer Elemente in der Geometrie zu geben. Der Eigenart des Verfassers
entsprechend, wird der Stoff historisch entwickelt, und zwar derart eingehend, daB zum
Beispiel auch einem so unklaren und zinkischen Autor wie MAXIMILIEN MARIE volle
Gerechtigkeit widerfihrt. Das SchluBkapitel ist der von-Staudtschen Theorie gewidmet.

2. C. ZWIKKER: Advanced plane geometry
299 Seciten, North-Holland Publishing Company, Amsterdam 1950

Der Vertasser hofft, durch sein Buch den traditionellen Unterricht in analytischer
Geometrie der Ebene, dem er Einseitigkeit und ungerechtfertigte Uberbetonung der
Kegelschnitte vorwirft, in neue Bahnen zu lenken. Soweit dies durch die komplexe
Schreibweise erreicht werden soll, glaube ich aus den oben angegebenen Griinden am
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Erfolg zweifeln zu miissen. Das Buch will im Lehrgebiude der Geometrie eine mittlere
Stufe einnehmen: Voraussetzung von Kenntnissen der Elementargeometrie und der In-
tinitesimalrechnung; Vermeidung allzu abstrakter Gedankenginge, Beschrinkung auf die
Ebene. In einem Aufbau, der auf Systematik keinen groBen Wert legt, wird eine Fiille
von Resultaten sowohl der analytischen wie der Infinitesimalgeometrie, ja der Potential-
theorie geboten. Das Buch wird bereichert durch zahlreiche, sorgfiltig durchgefiihrte
Anwendungen, vor allem aus der Elektrotechnik, dem Spezialgebiet des Verfassers. Dic
Grenzen dieses Spezialgebietes werden aber weit iiberschritten; daBl dabei einige kleinere
Versehen und Ungenauigkeiten unterlaufen, ist verstindlich und spielt, gemessen an
der Gesamtleistung, eine untergeordnete Rolle. Es sei erwdhnt, daBl die Exponential-
kurve durch elementare Funktionen rektifizierbar ist, entgegen der Angabe auf Seite 28.
Seite 15 werden ¢¢ und log 7 als eindeutig angegeben, Seite 280 ist log 1 zwar vieldeutig;
log 7 und log (— 1) dagegen eindeutig. Unter den «Vorlidufern» in der historischen Uber-
sicht, Seiten 290-293, sollte doch wohl auch das unten angezeigte Buch von DEAUX stehen.

3. RoLAND DEAUX: Introduction a la géométrie des nombres complexes
163 Seiten, Maison d’édition A. de Boeck, Bruxelles 1947

Das Buch ist aus Vorlesungen fiir angehende Elektroingenieure hervorgegangen. Um
das Eindringen zu erleichtern, hat der Verfasser frither ein Werk Compléments de géo-
métrie plane herausgegeben (Bruxelles 1945). Sehr bald wird das Doppelverhiltnis von
vier Punkten eingefiihrt und hdufig verwendet; das Leitmotiv der Darstellung ist die
Untersuchung der Transformationen der GauBschen Zahlenebene. Dadurch ergibt sich
ein geschlossener Aufbau des Ganzen, der den Leser sehr befriedigt. Vielleicht werden
aber zur Losung einfacher Aufgaben wie der, den Mittelpunkt eines Kreises durch drei
gegebene Punkte zu finden, allzu kriftige Hilfsmittel herangezogen (wie iibrigens auch
in friiheren Aufsidtzen der elektrotechnischen Fachliteratur).

4. W. MICHAEL: Ortskurvengeometvie in der komplexen Zahlenebene
93 Seiten, Verlag Birkhiduser, Basel 1950

Diese Monographie beschrinkt sich auf das Wesentliche der Ortskurventheorie und
auf die Verwendung der einfachsten Hilfsmittel, sie kommt zum Beispiel ganz ohne das
Doppelverhdltnis aus. Besonders erwahnenswert scheint mir die einheitliche und relativ
einfache Behandlung der Kegelschnitte und ihrer Inversen. Es handelt sich sicher um eine
zur Einfithrung in die Materie vorziiglich geeignete Arbeit. Willi Liissy, Winterthur.

Kurze Mathematikerbiographien
(Beihefte zur Zeitschrift «Elemente der Mathematik»). Verlag Birkhduser, Basel

Kein Geringerer als FELIX KLEIN hat mit Nachdruck auf die Bedeutung der Geschichte
der Mathematik hingewiesen, wenn es darum gehe, einen Einblick in die Bedeutung des
mathematischen Denkens fiir die moderne Kultur zu geben. KLEIN hat in seinen Vor-
lesungen tiber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahvhundert, die einen groflen
Zauber und einen kaum zu iiberschidtzenden EinfluB ausgeiibt haben, gezeigt, wie durch
Ankniipfung an die personlichen Schicksale der mathematischen Forscher das Interesse
geweckt werden kann fiir die Fragen, mit denen sich die betreffenden Mathematiker be-
schiftigt haben.

Die Redaktion der «Elemente der Mathematik» gibt eine Reihe von kurzen Mathema-
tikerbiographien heraus und verfolgt dabei dasselbe Ziel wie KLEIN, wenn auch in
anderem Rahmen und ohne Beschrankung auf das 19. Jahrhundert. Dem Referenten
liegen die folgenden sechs Hefte vor, genannt in der Reihenfolge ihres Erscheinens:
Jakob Steiner (von L. KoLLRrOS), Leonhard Euley (von R. FUETER), Ludwig Schldfli (von
J. J. BURCKHARDT), Jost Biirgi und die Logarithmen (von E.VOELLMY), Johann und
Jakob Bernoulli (von J.O.FLECKENSTEIN), Evariste Galois (von L. KoLLRos). Alle
Hefte geben auf 24 Seiten das Wesentliche iiber den Lebenslauf und ein Bild der wis-
senschaftlichen Leistungen. Alle Biographien enthalten mehrere Illustrationen, einzelne
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sind ergidnzt durch Zeittafeln und Literaturangaben. Das Bernoulli-Heft enthilt eine
«Stammtafel der Mathematiker Bernoulli».

Einige Hefte sind fiir den Mathematikunterricht an Mittelschulen von Bedeutung:
Teile der Euler- und der Bernoulli-Biographie sind vom Referenten fiir die Vorbereitung
von Schiilervortriagen verwendet worden, ebenso das Biirgi-Heft zur Klassenlektiire im
Zusammenhang mit der Behandlung der Logarithmen.

Wer sich fiir die Psychologie der Mathematiker und der mathematischen Entdeckun-
gen interessiert, wird in allen Heften eine Fiille von Einsichten erhalten. In diesem Zu-
sammenhang seien besonders die Biographien von Garois und ScHLAFLI zur Lektiire
empiohlen. .

Man darf der Schriftleitung der «Elemente» und dem Verlag Birkhduser dankbar sein,
daB sie denjenigen, denen an der Erkenntnis der Bedeutung der Mathematik liegt, tat-
kraftig unter die Arme greifen durch die Herausgabe dieser priachtigen Reihe von Mathe-
matikerbiographien. . H. Ramser, Aarau.

EDOUARD LABIN: Calcul opérationnel
149 Seiten, Verlag Masson & Cie., Paris 1950

Der dem Referenten vorliegende Band ist der erste aus einer Reihe von Darstellungen,
wie sie bei uns nicht iiblich sind und deren Abfassung nach folgenden Richtlinien erfolgt:
In den Binden sollen die Kenntnisse aus der htheren Mathematik zusammengestellt
werden, die man in den Anwendungen braucht. Dabei werden nur Resultate gebracht;
Beweise und Beispiele sind ausgeschlossen. Die Satze werden nach praktischen, nicht
nach genetischen Gesichtspunkten angeordnet. Auf moglichst allgemeine Formulierung
der Resultate wird verzichtet.

Der zunidchst erschienene Band Calcul opérationnel beschiftigt sich in der Haupt-
sache mit Laplace-Transformationen und ihren Anwendungen auf Differential-, Integral-
und Differenzengleichungen. Der Verfasser hat bei der Abfassung dieses ersten Bandes
alle notwendigen Bedingungen beachtet, die bei der beschriebenen Art der Darstellung
erfiillt werden miissen: Die Resultate sind iibersichtlich dargestellt. In mehreren Tabellen
sind Funktionen und ihre Transformierten angegeben. Ferner enthilt der Band ein
ausfiihrliches Inhaltsverzeichnis, eine Liste der Abkiirzungen, ein alphabetisches Namen-
und Sachregister und eine Bibliographie.

Der Referent ist iiberzeugt, daB sich der Band viele Freunde erwerben wird, besonders
unter Physikern und Ingenieuren. H. Rawmser, Aarau.

GERRIT BoL: Elemente dev analytischen Geometrie
1.Teil, 282 Seiten, 1948; 2. Teil, 156 Sciten, 1949. Verlag Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen

In der vom Mathematischen Forschungsinstitut Oberwoltach bei Freiburg i.Br.,
das unter der Leitung von Prof. Dr. W. Siss steht, herausgegebenen Serie mathemati-
scher Lehrbiicher sind die angezeigten Biicher als Band II und V erschienen. Ein dritter
Teil, der der hoheren Geometrie gewidmet sein soll, wird noch folgen.

Teil 1 enthilt die Grundziige der ebenen und rdumlichen Geometrie mit den folgenden
Abschnitten: 1. Gerade, Ebene, lineare Gleichungen; 2. Geometrie auf der Geraden;
3. Kreise und Kugeln; 4. Oberfliche, Inhalt, Vektorprodukt; 5. Kegelschnitte; 6. Alge-
braische Kurven und Flichen.

Teil 2 umfaBt die Abbildungen und Transformationen mit den folgenden Kapiteln:
7. Determinanten und lineare Gleichungen; 8. Transformationen, Bewegungen, Affini-
titen; 9. Abbildungen und Gruppen.

+ Wie es sich fiir ein modernes Werk versteht, steht der Vektorbegriff im Mittelpunkt.
Konsequent wird das Imaginire beriicksichtigt. Projektive Geometrie ist eingeflochten,
doch fehlt der Begriff der Dualitit.

Die Darstellung ist einwandfrei, einfach und klar, so daB sich der Leser miihelos ein-
arbeiten kann. Diese Biicher, deren Stoffkreis nicht wesentlich iiber das hinausgeht,
was an unseren Schulen vom Typus C behandelt wird, kénnen riickhaltlos empfohlen
werden. Besonders wertvoll sind die von J.E. HoFFrMANN verfaBten historischen
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Notizen. Die Figuren sind gut, jedoch sind im zweiten Teil die Figuren 8 bis 16 offen-
bar weniger stark verkleinert worden, so daf3 sie recht massiv wirken. Bei den Permuta-
tionen wird der Ausdruck «Fehlstellung» fiir Inversion verwendet, damit wohl keine
Verwechslung mit der Inversion an Kreis und Kugel vorkommt. Ungeschickt ist, daf3
Teil 1 das Inhaltsverzeichnis am SchluB, Teil 2 aber am Anfang bringt.  P. Buchner.

A. SOMMERFELD: Vorlesungen tibev theovetische Physik
Bd.1: Mechanik, 4. Auflage (1949), 276 Seiten; Bd.IIl: Mechanik, 2. Auflage (1947), 375 Seiten
Dieterichsche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden

Der zweiundachtzigjdhrige Gelehrte, Mitglied zahlreicher wissenschaftlicher Gesell-
schaften und Akademien und Inhaber ebenso zahlreicher wissenschaftlichen Auszeich-
nungen, hat seine Vorlesungen, die er zuletzt in Miinchen gehalten hat und welche die
Frucht eines arbeitsreichen Lebens sind, in Buchform veréffentlicht. Der im Jahre 1942
festgelegte Plan des Gesamtwerkes sieht sechs Bdnde vor. Die ersten zwei Bénde sind
der Mechanik gewidmet. Der erste Band, der bereits in der vierten Auflage vorliegt,
weist gegeniiber den friiheren Ausgaben nur einige interessante Zusitze auf. Sonst
enthilt er, in stark erweitertem Rahmen eines Hochschulprogramms, die Punktmecha-
nik, die Mechanik der Systeme und der starren Korper mit einer tiefgehenden Kreisel-
theorie, die Mechanik der Relativbewegung, einen Abril der Schwingungslehre und
eine ausfiihrliche Darstellung der analytischen Mechanik von LAGRANGE und HAMILTON.
Die Axiomatik, welche der Mechanik seit NEwToON zugrunde liegt, sowie die Fragen von
Raum, Zeit und Bezugssystem sind eingehend, auch von neuerem Standpunkt aus,
erortert. Die Behandlung des Stoffes erfolgt auf analytischem und vektoriellem Wege,
wobei die mathematischen Hilfsmittel iiber die Analysis nicht hinausgehen. Sehr viele
Anwendungsbeispiele, welche der Astronomie, der Physik und der Technik entnommen
sind, beleben den Inhalt auBerordentlich. Der zweite Band enthidlt die Mechanik
deformierbarer Medien, wobei unter den letzten die elastischen, fliissigen und gasfor-
migen Korper gemeint sind. Die Mittel, deren SoMMERFELD sich hier bedient, sind
wesentlich erweitert. Die Vektoranalysis und der Tensorkalkiil werden ausgiebig
gebraucht, beide werden allerdings auch entwickelt. Trotzdem ist der Verfasser stindig
bemiiht, das eigentliche Wesen der physikalischen Probleme nicht zu verdecken. Und
es sind fesselnde Probleme. Sie sind zusammengegliedert, je nachdem ob sie zur Statik,
zur Kinematik oder zur Dynamik gehoren, wobei am Schluf3 noch speziell die Hydro-
dynamik und die Elastizitdtstheorie ergdnzt werden. Der rote Faden bleibt immer das,
was den verschiedenen Problemen in der Behandlungsmethodik gemeinsam ist. Die
aufgeworfenen Probleme sind derart mannigfaltig und umfangreich, dal man Schwie-
rigkeit empfindet, sie alle liickenlos aufzuzédhlen. Es sind aber zweifellos die Wirbel-,
Turbulenz- und Grenzschichtprobleme, welche eine ganz besondere Beachtung ver-
dienen. Hier geht der Verfasser iiber das Ubliche hinaus; sehr viele Forschungsarbeiten
der letzten Jahre sind eingehend beriicksichtigt. Eine andere fesselnde Gruppe bilden
die Wellenprobleme: es sind die schweren Wellen bei tiefem und seichtem Wasser,
Ringwellen, Schiffswellen, Kapillarwellen, Riemannsche StoBwellen und elastische
Oberflichenwellen des Halbraumes. Der Verfasser liiftet eine Ecke des Vorhanges vor
der Theorie der fliissigen Reibung, vielleicht eher zu wenig fiir ein derart entwickeltes
Gebiet. Seine souverdne Art, den oft schwierigen Stoff leichtverdaulich darzubieten,
mubB besonders unterstrichen werden. Manchmal streift diese Eigenart das Frohlich-
Spielerische, wodurch das Interesse am Studium immer wachgehalten wird. Rund sieb-
zig Aufgaben, teilweise umfangreiche, mit Anleitungen zu ihrer Losung, werden von
den Studierenden sicher sehr begriiBt. Man kann sich nichts Besseres zum Studium der
Art und Weise, wie mathematische Forschungsmethoden auf physikalische Probleme
iibertragen werden miissen, vorstellen. Die Biicher werden deswegen den Studierenden
der Physik, Mathematik und Technik warm empfohlen, ebenso den Lehrern der ge-
nannten Gebiete. Wenn die duBerliche Ausstattung der Biicher nur etwas schoner wire,
wiirden sich die Leser auch von diesem Standpunkt aus restlos begeistert fiihlen.
Hoffen wir es fiir die ndchsten Auflagen, die sicher zu erwarten sind. G. Tordion, Ziirich.
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