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Aufgaben

Aufgabe 155. Man beweise: Sind von einer Parabel zwei Tangenten ¢, und #, mit
dem Schnittpunkt T und mit den Beriihrungspunkten P, und P, gegeben, so ist der
Brennpunkt der Schnittpunkt des Kreises durch P,, der ¢, in T beriihrt, mit dem Kreis
durch P,, der ¢, in T beriihrt. F. HOHENBERG, Graz.

Losung: J.-H. LAMBERT bewies 1761 den Satz: Der Umkreis eines Tangentendreiecks
einer Parabel geht durch ihren Brennpunkt. Lisst man eine Tangente des betrachteten
Tangentendreiseits gegen eine zweite konvergieren, so ergibt sich aus dem Lambertschen
Satz die Aussage:

Sind von einer Parabel zwei Tangenten ¢, und ¢, mit dem Schnittpunkt 7 und mit
den Beriihrungspunkten P, und P, gegeben, so liegt der Brennpunkt F auf dem Kreis,
der ¢, (bzw. ¢,) in T beriihrt und durch P, (bzw. F,) geht.

F ist also der Schnittpunkt der beiden Kreise, womit der Satz der Aufgabe bewiesen ist.

Die obige Aussage lasst sich auch direkt aus vollig elementaren Parabeleigenschaften
gewinnen. Die Fusspunkte Q, und Q, der Lote aus F auf ¢, und ¢, liegen auf der Scheitel-
tangente s. FQ, bildet also mit s denselben Winkel o wie {; mit der Parabelachse. Aus
der Spiegeleigenschaft folgt ferner L FP, T = a. Da TQ,FQ, ein Sehnenviereck ist, ist
L FTQ,= a. Nach dem Satz vom Sehnen-Tangenten-Winkel muss also ¢, den Umkreis
des Dreiecks FP, T in T beriihren. Das entsprechende Resultat ergibt sich fiir ¢,.

R. BErels, Wien, und A. StoLLr, Ziirich.

Weitere Losungen sandten A. BAGER (Hjerring, Danemark), L. BERNSTEIN (Tel
Aviv), J. BEsT (Amsterdam), F. GoLDNER (London), U. HoFrMANN (Olten), R. JAKOBI
(Braunschweig), J. KAurL (Landshut, Bayern), L. Kierrer (Luxemburg), R. KuTs-
MICHEL (Hanau), J.LANGR (Prag), R. LAUFFER (Graz), J. ScHoPp (Budapest), A. SCHWARZ
(Seuzach), A. UNTERBERGER (Bludenz).

Aufgabe 156. Eine Gummischnur wird um ein Ende mit der Winkelgeschwindigkeit
w gedreht und durch die Fliehkrafte gedehnt. Wie gross ist die Liange L der gedehnten
Schnur, wenn die ungedehnte Schnur die Linge L, hat, die Masse pro Liangeneinheit in
ungedehntem Zustand m, ist und die Dehnung (Verliangerung pro Langeneinheit) infolge
der Zugkraft P gleich e P ist (Hookesches Gesetz bei Vernachlidssigung der Querdeh-
nung) ? R. LAUFFER, Graz.

Losung des Aufgabenstellers: Wirkt bei der Drehung an der Stelle ¥, vom ruhenden
Ende gemessen, die Zugkraft P = P(x), dann ist an dieser Stelle die Dehnung ¢ P und
daher die Masse pro Lingeneinheit

m=_To__ (1)
1+eP’
Das Differential der Kraft ist dP = — w? m x d», und wegen (1) hat man

(14+eP)dP=—w2myxdx.
Die Integration gibt
(1+ePy2= —w2myex?+C. (2)

Fiir x = List P=0, also C = 1 + w? m, e L2 Hieraus folgt mit (1) und (2)

m=m,: Ywimye(L® —x%) + 1.

Die Masse der gedehnten Schnur vom ruhenden Ende bis zur Stelle » ist

x x
JVI(x)=fmdx=mo/dx:Vw2moe(L2—xz) +1.
0 0
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Ist y die Linge dieses Stiickes der Schnur in ungedehntem Zustand, dann ist mit
k2= w?mge

x
. kx
=M(x):my= [dx:Yw2mye(L?2 —x%) 4+ 1=k tarcsin{—————}).
y=M(#) : m, J Vwrmgel ) (V1+“L2)

(Man beachte, dass m, ¢ eine Materialkonstante ist.) Setzt man ¥ = L und y = L,, dann
erhdlt man die Linge der gedehnten Schnur

1
L"—" ~k— tgkLo.

Aufgabe 157. Zeige, dass fiir willkiirliche positive ganze Zahlen m und = gilt
_[(2n+1)m)*) _
R e e i

wo & alle natiirlichen Zahlen mit Ausnahme der Vielfachen von 2 # + 1 durchliuft.
B. vaN DER PoL, Genf.

o0
Losung: 1 sei eine feste natiirliche Zahl. Wir betrachten das Produkt J7a,, woa; =1

und a, = 1 —i%/k? fiir 2 + 4. Setzen wir #=1
b= =R CHE) b, b= BB b iund b, =1,
kEk kE
so ist
o0 o o]
Il =(=1)"" ][ by,
E=1 k=1

und beide Produkte sind gleichzeitig konvergent oder divergent Der Faktor % tritt
fiir 2 <1 je einmal im Zahler von bi x bzw. b; ;. auf, fiir > ¢ je einmal im Zahler von

by _; bzw. by, ;. Im Tellprodukt H bk (¢>1) konnen also alle Faktoren 1, 2, 3, ¢t im
Nenner gekiirzt werden, so dass im Nenner des Produktes nur
(E+1)(+2)---(t+9)°

iibrigbleibt. Im Z&ahler des Produktes stehen 2: Faktoren aus der Reihe ¢ 41, £ +1,
t+2,t4+2,...,t+21, t+21i. Hieraus folgt

) <ﬁ’bk [(t +1+ (t(t—:—z )+2) . thi)+2i)]z
- [+

1 'l 2 ,‘ 21

) ()l < ()
o0} o0

JIbx=1, also [J[ap=(—1)"?

k=1 k=1

(- [EEEET) - e e

- [T - 5 - o

k+m E*m

Fiir ¢ > oo ergibt sich

Man hat nun

Durch Division folgt jetzt sofort das verlangte Resultat.
A.BAGER, Hjerring, Dianemark.
Weitere Losungen sandten L. BERNSTEIN (Tel Aviv), E. Gisi (Basel), R. LAUFFER
(Graz).
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Aufgabe 158. Beweise fiir ein ganzes m = 0
14m+1 34m+1 54m+1 24m+1 -1
e rl el T eArl T T T@m 1) Oimer

wo B, =1/6, By=1/30, By=1/42, ... die Bernoullischen Zahlen sind. E.Trosr, Ziirich.
Lésung des Aufgabenstellers: Wir machen Gebrauch von der Formel

1 1 3 (=1)n
CaBenh g = sinh x ——;+2xn§m
und erhalten
—nx -3nx —-6nx e—nz 1
€ te Te RN wpe T 2sinhz x
1 ¥ - (=17 1 1 o (—=1n (—1)n
T 2nx +;2n2+x2 = Zax T 2n 2[x+1’n t x—in]’

n=1 n=1
Durch (4 m +1)-malige Differentiation finden wir
I(%) = 14m+1 g7z 4 34m+1 p—372 4 54m+1p—6nz 4 .,

o0

_ (4m+1)! 1 1 (=)™ (—1)"
T T2 pimt2 C pAmt2 T ) pAm+e Z:[(x—f—z'n)”"“ + (x_in)4m+2]'
”n =
Jetzt ergibt sich
14m+1 34m+1 54m+1 ot
= coem= —1)z+1
S=wrmm vt Tyt 12_;( DErtI(#)
4 m + 1)! .
_ me_l, (1—2-4m=1) ¢(4 m + 2)
S~ W GtV i (=yynm
+ 2n‘m+2"§1[(m+in)‘m+2 + (m_in)‘m+2]-
Wegen (m — i n)4™+2 = — (1 m + »n)4™+2 verschwindet die Doppelsumme. Mit
2em—1 g2m B
L(2m) = m
erhidlt man jetzt (2m) (2m)!
_ (4m+1)! P _24mt1_ 1
S=-gamrr (12 ) E(4m +2) = oy Bamar

Aufgabe 159. Gegeben ist eine Ellipse e. Man konstruiere jene logarithmische Spirale,
fiir die e ein Schmiegkegelschnitt ist. R. BEREIs, Wien.

Léosung des Aufgabenstellers: Aus der Definition der logarithmischen Spirale als iso-
gonale Trajektorie eines Strahlbiischels folgt unmittelbar, dass irgend zwei logarith-
mische Spiralen, die zu demselben Spiralpunkt O und demselben Durchsetzungswinkel ¢
gehoren, sich sowohl durch eine Streckung von O aus als auch durch eine Drehung um
O ineinander iiberfiihren lassen. Die Schmiegellipsen einer logarithmischen Spirale (es
treten hier nur Ellipsen als Schmiegkegelschnitte auf) sind daher alle untereinander
dhnlich. Ferner gilt der Satz: « Der Beriihrpunkt einer Schmiegellipse einer logarith-
mischen Spirale liegt stets in einem Endpunkt eines ihrer beiden gleich langen konju-
gierten Durchmesser; der spitze Winkel ¢ der beiden gleich langen konjugierten Durch-
messer der Schmiegellipse steht zu dem Durchsetzungswinkel ¢ der logarithmischen
Spirale in dem einfachen funktionellen Zusammenhang: tgg = 3 tge.»

Da dieser von FaBricius-BjeERrRRE?!) gefundene Satz nicht allgemein bekannt sein
diirfte, soll hier eine einfache Ableitung desselben folgen: Fiihrt man einen Punkt P

1) Fr. FABRICIUS-BJERRE, On the Osculating Conics of Cycloids, Mat. Tidsskr. [B] 35, 27 (1951).



92 Aufgaben

eines Stabes g lings einer logarithmischen Spirale s, wihrend g stets durch den Spiral-
punkt O gleitet, so kann die Kurventangente, Normale und Affinnormale durch mit g
starr verbundene Stdbe fiir die gesamte Bewegung realisiert werden. Das Momentan-
zentrum P, (= Schnitt der Kurvennormalen # mit der in O zu g errichteten Normalen)
ist mithin als Beriihrungspunkt der Bahnnormalen » mit der Evolute die Bahnkriim-
mungsmitte K; von P. Da ferner » den Radiusvektor OP unter dem Winkel ¢ schneidet,
ist die Evolute der logarithmischen Spirale eine zu s kongruente Spirale, wie denn
iiberhaupt jede mit g in P starr verbundene Gerade im Ablauf der Bewegung eine zu s

Schmegelipse

kongruente logarithmische Spirale umhiillt. In gleicher Weise ergibt sich die Kriim-
mungsmitte der Evolute fiir P, also die zweite Bahnkrimmungsmitte K, von P im
Schnitt der Geraden g mit der Evolutennormalen %, in K;. Jener Punkt N, von #,, fiir

den die Beziehung - S
K,K, = 3 K,N, (1)

gilt, gehort bekanntlich der Affinnormalen %, von P an!). Somit schliesst die Affin-
normale #, mit der Bahntangente ¢ den konstanten Winkel ¢ ein, fiir den

tgp =31tge (2)

gilt. Der Beriihrungspunkt M der Affinnormalen », mit der Affinevolute, die nach dem
Gesagten ebenfalls eine zu s kongruente Spirale sein muss, ist der Mittelpunkt der
Schmiegellipse fiir P. M ist der Fusspunkt des aus dem Momentanzentrum P, auf #,
gefillten Lotes. Die Mitten der Schmiegkegelschnitte aller durch P gehenden logarith-
mischen Spiralen mit gemeinsamem Spiralpunkt O fiir den Punkt P liegen daher auf

1) W. BLASCHKE, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Bd. 2 (Springer, Berlin 1923), S.33.



Neue Aufgaben 93

einem Kreis m durch O mit dem Radius 2 OP. Ist ferner PM = ¢ und wird mit b der
konjugierte Halbmesser bezeichnet, so gilt?)
_ 2
PP]. = b = T ¢ »
csing sing

aus welcher Beziehung unmittelbar die Gleichheit von ¢ und b folgt, so dass der oben
angefiithrte Satz von FaBRICIUS-BJERRE durch einfache kinematische Uberlegungen
bewiesen ist.

Die riickldufige Konstruktion der logarithmischen Spirale s aus einem ihrer Schmieg-
kegelschnitte ist nun fast trivial. Man konstruiert einen Endpunkt P eines der beiden
gleich langen konjugierten Durchmesser, zeichnet in P Ellipsentangente und Normale
und errichtet in der Ellipsenmitte M auf den Durchmesser M P das Lot. Dieses schneidet
#n in der Kriimmungsmitte P, von P. Die in P, zu » errichtete Normale »n, schneidet PM
in einem Punkt N, , wodurch sich auf »n, der Punkt K, mittels Beziehung (1) zeichnen lisst.
K, P trigt den Spiralpunkt O (= Schnitt des aus P, auf K, P gefillten Lotes mit K, P).

Rechnerische Losungen sandten R. LAUFFER (Graz) und A. UNTERBERGER (Bludenz).

Neue Aufgaben

185. Erweiterung der « Schachtelaufgabe»: Aus einem quadratischen Karton werden
an den vier Ecken kongruente Deltoide (statt der iiblichen Quadrate) ausge-
schnitten, worauf die verbleibenden Randtrapeze aufgebogen werden, so dass eine
Schachtel in Form eines Pyramidenstumpfes entsteht. Welche Abmessungen
miissen die ausgeschnittenen Zwickel haben, damit das Schachtelvolumen ein
Maximum wird, und welche Neigung gegen den Boden besitzen dann die Seiten-
flichen? W. WunDERLICH, Wien.

786. Variante der « Schachtelaufgabe»: Aus einem quadratischen Karton werden an
den vier Ecken krummlinig begrenzte Zwickel ausgeschnitten, derart, dass die
verbleibenden Randstiicke, lings Viertelkreiszylindern aufgebogen, sich liickenlos
zusammenschliessen. Fiir welchen Zylinderradius erhilt der entstehende Behilter
den grossten Inhalt? W. WUNDERLICH, Wien.

787. Verallgemeinerung der « Schachtelaufgabe»: Aus einem quadratischen Karton
sind an den vier Ecken kongruente, krummlinig begrenzte Zwickel auszuschneiden,
derart, dass der durch zylindrisches Aufbiegen der Reststiicke entstehende Be-
hilter den grosstmoglichen Inhalt bekommt. Welches Profil erhalten hierbei die
Seitenwinde ? W. WuNDERLICH, Wien.

788. Ein Punkt heisse « rational in bezug auf ein zweidimensionales kartesisches Koor-
dinatensystem», wenn seine beiden Koordinaten rationale Zahlen sind. Man be-
weise: Wenn eine Kreislinie drei im obigen Sinne rationale Punkte enthilt, dann
liegen solche auf ihr iiberall dicht. A. StoLL, Ziirich.

789. Es bedeute o die Masszahl des Raumwinkels einer Ecke eines regelméissigen
Polyeders und 2 die Masszahl der Summe der Raumwinkel des Polyeders (2 = ¢ w,
wobei e die Eckenanzahl). Als Einheit nehmen wir den vollen Raumwinkel; fiir
den Wiirfel ist also w = 1/8, £ = 1. Zwischen den Zahlen 2 der regelmissigen
Polyeder bestehen eigentiimliche Beziehungen, die anzugeben und zu beweisen
sind. Zum Beispiel:

2 (Oktaeder) + Q (8eckiger Tetraederstern) =1,
£ (Dodekaeder) + 2 (20eckiges Sterndodekaeder) = 5,
2 (Dodekaeder) — £ (12eckiges Sterndodekaeder) = 4,
2 (12eckiges Sterndodekaeder) + 2 (20eckiges Sterndodekaeder) = 1,
2 (Dodekaeder) + £ (sterneckiges Dodekaeder) = 7,
£ (Ikosaeder) + £ (sterneckiges Ikosaeder) = 5,

L. LocHER-ERNsT, Winterthur.

1) Die hier verwendete Formel fiir den Kriimmungsradius I_’E findet man in El. Math. 3, 81 (1948). Red.
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