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d'oü, d'apres (5), on trouve u\ + v\ — w\ — un — vn -f- wn 0 pour n 1, 2, d'oü

u V
_1_

w

donc

7^ + r%_x T^.! pour n 1, 2, (8)

D'apres (6) onawB> vn pour n=l,2, donc rWn_! > TVn_lt et, d'apres (7), les
nombres un — 1 peuvent etre aussi grands que l'on veut La formule (8) prouve donc

que notre theoreme est vrai.
On a, par exemple,

% ___ 3 bx + ^ 34 + 3 15, vj 3 &! - -^ 34 - 3 9 z^ 4 ^ 16

donc, d'apres (8) Tu -\- Ts= Tu
Or, les formules (8) ne donnent pas toutes les Solutions de l'equation Tx + Ty T2

en nombres naturels x, y, z, puisqu'on a, par exemple

-*54 + -*20 ~ ^55 » ^118 "+" -*34 ~ -M19 > -^138 + ^38 ^140

II est k remarquer qu'il existe une paire des nombres tetraedraux egaux, dont la
somme est un nombre tetraedral, puisque _T3 + Tz T4. Je ne sais pas s'il existe
d'autres telles paires Or, il resulte facilement d'un theoreme de M A. Thue, pubhe
dans Det Kong Norske Vid Selskab Sknfter 1911, Nr. 3, que l'equation 2 Tx Ty

n'a qu'un nombre fini de Solution en nombres naturels x et y
II resulte tout de suite de notre theoreme qu'tl existe une infinite des paires de

nombres tetraedraux distincts dont la difference est un nombre tetraedral. Par exemple
Tis - ^i4 T8.

Or, je ne connais aucune paire des nombres tetraedraux distincts dont la somme
ainsi que la difference seraient des nombres tetraedraux. W. Sierpinski (Varsovie)

Dichteste Kreispackungen aufeinem Zylinder
Gewisse Pflanzenformationen, wie zum Beispiel der Maiskolben, legen die Frage

der dichtesten Kreispackung auf einem Zylinder nahe wieviele aus Papier
ausgeschnittene Kreisscheiben vom Durchmesser 1 lassen sich auf den Mantel eines
vorgegebenen, «sehr langen» Zyhnders ohne gegenseitige Überdeckung aufkleben

Betrachten wir den einfachen Fall, m dem der Umfang U des Zylinders eine natürliche

Zahl U n ist. Dann können wir n Kreise in gleicher Hohe so anbringen, dass

der erste Kreis den zweiten, der zweite den dritten, der n-te den ersten berührt.
Es entsteht em «Kreisring». Aus solchen Kreisringen lasst sich eine dichteste
regelmassige1) Kreislagerung aufbauen, in der die Berührungspunkte der Kreise jede
Kreislinie in sechs Teilbogen zerlegen2). Die Dichte dieser Kreispackung betragt

x) Die Regulantat bedeutet, dass sich jeder Kreis in jeden anderen durch eine Deckbewegung der
Lagerung überfuhren lasst

2) Im Falle n > 1 lasst sich diese Kreispackung einfacher kennzeichnen jeder Kreis wird von sechs
anderen berührt
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n\]j\2 0,9069 Das ist zugleich die Dichte der dichtesten ebenen Kreislagerung3)
Die Tatsache, dass kongruente Kreise auf einem Zylinder nicht dichter
gepackt werden können als m der Ebene, folgt daraus, dass durch Abrollen eines
dichter als n\]J12 gepackten Zylinders auf die Ebene eine ebenso dichte ebene
Kreispackung entstünde, was unmöglich ist

Figur 1

Es ist nun bemerkenswert, dass diese maximale Lagerungsdichte auch fur andere
Werte von U erreicht werden kann Um diese Umfangswerte U zu bestimmen, gehen

wir von der einfachen Bemerkung aus, dass sich ein ebenes Muster dann und nur
dann durch Abrollen eines gemusterten Zylinders vom Umfang U erzeugen lasst,
wenn das Muster durch eine Translation von der Grosse U mit sich m Deckung
gebracht werden kann Nun lasst sich jede Decktranslation der dichtesten
gitterformigen Lagerung von Kreisen vom Durchmesser 1 durch einen Vektor pt + q u
darstellen, wobei p und q ganze Zahlen smd und die Vektoren t und u durch
t* u2 1 und tu 1/2 gekennzeichnet smd (Figur 1) Mit Rucksicht auf

(pt + qü)2 p2 + pq -h q2 ist also die notwendige und hinreichende Bedingung,
dass em Zylinder vom Umfang U eine dichteste regelmassige Packung von Kreisen
vom Durchmesser 1 gestattet

U2 p2 + pq + q2, p,q 0, 1, 2, p + q>0

r^N

k^j A
I lgui 2

Figur 2 stellt die entsprechenden Lagerungen m einigen Fallen dar Es leuchtet
nach der Anschauung em, dass fur andere Werte von U die Lagerungsdichte bei

keiner denkbaren Kreisanordnung den Wert n\\!12 erreichen kann Jedoch scheint
der Beweis nicht ganz einfach zu sein

8) Siehe zum Beispiel L Fejes Töth I agerungcn in der I beno auf der Kugel und im Raum Berlin
1953
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Ordnen wir die Zahlen von der Form )Jp2 -J- pq + q2 nach ihrer Grösse (Figur 3),
so entsteht eine Folge Ult U2, Es gilt also

f/1 1, U2 |/3 « 1,73, C73 2, C74 |/7~« 2,65, U5 3, C76 j/l2 « 3,46,

C77 j/l3 « 3,61, f78 4, C79 - )/l9 « 4,36, I710 - j/21 « 4,58, C7U - 5,

[/12 j/27 « 5,20, C718 j/28 « 5,29, C714 j/31 « 5,57, C716 6,

C716 j/37 « 6,08, LT17 j/39 « 6,24, C718 |/43 « 6,56, £/19 7,

Bezeichnen wir noch die obere Grenze der Lagerungsdichte von Kreisen vom Durchmesser

1 auf einem Zylinder vom Umfang -7(^1) mit d(U), so gilt d(U) ^ n\][Y2,
mit Gleichheit für (und vermutlich nur für) U Un (n 1, 2,

IK
154l

10

Figur 3 Figur 4

Im Intervall (Ult U2) lässt sich die Funktion d(U) leicht in expliziter Form
darstellen. Wir haben nur zu bemerken, dass für Ux fg U fg U2 die Niveaudifferenz
zwischen je zwei Kreisen ^ j/l— (U2/4) ist (Figur 4). Ist also m eine natürliche Zahl,
so können in einer Zone von der Höhe m)Jl — (£/2/4) + 1 höchstens m+1 Kreise liegen.
Hieraus ergibt sich

d(U)= lim
(m + 1)

u(m]/l-%+l) IV^-U2
1 ^ U ^ j/3

Auch im Intervall (U2, U3) ()/3,2) lässt sich d(U) verhältnismässig einfach bestimmen,

aber für beliebige Werte von U scheint eine explizite Darstellung recht
kompliziert zu sein.

Eine triviale untere Schranke für d(U) ist jt/^/12 * UJU, wobei n so gewählt wird,
dass Un ^ U < Un+l ausfällt (Figur 5). Eine Lagerung von dieser Dichte entsteht
aus der dichtesten Lagerung auf dem Zylinder vom Umfang Un, wenn man den
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Zylinder entlang einer die Kreise nicht schneidende, «monoton steigende» Kurve
aufschneidet und einen (unausgenützten) Streifen von der Breite U — Un einsetzt
(Figur 6).
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Figur 6
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Figur 7

Aus unserer letzten Erwägung folgt, dass eine Menge konvexer «Plakate», die auf
einer gewissen Plakatsäule Platz haben, stets auch auf eine gleich hohe, aber breitere
Säule aufgeklebt werden können. Es ist interessant, zu bemerken, dass diese trivial
klingende Behauptung für nicht konvexe Plakate nicht mehr gilt. Dies leuchtet an
Hand der in Figur 7 dargestellten Plakate ein. L. Fejes Töth, Budapest

Prüfung einer Kreisform mit Hohlwinkel und Taster

1. F. Hohenberg beschreibt in [1, S. 164 f.] eine Anordnung, mit der geprüft
werden kann, ob der Querschnitt k eines zylindrischen Werkstückes ein Kreis ist.
Das Werkstück wird in einem Hohlwinkel a gedreht und dabei von einem Taster
berührt; oc, ß,y seien die Innenwinkel des von Hohlwinkel und Taster gebildeten
Dreiecks A (Figur 1). Bleibt bei der Drehung der Taster in Ruhe, so ist nach einem
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