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Extremale konvexe Rotationshalbkorper im V^F^M-Vtoblcm des R$)
Herrn Prof Dr H Hadwiger in Freundschaft zum 60 Geburtstag

Eme Ebene senkrecht zur Rotationbachse schneidet einen beliebigen konvexen
Rotationskörper (wenn überhaupt) m einer Kreisscheibe Lasst man die Ebene den

Korper von einem Ende zum andern monoton durchlaufen und ist die Folge der
Radien monoton2), so bezeichnen wir den Korper als konvexen Rotationshalbkorper
Sem grosster Radius, am Rande liegend, heisse a h ist die Lange des eventuell vor
handenen Randzylinders

Die vorliegende Note bringt 8 Ungleichungen fur die oben definierte Korperklasse

Ha Aus den ersten 4 lassen sich die Extremalkorper herleiten, welche bei
vorgegebenem Integral der mittleren Krümmung M und ebensolcher Oberflache F das
absolute Maximum des Volumens V aufweisen Es smd dies

a) Kappenkoiper des Halbkugelzylinders von der festen Zylmderlange h*

a(2- n/4),
b) Halbkugelzylmder mit h* > h > a (n - 2)/2 h**

Interessanterweise sind die Kappenkorper der Halbkugel nicht extremal3)
1 Fur die Korperklasse Ha hat Herr H Hadwiger eme einheitliche

Integraldarstellung der Masszahlen M, F, V angegeben, welche die bequeme Herleitung von
8 linearen Ungleichungen gestattet Sie lautet

M n \ (a — r sm2a>) ^ +
™

a -f- n h
J v r/ cos2<p 2
0

n/2
dcpF n \ (a2 - r* sin©) —\ 4- n a* + 2 n a h

J v r/ cos2 (p

V l j(a» - r») -^ + na*h, a^ r(<p) > 0

0 Ä>0

(1)

x) Die Anregung zu dieser Note stammt aus einer Vorlesung von Prof H Hadwiger Elementar
mathematik vom hohem Standpunkt aus, Sommer 1963

2) Durch passende Wahl der Durchlaufungsnchtung lasst sich immer erreichen, dass die Radienfolge
monoton nicht zunehmend ausfallt Bei der gewählten Definition sind Korper mit zylindrischem Endstuck
inbegriffen

8) Obschon die Halbkorper die einfachsten Korper sind, liegen die Verhaltnisse doch wesentlich kompli
zierter als m der vollen Klasse Ka aller konvexen Rotationskörper Dort einerlei Maximalkorper, namhch
die Kappenkorper der Kugel sowie monotones y{x), hier zweierlei Maximalkorper, und y{x) weist ein inneres
Maximum auf
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2. Durch geeignete Kombination der Ausdrucke (1) erhalten wir die 8 linearen
Ungleichungen4)

la F < 2 a M - n (n + 1) a2 5)

2a

3a

3V^3a2M-iz(8 f 3 rc) a3/2

6F<3aF-5jr«3,
M > tt (rc/2 + 2) a

4a 3 V ^2aF - a2M -n(4-n) a*\2,

5a F ^aM -n (n - 2) a2, e)

6a

7a

3 V > a2 M - n2 a*

3V ^aF -2naz,
M>7r2a

8a V > a F - a2 M 4- n (n - 2) a3

(2)

Die ersten 4 smd gegenüber den entsprechenden der Note4) modifiziert und etwas
unhandlicher Die letzten 4 konnten unverändert übernommen werden, weil die dem
Gleichheitszeichen zugeordneten Korper Halbkorper sind

Das Gleichheitszeichen steht m den Ungleichungen la bis 3a fur den Halbkugel-
zyhnder, insbesondere also auch fur die Halbkugel, m 4a dagegen allgemeiner fur
Kappenkorper des Halbkugelzylmders, insbesondere also auch fur die Kappenkorper
der Halbkugel. In den Ungleichungen 5a bis 7a gilt das Gleichheitszeichen fur die
Kreisscheibe, m 8a dagegen allgemeiner fur Zylinder

3 Es ist sehr zweckmassig, die Ungleichungen (2) auf Koordinaten im Blaschke-
diagramm umzurechnen, wobei man den Formkoeffizienten

l^\na\M (0< A<4/rc)
einfuhrt. Man erhalt

lb x <2A- <I±-^-A2,

2b y<3A2- {*\3n) A3',

3b

4b y<2X-x X' {4~n)

5b x^X {n~2) X\
6b y>X%-?Lx*t

7b y^X-x- -T,

0 < X ^ 8/(71: + 4)

X\

0 < X < 4/;r

8b y^3A-AT-3Aa+ 3-^r^A3'

(3)

4) H. Hadwiger Elementare Studie uber konvexe Rotationskörper. Math Nachrichten, 2 Bd
Heft 3/4, März/April 1949. Die vorliegende Note stutzt sich auf diese Publikation, die alles Grundsatzliche
enthalt. Insbesondere werden die Bezeichnungen zum grossten Teil übernommen. Die Darstellung ist
abgekürzt gehalten.

5) Herr Hadwiger hat auch fur das restliche Intervall n (n\2 + 2) a > M > n% a Ungleichungen
gefunden, die allerdings nicht linear sind

*)•) la-4a sowie 8a sind auszuhwvartant, 4a ausserdem happemnvanant
•) 5a~7a sind durch Herrn Hadwiger noch wesentlich verschärft worden.
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Mit dem Gleichheitszeichen handelt es sich bei den Ausdrücken 3) um Strecken.
Dieselben beranden in der Diagrammebene einen von X abhängigen Sechseckbereich

P6(X) (Figur 1).
Für festes X ist nun zwar P6(A) festgelegt, nicht aber der genaue Bildbereich aller

zulässigen Körper, Teilbereich von P6(X). Zwar löst 4b mit der Aussage über die
Körper, welche das Gleichheitszeichen beanspruchen sowie unter Berücksichtigung von
lb und 5b das Maximumproblem von y(x). Unsere Kenntnisse über das Minimum von
y(x) aber sind sehr lückenhaft, gehört doch nur gerade der Bildpunkt des durch a und
X eindeutig bestimmten Zylinders zum scharfen Bildrand. Fortan lassen wir das Minimum

aus dem Spiel und beschäftigen uns ausschliesslich mit dem Maximum von y(x).

C 0 *>¦

Figur l7) Figur 2

4. Es geht jetzt darum, den obern Rand des Vereinigungsbereichs aller P6(X) zu
ermitteln. Zu diesem Zweck studieren wir die Abbildung

(4)

y 2X- x -X2 -c - »_) ;3

X
/ n —

l 4
2)P < X < 2X- (L+v-)r.

0 <A< 8

~77~+ 4

Enveloppenbildung liefert:

¦ X + ^Y$n) X\ y* 1« +
(4 0 <x< n + 4 ' (5)

Beide Kooidinaten wachsen mit X monoton. Wegen dy*/dx* 2 X ist die Enveloppe
von untzn konvex und liegt deshalb ganz nicht unterhalb der betrachteten Streckenschar

(4). Also gehört sie (mindestens teilweise) zum obern Bildrand. Für die Enveloppe
gelten die Relationen:

4 F 4aM + 37i(4-7i)a2,
3 V a2 M + n (4 - n) a*.

(6)

7) P8(A) ist nicht maßstablich gezeichnet. Fur die Halbkugel gilt speziell:
48 256 12

lb x <

4b y <

{71 + 4)2

16

n+ 4

7b y>

2b K
128

(Tl + 4)* '

256

3b y<
(71 + 4)3 ' ' " 71 + 4

8 (8 - 71)
5b x >

(71 + 4)2

24

6b y>

320

~(n~+4J* '

64 (4 - n)

71+4 (TT + 4)8
8b y>-71+4

[Tt + 4)*

192 (8 - 7%)

~lär+~4)»~*
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(6) ist kappeninvariant Es genügt deshalb, die Masszahlen des Halbkugelzylmders

V= n* (2 + 3?):

F n a2 (3 4- 2 q)

M =r Tta (n\2 + q)

q hja > 0 (7)

in (6) einzusetzen, um das auf den ersten Blick überraschende Ergebnis

n\4 (8)

zu erhalten
Nun zeigt sich aber, dass die gefundenen speziellen Kappenkorper des Halbkugel
zylmders nur das Teilmtervall 0 < X < 16/(16 -f n) beanspruchen Im restlichen
Teilmtervall 16/(16 + n) < X < 8/(4 -f n) umhüllt (5), wie man leicht nachprüft,
nicht mehr die betrachteten Strecken, sondern ihre rechtsseitigen Verlangerungen
Es ist deshalb die von A (Figur 1) beschriebene Kurve ins Auge zu fassen, also die
Bildkurve der Halbkugelzylmder Fur sie gilt

%** 2X- (1 + ä) X2,
4

y** 3X2- <8+37r) pt i6 <X <
8

16 4- ^ ^A ^ 4 4- ji '

(9)

Die Kurve (9) durchlauft fur X2 16/(8 + 3 tt) einen Scheitel bezüglich der x-Achse,
hernach fur A3 4/(1 4- tz) einen Scheitel bezüglich der y-Achse und mundet mit
X 8/(4 -h n) m den Bildpunkt der Halbkugel em (Figur 3) Da von 53 an die Kurve

rückläufig ist und kein Doppelpunkt existieit, fallt der Teilbogen S3H fur das
Maximum von y(x) aus8)

Endlich ist noch das Restmtervall 8/(4 + n) > X > 4\ti zu erledigen9) Eme
weitläufige, m dieser Note wegzulassende Untersuchung zeigt, dass (Figur 2) nicht A,
der dem Extremalkorper zugeordnete Punkt, sondern B entscheidet Die Koordinaten
der J5-Kurve fallen mit wachsendem X monoton, und diese Kurve verlauft weit unter
dem obern Bildrand (somit auch die A-Kurve)

Damit können wir folgendes Schlussergebnis formulieren

Im Intervall 0 < x < xx besitzen spezielle Kappenkorper des Halbkugelzylmders,

im Intervall xx < x < xz Halbkugelzylmder mit h* > h > h**
bei vorgegebenem x das absolute Maximum von y (Figur 3) 10)

(10)

8) Dass kein anderer Rand in Frage kommt, folgt aus der Untersuchung von yx 0 Überdies kann
direkt berechnet werden, dass die Steigung der Halbkugelzylmderkurve im zulassigen Intervall kleiner ist
als 2 X, die Steigung der Strecken Ferner kann man zeigen, dass die beiden Kurven in Sx tangential an
schhessen, so dass keine Ecke auftritt

9) Vergleiche H Hadwiger Math Nach 2, 114 (1949), 13, 19 (1955), 14, 377 (1956), Math Annalen
122, 175 (1950), Abh math Sem Hamburg Um 18, 38 (1952), El Math 12,101(1957)

10) In (5) und (9) liesse sich noch X eliminieren, und man erhielte Ungleichungen in x und y Dieselben
fallen aber im Gegensatz zum analogen Problem in der vollen Klasse Ka kompliziert und sogar irrational aus,
weshalb wir darauf verzichten
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Punkt X x y q

125

Si

H

16 32 (14 - ti)
(16 4- ti)2

32 (6 4- ti)
(3ti+ 8)2

4

256 (32 - 3 st)

(16 4- ti)3
256

2 - n\4 > 1

Tt/4 <1

Tt/2-1

0

16 4- n
16

8 4- 3 Ti

4

(8 4- 3j*)2
8 (3 tt - 2)

(1 4- ^)3
256

1 + n
8

1 4- Tl

48

44- n (w+4)» (4 + Tl)*

/<! <C X2 <- ^3 ^ *H > Xtj <C #j_ "^ Xt£ <C #3 •

«u

«I

I a

lx

Figur 3 (maßstablich)

Damit ist aber auch bewiesen, dass die gefundenen Extremalkörper bei vorgegebenem
M und ebensolchem F grösstes Volumen V aufweisen11).

H. Bieri, Bern

u) Es stellt sich noch die Frage, ob man die Klasse der Vergleichskörper auf konvexe Nichtrotations-
körper erweitern könnte. Dies ist zu vermuten und kann in einem {y, z)-Diagramm mit Hilfe der Schwarzsehen

Abrundung in gewissem Umfang bewiesen werden.
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