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L'aiguille de Buffon sur la sphere

0. Introduction

Nous fetudions ici un probl&me analogue ä celui de Buffon, avec la difference
que le plan est remplacfe par une Sphäre de rayon 1, la famille de droites par
une famille de _V mfcridiens equidistants et l'aiguille par un arc de grand
cercle dont la longueur, mesurfee en radians, sera appelee L (L < n). Nous
cherchons la probabilit6 P(N9L) pour que l'aiguille coupe un meridien,
sachant que le point milieu de l'aiguille et l'angle qu'elle forme avec une
direction fixe sont uniform6ment repartis, l'un sur la sphere, l'autre dans
[0, n). II s'agit d'une g6neralisation des resultats de [1].

1. Formules exactes

Nous admettons que P, le point milieu de l'aiguille, se trouve entre les meri-
diens voisins gx et g2. La position de l'aiguille S est alors determinee par les
parametres suivants (Fig. 1):

q: la longueur de l'arc OP (O est le «pole nord»)
9: l'angle de g x avec OP(0^0<ßN=2 n/N)
v: l'angle de l'aiguille avec OP (0 __I v < n)

Fig. l

Lemme 1.1: Supposons que S ne coupe pas gx et soit A l'intersection du pro-
longement de S avec gf j. Pour un v donn6, satisfaisant

ßs I L
a) sin v _ü sin -—/sin —,
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9 atteint sa valeur minimum 9X lorsque

b) PA=- et c) AO =-
2 ' 2

Cette valeur de 9X est donnee par

sin9x siny • sin—. (1.1)

Preuve: Nous avons dans le triangle spherique OAP:

sin PA
sin 9 sin v -

sin_40
(1.2)

Si l'on suppose PA ^ L/2, on voit immediatement que l'expression de droite
dans (1.2) est minimale pour PA L/2 et AO n/2. La condition 9 _^ ßN/2
(gx est le plus proche voisin de OP) implique en outre

ßN sin A O ßN 1

siny __i sin— =-__i sin— :———.2 sinP_4 2 sin L/2

En posant 92= 92(v) ßN— 9x(v)9 9X donne par (1.1), on obtient donc la
condition

9X^9^92. (1.3)

En supposant que v satisfait a) et que 9 satisfait (1.3), nous allons maintenant
d6terminer les valeurs admissibles de g. Dans le cas limite oü S touche gx en
_4, ona

L — L ^^cos qx cos A O • cos — + sin A O sin — cos OA P

On obtient sin A O ä partir de (1.2) et

cos OAP cos9 cosv + sin9 sinv cosqx

(1.4)

(1.5)

qx arc cos
sin v cos v cos 9 sin2 (L/2) + A cos (L/2)

F2sin9 Qi(v,0)

ou

et

A2 sin29 — sin2y sin2—i^ 0,

F2 1 - sin2 v • sin2—-.
2

(1.6)
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Pour l'autre valeur limite on obtient

sin v cos v cos 9 sin2 (L/2) — A cos (L/2)
q2 arc cos g2(v,9)F2sin9

Les cas oü S touche g2 donnent pour leur part les valeurs limites:

Qx n-Q2(v9ßN-9), Q2=n- qx (v9 ßN-9).

(1.7)

(1.8)

En posant Rx max (gl9 g\) et R2= min (q29 q'2)9 on aboutit donc ä la condition

Rx^g^R2. (1.9)

Le cas Rx > R2 est possible. Cela signifie que l'aiguille coupe toujours gx ou
g2 pour les valeurs correspondantes de v et 9. Pour obtenir la probabilite de
l'6v6nement E: «S ne coupe pas de märidien», il faut donc integrer sur le
domaine ainsi limitfe la mesure

dp — | sing | dgd9 dv

Nous poserons encore, en tenant compte de a),

v — arc sin
ßN / L

sin—~ /sm—
2 / 2

lorsque /?# =^ L et v n/2 sinon. Nous obtenons alors en ne consid6rant par
raison de symfetrie que le cas 0 __§ 9 __i ßs/2 et 0 _^ v < n/2:

v ßN/2

//(£) 4 f J max (0, cosi?i - cosi?2) d9 dv
0 öi

P(N9L)=l M(E)'N
4n2

(1.10)

(1.11)

(v dbüni ci-dessus, 9X par 1.1), Rx max (gx, g\)9 R2 min (g2, g'2), gx, £2, g\
et$ selon (1.6), (1.7) et (1.8).

2. Formules asymptotiques

Si N -» 00 et L -? 0 de teile sorte que ß^/L tende vers une valeur fixe
k(NL-> 2n/k)9 nous allons montrer que P(N9L) tend vers une limite (qui
däpend de k). Le fuseau peut Stre considferfe comme plan dans un entourage
infinitesimal de P, et notre probleme devient donc ä la limite äquivalent ä un
probläme plan, dans lequel l'aiguille est droite, et la surface sur laquelle eile
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est jetee est däcrite par la Fig. 2, dans laquelle la longueur OO' est n9 et la
distance entre les bords est egale ä celle mesuräe sur la Sphäre entre les
meridiens ä la hauteur correspondante.

-^?

Fig. 2

La position de S peut etre dans ce cas däterminäe par les paramätres suivants
(Fig. 2):

g: La distance de O ä la projection P' de P sur O O'
v: l'angle de S avec OO', le meridien milieu
s: la distance de P ä Q9 intersection de PP' avec le märidien le plus

proche de P.

Nous allons montrer que, pour une valeur donnee go de la variable alfeatoire
g9 la probabilitä conditionnelle d'intersection est voisine de la probabilitä
calculee pour une aiguille classique de Buffon de longueur 1, jetäe sur une
famille de paralleles espacäes de k singo ou, ce qui revient au meme, une
aiguille de longueur L avec des espaces de k L sin go.

A„s

/ \

/ L/2

Fig. 3
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En effet, les valeurs limites vx et v2 pour l'angle v sont, dans le probleme
classique (Fig. 3) et pour s __i L/2:

2s
vx — arc sin-—, v2 n — vx

_L/

(nous posons v x v 2 n/2 pour s > L/2).
Dans le probläme du fuseau plan on obtient des valeurs de la forme

2(s-Axs) 2(s + A2s)
v\ arc sin v2 arc sin

Li L~i

oü Axs/L et A2s/L tendent vers O avec L, quelles que soient les valeurs de go
et de s (ä l'exception des valeurs extremes, que l'on peut negliger). Sachant
que, pour go donne, s/L a une repartition uniforme sur l'intervalle
(0, /csingo/2), nous obtenons pour la probabilite d'intersection dans le cas
du fuseau plan Q (go):

fY( [nsmgo\x^fNv'2-v'x J

et l'on voit, en faisant la transformation t 2 s/L kNs/n et en utilisant la
continuitfe de la fonction arc sin, que ceci tend vers

^sineoy -.

Ö(eo) (^sineor1 J -dt (2.2)
0 7t

avec v\ n- v2 aresin/ pour / ___; 1 et vx v2= n/2 pour t>\. En remar-
quant que la fonction de densite de g sur [09n] est 1/2 sin g, on trouve ä

partir de (2.2) la valeur limite de P (_V, L) sous la forme (p (k) avec

1 2 n/1

<p(k) 1 + — J /(*sinC) dg (k ^ 1)
K nK 0

(2.3)
1 1/ k2 — 1 2 arcs*n^^

?»(A:)-1+T-L— | f(ksmQ)dQ (k>\)
K K nK 0

oü f(x) x arc sinx + ]/1 - x2.
En integrant par parties, on obtient (p. ex. dans le cas k > 1):

- aresin l//r rr»Q2n aresin 1/A:

-J 0 yi-Arsure 0

En äcrivant /c2cos2g= (fc2 — 1) + (1 — fc2sin2g), en posant ksing sinu et
k~l-h9 puis en transformant h2cos2u comme plus haut, on se ramäne aux
intägrales elliptiques

n/2 n/2 jE(h) I (1 - h2 sin2*?)1'2 dg, F(h) - f 2 J 2 /2 (2.4)
0 N

0 (1 — n sin ß)
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II faut alors utiliser (cf. [3], p. 40):

l + h \-h
E(h)=-Y-E(h')+-^F(h'),

oü
2]/h

h'=-
l + h'

pour arriver, comme dans le cas plus simple k _^ 1, au.

Theoräme: La valeur limite de P(N9L) lorsque _V->oo, L-+0, NL-+2n/k
est de laforme (p (k) avec

fW_,+4.___4_)B_y_
k nk \l + k i

Les tabelles ci-dessous donnent quelques valeurs de P(N9L) et de (p(k).

Tableau I: Valeurs exactes de P (N, L)

4 6 8 10

20° .112 .166 .217 .313 .403 .485
40° .222 .326 .419 .580 .707 .786
60° .333 .483 .606 .782 .850 .884
80° .444 .632 .768 .878 .913 .932

120° .666 .891 .938 .964 .974 .980
150° .833 .976 .986 .992 .994 .995

Tableau II: Valeurs asymptotiques ^Hk)

k .2 .4 .6 .8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 3 4 10

<p(k) .9499 .8990 .8463 .7902 .7268 .6503 .5820 .5247 .4768 .4365 .3054 .2343 .0975

Remarque: On peut modifier le probläme en rempla9ant la famille des
fuseaux par une famille de triangles sphäriques isocäles dont Tun des
sommets se trouve au pole nord ou au pole sud, l'angle fetant toujours /?#, et
le cöte opposfe sur l'äquateur. Si l'on appelle P(N9L) la probabilite d'intersection

dans le cas des N fuseaux et PX(N9L) la probabilite correspondante
dans le cas des 2 N triangles isocäles, on a immädiatement l'estimation

P(N9L) £ Px(N,L) * P(N9L) + P(2,L),
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le deuxiäme terme de la somme fetant la probabilite d'intersection avec
l'äquateur. Le däveloppement asymptotique est ävidemment le meme qu'au
paragraphe 2.

E. Peter (Bern) und C. Tanasi (Palermo)
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Aufgaben

Aufgabe 891. Es sei /: [0,1] -> R stetig und
i

\f(x)dx 0.
0

Man zeige, dass

[\x2f(x)dx\ *k\\x2(f(x))2dx.

Wann genau gilt das Gleichheitszeichen?
H.-J. Seiffert, Berlin, BRD

Solution: More generally, by applying the Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz
inequality (J g h)2 _i (J g2) (J h2) to the case when g (x) xf(x), h (x) x9 we
obtain the given inequality for every Lebesgue integrable /, with equality if
and only if Xxf(x) + px 0 almost everywhere for some constants A, p not
both 0, i.e. f(x) c almost everywhere for some constant c.

R. O. Davies, Leicester, GB

Weitere Lösungen sandten U. Abel (Giessen, BRD), K. Bickel (Nürtingen,
BRD), P. Bundschuh (Köln, BRD), Th. Egger (Appenzell), A. A. Jagers
(Enschede, NL), W. Janous (Innsbruck, A), L. Kuipers (Sierre), O. P. Lossers
(Eindhoven, NL), A. Makowski (Warschau, PL), V. D. Mascioni (Origlio),
Chr. A. Meyer (Ittigen), I. Meränyi (Cluy-Napoca, RU), Hj. Stocker
(Wädenswil), W. Volgmann (Bochum, BRD), M. Vowe (Therwil), C. Wildhagen
(Breda, NL), R. Wyss (Flumenthal).
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