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Ein Schliessungssatz der Elementargeometrie

1. Einleitung

Es werden einige Beispiele aus der diskreten Geometrie vorgestellt, die sich aus dem
mehrfachen Abtragen einer Strecke konstanter Lange ergeben Abwechslungsweises
Abtragen auf zwei sich schneidenden Geraden ergibt genau dann einen geschlossenen
Polygonzug, wenn der Schnittwinkel der beiden Geraden in einem rationalen Verhältnis zu n
steht Eine räumliche Anwendung fuhrt zur Feststellung, dass es auf Wendelflachen neben
den üblichen koaxialen Schraubenlinien auch desaxierte Schraubenlinien gibt Die dabei
verwendeten Methoden gehören in das Gebiet der Differenzengeometrie [2], sie fuhren
von der diskreten Geometrie zur Differentialgeometne

2. Abtragen einer Strecke konstanter Länge in einem Winkelfeld

Zeichnet man m einem gleichschenkligen Dreieck mit dem Spitzenwinkel | eine
Winkelhalbierende eines Basiswinkels em, erhalt man einen Polygonzug aus drei gleich langen
Strecken (Fig 1 a) Daraus folgt, dass man in einem Winkel von a | vom Scheitel aus
eine Strecke konstanter Lange a abwechslungsweise auf den einen oder den andern
Schenkel abtragen kann und nach fünfmaligem Abtragen zum Scheitel zurückkommt
(Fig lb)

Figur 1 Polygonzuge in einem Winkel a *

Mit einfachen Winkeluberlegungen kann man zeigen, dass man fur jede naturliche Zahl
n in einem Winkel von a * vom Scheitel ausgehend genau n Stecken der Lange a
abwechslungsweise auf die beiden Schenkel abtragen kann und dann zum Scheitel
zurückkommt Fur ungerades n erfolgt der Ruckweg spiegelbildlich zum Hinweg (Fig 2 fur
n 7), fur gerades n fallt der Ruckweg mit dem Hinweg zusammen (Fig 3 fur n 8)
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Figur 2 Sieben gleich lange Strecken m einem Winkel a — *

A_=A
3 "5

A-A17

A_»A

Figur 3 Acht gleich lange Strecken in einem Winkel a J

Bemerkung: Zeichnet man, unabhängig von der Parität von n, nur die erste Hälfte, d. h.

nur den Hinweg des Steckenzuges, und spiegelt dann die Figur sukzessive an den Schenkeln

des Ausgangswinkels, so erhält man Figuren, die aus Rhomben konstanter Seitenlänge

a bestehen (Fig. 4).

/

Figur 4 Rhombenfiguren
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Die Rhombenfiguren der Fig. 4 können als Frontalansichten rhombischer Zonoeder
interpretiert werden. Zonoeder sind konvexe Körper mit zentralsymmetrischen Seitenflächen
(vgl. [1], S. 28). So gehört zum Beispiel zur Fig. 4 c das Rhombenikosaeder (Fig. 5).

Figur 5. Rhombenikosaeder.

3. Der Schliessungssatz

Die Beispiele des Abschnittes 2 sind Sonderfälle eines allgemeineren Sachverhaltes. Wir
gehen von zwei Geraden g0 und gx aus, die sich in S unter dem Winkel a schneiden. Auf

a
g0 wählen wir einen Startpunkt A0. Seine Lage ist beliebig, aber höchstens d

sin (a)
vom Schnittpunkt S entfernt. (Diese Einschränkung stellt sicher, dass wir mit dem Abtragen

der Strecke der Länge a die Gerade gx noch erreichen.) Nun tragen wir von _40 aus
die Strecke der Länge a sukzessive ab, so dass die Endpunkte Ax, A2, A3,...
abwechslungsweise auf gx und g0 liegen (Fig. 6).

Figur 6. Abtragen der Strecke der Länge a.

Dann gilt folgender

Schliessungssatz: Der Polygonzug [A0AXA2...] ist genau dann geschlossen, wenn a ein

rationaler Teil von n ist.

Die Fig. 7 zeigt Beispiele für a § n und a f n.

Beweis: Für a f ist der Satz trivial, der geschlossene Polygonzug ist ein Rhombus mit
den Geraden g0 und gx als Diagonalen. Im folgenden sei a < §. Als Vorbereitung untersuchen

wir einen Polygonzug [Bt Bi+1C] mit zwei Strecken gleicher Länge a gemäss Fig. 8.
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Figur 7. Geschlossene Polygonzüge für a | n und a | %.

Dieser Figur entnimmt man, dass

ß + ol y — OL

also

y- ß 2(x.

Wir spiegeln nun den Punkt C an der Geraden SBi+l9 der Spiegelpunkt heisse Bi+2. Aus

der Fig. 8 ist nun ersichtlich, dass sich die Richtungen der beiden Vektoren BxBi + 1 und

BI+1 Bi+2 um die Differenz y — ß9 also um 2 a unterscheiden.
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i+2

Figur 8 Die Richtungen der beiden Vektoren BtBl+i und Bl+1 Bl+2 unterscheiden sich um 2a

Wir werden im folgenden wiederholt diesen Spiegelungsprozess anwenden und auf diese

Weise Vektoren der Lange a erhalten, deren Richtungen sich um 2 a unterscheiden
Die Fig 9 zeigt zwischen den Geraden g0 und gx den Polygonzug [A0AX A2 ] Es sei

nun ox die Spiegelung an gx, und g2 ax(g0) Weiter sei ax, i 2,3, die Spiegelung
an gx mit gx ax_x (gx-2) Wir spiegeln nun den Polygonzug [A0 AXA2 ] sukzessive an

o4°o30o20o1CA4A5Ae 3

*4 Oi°020o,CA,A4Aa 3

93

o8°ofCA2A,A4 ]

ox CA1A2A1 J

CAoAA _

A_.«B
0 0

Figur 9 Spiegeln des Polygonzuges
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Gi>92>9s>-"> wobei wir aber bei jeder Spiegelung die jeweils vorderste Stecke des

Polygonzuges weglassen. Zwischen den Geraden gt und gi+x liegt dann der Polygonzug
oioGi_xo'"o(T1[AiAi+xAi+2...]. Wir bezeichnen den Anfangspunkt dieses Polygonzuges

mit Bi9 es ist also

Bl aio<ji_xo..-oa1(Al)9 i 1,2,3,...

B0 A0.

Nach einem elementaren Satz der Abbildungsgeometrie (vgl. [3], S. 50) ist die Zusammensetzung

zweier aufeinanderfolgender Spiegelungen ak und ak+x eine Rotation q mit dem
Drehzentrum S und dem Drehwinkel 2 a, also

^k + i0<Jfc Q -

Für gerades i ist somit

i

Bi (aioai.x)o((Ti_2oai_3)o^'o(a2oax)(A^ Q1-(Ax).

Für ungerades i beachten wir, dass ax (Ax) Ai9 d. h. die erste Spiegelung ax kann
weggelassen werden. Dann ist aber

i-l
Bi (oioOi_x)o...o(o3oG2)(At) Q~r(Ai).

Diese beiden Fälle lassen sich zusammenfassen zu

Bf öL2J(^) (1)

Nach den Überlegungen bei der Fig. 8 erhalten wir somit eine Folge von Vektoren B0 Bx,
BXB29 B2B39... der Länge a, deren Richtungen sich um je 2 a unterscheiden. Die Addition

von Vektoren der konstanten Länge a, deren Richtungen sich jeweils um 2 a
unterscheiden, ergibt einen Polygonzug, dessen Ecken auf einem Kreis liegen. Falls der

Polygonzug geschlossen ist, muss die Summe der Aussenwinkel ein Vielfaches von 2 n ergeben,
d. h. mit der Eckenzahl q und der Umlaufszahl p muss gelten

2aq 2np

also

ol — n
q

Diese notwendige Bedingung für die Geschlossenheit des Polygonzuges ist aber auch

hinreichend, denn damit erhält man das (geschlossene) reguläre Sternpolygon <->

(Bezeichnung nach Schläfli. Vgl. [1], S. 93, sowie [4]). Die Fig. 10 zeigt das Beispiel {§}.
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Figur 10 Das reguläre Sternpolygon {*}

Wenn nun a in einem irrationalen Verhältnis zu n steht, erhalten wir einen unendlichen
Polygonzug [B0 BXB2 ], dessen Ecken dicht auf dem Umkreis liegen Dann enthalt aber
auch der ursprungliche Polygonzug [A0AXA2 ] unendlich viele verschiedene Ecken, ist
also nicht geschlossen

p
Im folgenden sei nun a -n(p9qe'E9p und q teilerfremd) Wir untersuchen die Anzahl

q
der Ecken des Polygonzuges [A0 AXA2 ] Der durch den Spiegelungsprozess erhaltene

Polygonzug [B0 Bx B2 Bq] ist das geschlossene reguläre Sternpolygon < - >, somit gilt

und insbesondere

(2)

ß2q Bq B0 (3)

Das heisst nun aber nicht, dass auch Aq A0 ist (vgl Fig 7)

Wir treffen eine Fallunterscheidung:

Falll Se{A09AX9 9Aq„x}
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Es sei S Aj. Dann fallen wegen (1) und (2) die Punkte AJ9 Bp Bq+J und Aq+J mit 5

zusammen, der Polygonzug [A0AX A2...] ist identisch mit dem geschlossenen Polygonzug

[AjAJ+ x... AJ+q_ J, welcher q Strecken enthält.

Fall 2: S${A09Al9...9Aq_x}.

Aus (1) folgt zunächst

-PI

und wegen (3) und _40 B0 weiter

..-ia
_[_1 rai

2«Die Rotation q L2J hat den Drehwinkel ö Eli-
Für ungerades qist S — pn + -2n — pn + ol.

q
Somit ist für ungerades q der Punkt Aq von _40 verschieden.
Für gerades q erhält man ö — /? 7i. Da /? und g teilerfremd sind, ist bei geradem q die
Zahl p ungerade, die Drehung um —p n also eine Punktspiegelung am Drehzentrum S

und somit ist auch hier Aq + A0.
Für den Punkt A2q erhält man analog

-[-1
au q 12Ha0).

PI]
Die Rotation q L2 J hat den Drehwinkel S — 2pn, ist also die identische Abbildung.

Somit ist A2q A0, der Polygonzug ist geschlossen und enthält 2q Strecken.
Damit ist der Schliessungssatz bewiesen.

4. Böschungslinien auf Wendelflächen

Die Geraden eines Büschels mit dem konstanten Schnittwinkel ol können als aequidi-
stante Niveaulinien einer Wendelfläche interpretiert werden. Gemäss Abschnitt 3 können

n
wir aber in einem Büschel mit a - eine Strecke konstanter Länge so abtragen, dass ein

q
regelmässiges g-Eck {#} entsteht (Fig. 11 mit q 6).

Bei Interpretation der Büschelgeraden als Niveaulinien einer Wendelfläche stellt das

regelmässige <j-Eck {q} eine Diskretisation einer Böschungslinie mit kreisförmigem
Grundriss dar. Ein Böschungslinie, d. h. eine Kurve mit konstanter Steigung, mit
kreisförmigem Grundriss ist aber eine Schraubenlinie. Es gibt also auf einer Wendelfläche
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Figur 11 Regelmässiges Sechseck

im Geradenbuschel mit a *

/

Figur 12 Schraubenlinien auf einer Wendelflache

neben den üblichen Schraubenlinien (Orthogonaltrajektorien der Niveaulinien) auch
desaxierte Schraubenlinien (Fig. 12).

Eine desaxierte Schraubenlinie hat im Vergleich mit der axialen Schraubenlinie gleicher
Steigung den halben Radius und die halbe Ganghöhe. Ihr Trägerzylinder enthält die
Achse der Wendelfläche als Mantellinie.

Bemerkung: Dieses auf differenzengeometrischem Weg gefundene Resultat lässt sich auch
direkt verifizieren. Aus der Parametrisierung der Wendelfläche

f(u9 v) u (cos v9 sin v9 0) + v (0,09p)

erhält man durch die Bedingung u r die koaxiale Schraubenlinie mit dem Radius r:

f(v) r (cost;, sin v90) + v(0909p).

Die Bedingung u rcost; liefert die desaxierte Schraubenlinie (Parameter t 2 t;):

r t
?(t) - (1 + cos t9 sin t9 0) + - (0,09p)

2 2
Hans Walser

Kantonsschule Frauenfeld und ETH-Zünch
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