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Theorie der Gitterpunkte

Ekkehard Kritzel,
Friedrich-Schiller-Universitit, Jena

Ekkehard Kritzel wurde 1935 geboren. Er studierte an der Friedrich-Schiller-Uni-
versitit in Jena, wo er 1963 promovierte. Seit 1969 ist er Professor fiir Theoretische
Mathematik an dieser Universitit. Sein Hauptinteresse gilt dem Gebiete der analy-
tischen Zahlentheorie, insbesondere der Theorie der Gitterpunkte und der grundle-
genden zahlentheoretischen Funktionen.

Wieviele Punkte mit ganzzahligen Koordinaten legen im Kreis K(x) = {(u,v) €
R%u? +v? < x }? Fiir einen konkret gegebenen Radius /X > 0 ist die Frage problem-
los beantwortbar, gentigend Zeit vorausgesetzt, Suchen wir aber eine genaue Formel,
die fiir alle x giiltig ist, so finden wir uns mitten in einem der klassischen ungeltsten
Probleme der Zahlentheorie wieder. Eine erste Approximation der genauen Anzahl ist
der Fliicheninhalt 7x des Kreises K{x). Das Kreisproblem (oder Kreisgitterpunktpro-
blem) bestehit in der Erforschung der Fehlerfunktion

A(x) = Anzahl (Z* N K(x)) - nx.

Auf eine genaue elementare Formel wird dabei der schieren Hoffnungslosigkeit wegen
zum vorttherein verzichtet, Man beschriinkt sich auf die Bestimmung wichtiger Eigen-
schaften. Etwa; Hat A(x) viele Zeichenwechsel? Qder diese wichtigsie Frage: Welches
ist die GroBenordnung von A(x) falls x gegen oo strebt?
In dieser Arbeit erliutert der Autor neueste Resultate zum Kreisproblem und zum ver-
wandten Teilerproblem und geht auf verschiedene ‘Verallgemainefungen dieser klassi-
m Probleme ein, die man alle etwa so beschreiben kann: fiir eine Familie B(x) von
mpakie) Bereichm in R*, mit x > xo, sucht man eine einfache Funktion f (x) derart,

‘ tim Amtaﬁi(l" N B
X fe)
*»;_\ 'u;'.: O A(x} - m{g(X)ﬁzﬂ)“f(X) Efbﬁscmt ;
m ‘dabei im e stent chen auf die Frage nach der G}:&emrdﬁﬁng« durch welche
einfmh@ Mﬁmg{xweiﬁm siehw;x); nach oben abs hiitzen.

= 1
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Der Gegenstand, um den es sich handelt, ist schnell beschrieben. Wir betrachten ei-
nen p-dimensionalen Euklidischen Raum, der mit einem Cartesischen Koordinatensy-
stem versehen ist. Unter einem Gitterpunkt verstehen wir einen Punkt mit ganzzahligen
Koordinaten. Die zentrale Aufgabe in der Theorie der Gitterpunkte besteht in der Ab-
schiatzung der Anzahl der Gitterpunkte in groBen kompakten Bereichen. So einfach das
Problem beschrieben ist, so schwierig ist jedoch seine Bearbeitung. Diese von der geo-
metrischen Seite her dargelegte Aufgabenstellung bietet natiirlich selbstéindiges Interesse.
Andererseits fiihren viele Fragestellungen der Zahlentheorie in letzter Konsequenz auf
Gitterpunktprobleme. An einzelnen Stellen der folgenden Ausfiihrungen wird darauf hin-
gewiesen. Als ergdnzende Literatur sei auf die Monographien von F. Fricker [1] und des
Autors [3] mit zahlreichen weiterfiihrenden Literaturangaben und auf die Ubersichtsar-
tikel von F. Fricker [2], W.G. Nowak [4] und W. Schwarz [5] hingewiesen.

1 Ebene Gitterpunktprobleme

1.1 Der Satz von Jarnik-Steinhaus. Die Theorie der Gitterpunkte nimmt ihren Aus-
gangspunkt im sogenannten Kreisproblem, welches bereits von C.F. GauBl aufgeworfen
wurde. Wir fragen nach der Anzahl der Gitterpunkte in einem Kreis mit dem Mittelpunkt
im Ursprung des Koordinatensystems und dem Radius /x, wobei x > 1 ein groBer po-
sitiver Parameter ist. Uns interessiert also eine Abschétzung der Anzahlfunktion

Ry(x) =#{(m,n) :m*+n?<x; m,n € Z}.

Dabei kann man folgendermaBen vorgehen: Man ordnet jedem Gitterpunkt des Krei-
ses dasjenige achsenparallele Quadrat der Seitenldnge 1 zu, welches den Gitterpunkt
zum Mittelpunkt hat. Die Vereinigung aller dieser Quadrate bildet ein Polygon, dessen
Flacheninhalt gleich der Anzahl der Gitterpunkte R,(x) im Kreis ist. Dieser Fldchenin-
halt stimmt anndhernd mit dem Flidcheninhalt des Kreises iiberein. Fehler entstehen bei
dieser Betrachtungsweise am Rande des Kreises. Genauer: Das Polygon liegt ganz im

Kreis mit dem Radius /x + 1/+/2 und enthilt den Kreis mit dem Radius /x —1/v/2.
Daher ist

2 2
T (f—%) SRy(x)<T7 (ﬁ+\/ii>
und folglich
[Ra(x) — x| < 2mV/x.

Die arithmetische Deutung dieses Ergebnisses liegt auf der Hand. Bezeichnet r(n) die
Anzahl der Darstellungen der natiirlichen Zahl n als Summe von 2 Quadraten ganzer
Zahlen, so ist

Ry(x)=1+ Zr(n) ~TX (X > ).

nsx

Das bedeutet, 7(n) besitzt die durchschnittliche GroBenordnung 7.

Es ist interessant, daB die iiber den Kreis getroffene Aussage weitgehend verallgemeinert
werden kann. Dies bemerkte zundchst M.V. Jarnik und teilte es H. Steinhaus mit, der
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Fig. 1 Das Polygon ist schraffiert. Die Kreislinie mit Radius \/5{ ist ausgezogen, die Kreislinien mit den
Radien 1/x =+ /2 sind gestrichel.

1947 einen Beweis des folgenden Satzes mit genau den gleichen einfachen Hilfsmitteln
publizierte:

Es sei | eine geschlossene rektifizierbare Jordankurve mit der Lidnge L. Das Innere von
J enthalte G Gitterpunkte und habe den Flicheninhalt F. Ist L 2 1, so gilt

IF -Gl < L.

In der Folge interessiert uns nur noch qualitativ die GroBenordnung des Fehlers, wenn
die Anzahl der Gitterpunkte durch den Flidcheninhalt ersetzt wird. Wir schreiben dann
f(x)=0(g(x)) oder f(x) < g(x), wenn g eine positive Funktion ist und wenn es eine
Konstante ¢ > 0 gibt, so daB |f (x)] < cg(x) fiir x > xp 2 0. In diesem Sinne schwichen
wir den Satz von Jarnik-Steinhaus etwas ab. Wir betrachten einen Grundbereich D und
“blasen” ihn mit einem grossen Parameter x auf. Dann gilt:

Es sei D ein kompakter Bereich, der durch eine rektifizierbare Jordankurve berandet ist.

Es sei
m n
R(x)-#{(m,n). (W’V—;) e D;mmne Z} )

fiir x > 1. Bezeichnet |D| den Fldcheninhalt von D, so ist
R(x) = Dlx + O(Vx). 2
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Der Satz ist der beste seiner Art. Es gibt Bereiche, bei denen O(y/x) nicht verbessert

werden kann. Zum Beispiel konnen auf dem Rand von Rechtecken O (1/x) Gitterpunkte
liegen.

1.2 Gitterpunkte in kompakten Bereichen mit nicht-verschwindender Kriimmung
auf dem Rande. Fiir die Abschidtzung des Restgliedes in (2) haben wir eine schéne
geometrische Interpretation: Es ist von der Gro8enordnung der Linge der Randkurve.
Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob die Abschédtzung in (2) verbessert werden kann,
sofern man hinreichende Glattheit des Randes voraussetzt. Wenden wir uns zunéchst
wieder dem Kreis zu. Es gilt (2) mit |D| = &. Schreiben wir

Ry(x) =mx + A(x)

und definieren
¥ =inf{a: A(x) € x*}. 3)

Die Bestimmung der wahren Grofle ¥ bezeichnet man als das Kreisproblem. Wir sind

weit entfernt von einer Losung. Es sollen wesentliche Etappen der historischen Entwick-
lung beschrieben werden.

Trivial ist 0 < 9 < 1 /2. Im Jahre 1906 schaffte W. Sierpinski mit einer komplizierten
auf G. Voronoi zuriickgehenden Methode ¥ < 1/ 3, was in den Folgejahren mehrfach
durch Methoden der Geometrie, der reellen und komplexen Analysis bestitigt wurde. Von
groBer Tragweite erwies sich die Methode der Abschétzung von Exponentialsummen, die
von J.G. van der Corput in den zwanziger Jahren entwickelt wurde. Man muB} die Anzahl
der Gitterpunkte unterhalb einer Kurve abschitzen konnen. Bezeichnet G die Anzahl der
Gitterpunkte (m,n) mit 0 <m < f(n),a <n <b, so ist — falls die Gitterpunkte der

Ao
f(n)-y(f(n)) Gitterpunkte
e o el v=F(u)
1"— ® [ ] i .s o L ] [
o & 'u) - @ o o

pY
Pl
= -
G“_
=

Fig. 2 ! )
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Form (0,n) mit dem Gewicht 1/2 belastet werden —

G=>Y fm->_ ¥(fm)

a<n<b a<n<b

mit Y(t) = ¢t — [t] — 1/2. Hinreichende Differenzierbarkeit von f (#) vorausgesetzt, ent-
stehen hinsichtlich der asymptotischen Entwicklung beziehungsweise der Abschitzung
beider Summen zwei vollig unterschiedlich schwierige Probleme. Die erste Summe 148t
sich im allgemeinen mit der Euler-Maclaurinschen Summenformel in einfacher Weise
asymptotisch entwickeln. In der zweiten Summe schwankt die %-Funktion zwischen
—1/2 und +1/2, und man moéchte das Wegheben positiver und negativer Anteile in den
Griff bekommen. Dazu nutzt man die Fourier-Entwicklung von 9(%),

_ 1 =L sinQwut)
Y =-—3 ——

1
v=1

und wird auf die Notwendigkeit der Abschitzung der Exponentialsumme

Z 821rif(n)1/

a<n<b

gefiihrt. Dies erfolgt durch Uberfiihrung der Summen in Integrale und Anwendung der
aus der Asymptotik her bekannten Methode der stationdren Phase. Damit bewies J.G.
van der Corput 1919 erneut ¥ < 1/3 und dariiberhinaus den allgemeinen Satz:

Es sei D ein kompakter ebener Bereich. Der Rand sei eine stiickweise stetig gekriimmte
Jordankurve mit von 0 verschiedener Kriimmung. Ist R(x) durch (1) definiert, so ist

R(x)=IDlx +O(x'#).

G.H. Hardy und E. Landau bewiesen 1915 unabhéngig voneinander ¥ = 1/ 4 beim
Kreis, so daB die wahre Konstante 1 zwischen 1/4 und 1/3 zu suchen ist. Die untere
Schranke konnte bisher nicht vergroBert werden, die obere dagegen verkleinert. Man
glaubt allgemein, daB 1/4 wohl die wahre Konstante sein wird.

J.G. van der Corput verschirfte seine Methode erheblich. Statt die Exponentialsummen
wie oben direkt abzuschétzen, unterwarf er sie einer Transformation vermdge der Euler-
Maclaurinschen Summenformel. Damit erhielt er: Ist f (t) dreimal stetig differenzierbar
in [a,b], ¢ < |f”(#)| € uc, @ = minf’(t), B = maxf’'(t), € = €™ fiir {’(t) > 0 und
£ =e ™ fiir f"(t) < 0, ist weiterhin (t) durch f'(¢(t)) = t definiert, so gilt

. 1 ,
2mif(n) _ S 2mi(fe()re() :
E e =€ E = e + Restglied. &)
— acvep VI (@)

Wiirde man die neu entstehende Exponentialsumme auf der rechten Seite trivial ab-
schitzen, so wiirde das beim Kreis wieder auf 9 < 1 / 3 hinauslaufen. Mit der An-
wendung sogenannter Weylscher Schritte — so genannt, weil H. Weyl mit Hilfe der
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Schwarzschen Ungleichung Exponentiélsummen abschitzte — entwickelte J.G. van der
Corput eine tiefliegende Methode zur Abschétzung von Exponentialsummen, die in ei-
nem Wechselspiel von Weylschen Schritten und van der Corputschen Transformationen
besteht. So erzielte er im Falle des Kreises 9 < 1/3.

Einen entscheidenden Schritt weiter ging E.C. Titchmarsh 1934. Er fiihrte zweifache
Exponentialsummen
Z 627rif(m,n) (6)

(m,n)eD

ein und schitzte diese dadurch ab, daB er sie auf zweifache Integrale zuriickfiihrte und
eine Methode zu ihrer Behandlung analog zur Methode der stationdren Phase entwickelte.
Er erreichte ¥ < 15 / 46 fiir den Kreis. Diese Methode wurde in der Folgezeit von
verschiedenen Autoren erheblich verfeinert.

Eine grundsitzlich neue Methode zur Abschitzung von Exponentialsummen schufen
1986 E. Bombieri und H. Iwaniec, auf deren Grundlage H. Iwaniec und J. Mozzochi
1988 ¥ < 7 / 22 beim Kreis erzielten. Die Anwendung der Hardy-Littlewoodschen
Kreismethode auf den diskreten Fall und die Verwendung von Siebmethoden brachten im
Verein mit den obigen Methoden den Erfolg. M.N. Huxley arbeitete die neue Methode zu
dem Satz aus, in dem die zweimalige stetige Differenzierbarkeit des van der Corputschen
Satzes lediglich durch die Forderung der dreimaligen stetigen Differenzierbarkeit ersetzt
wird:

Es sei D ein kompakter ebener Bereich. Der Rand sei eine stiickweise dreimal stetig diffe-
renzierbare Kurve, mit nirgends verschwindender Kriimmung. Ist R(x) durch (1) definiert,
S0 ist

R(x) = DJx + O (x " (log x)*"??) .

1.3 Teilerprobleme. Neben dem Kreisproblem hat das Dirichletsche Teilerproblem
eine zentrale Bedeutung erlangt. Bezeichnet d(n) die Anzahl der Teiler der natiirlichen
Zahl n, so hat P.G.L. Dirichlet 1849 die Frage nach dem asymptotischen Verhalten der
summatorischen Funktion
D(x) = z dn)
n<x

aufgeworfen. Dabei handelt es sich in Wirklichkeit um ein Gitterpunktsproblem, denn es
miissen die Anzahl der Gitterpunkte unterhalb des Hyperbelasts t,t, = x, t; >0, £, >0
abgezihlt werden.

Mit der Eulerschen Konstanten C ist
D(x)=xlogx +(2C — )x + A(x).

Wir verwenden die Bezeichnung (3) auch in diesem Fall. Verwechslungen zwischen
Kreis- und Teilerproblem konnen gar nicht erst aufkommen, denn beide Probleme haben
sich parallel entwickelt. Elementar ist 0 < 9 < 1/2. G. Voronoi erreichte 1903 9 < 1/3.
Auf diese Arbeit baute W. Sierpinski beim Kreis auf, wie im vorangehenden Abschnitt
bereits erwihnt. 9 > 1/4 stammt wieder von G.H. Hardy und E. Landau. Dal ¥ < 15/46
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bestdtigten mit zweifachen Exponentialsummen unabhéngig voneinander Chih Tsung-tao
1950 und H.-E. Richert 1953. SchlieBlich bekamen H. Iwaniec und J. Mozzochi mit ihrer
Methode 9 <7/22.

In neuerer Zeit spielt ein unsymmetrisches Teilerproblem eine wichtige Rolle in der
Zahlentheorie. Sind a, b natiirliche Zahlen mit 1 <a < b, so werden die Teilerfunktion

d(a,b;n)=#{(n1,n2);n§‘n§' =Mn; Ny,Ny € N}

und die summatorische Funktion

D(@a,b;x) = Zd(a,b;n)
nsx

betrachtet. Bei der Untersuchung der Verteilung der quadratfreien (p prim, p/n = p>tn)
und der quadratvollen Zahlen (p prim, p/n = p*/n) treten beispielsweise Fragen des
asymptotischen Verhaltens von D(1,2;x) und D(2,3; x) auf. Man erhilt allgemein

D(a,b;x)=H(a,b;x)+ A(a, b; x),

wobei das Hauptglied fiir 2 < b gegeben ist durch

H(,b;x)=¢ (g) x4 ¢ (%) x\,
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((s) bezeichnet die Riemannsche Zeta-Funktion. Obwohl das Restglied grundsitzlich mit
denselben Methoden wie bisher angegangen werden kann, treten durch die Unsymmetrie
des Problems eigentiimliche Schwierigkeiten auf. Das zeigt schon das erste nicht-triviale
Ergebnis, welches H.-E. Richert 1952 erhielt:

B .. <
A, b;x) < + logx fiir b <2a

x5a+2b logx  fiir b > 2a.

In dem Ergebnis fiir b > 2a gehen nidmlich a4 und b nicht mehr gleichberechtigt ein. Das
mag wohl an der Unvollkommenheit der Methoden liegen, denn man erwartet allgemein
3 = + € als Exponenten.

1.4 Gitterpunkte in kompakten Bereichen, die auf dem Rande Punkte mit Kriim-
mung 0 enthalten. Bei den Betrachtungen iiber die Anzahl der Gitterpunkte in kompak-
ten Bereichen des Abschnittes 1.2 war ganz wesentlich, da3 auf der Randkurve keine
Punkte mit Kriimmung O liegen. Anderenfalls liegt eine gédnzlich neue Situation vor.
Dies bemerkte zunidchst B. Randol 1966 beim Studium der durch Lamésche Kurven

1t + [toff = x

berandeten Bereiche fiir gerade k > 4, was anschlieBend vom Autor fiir ungerade k > 3
bestdtigt werden konnte: Man erhilt scharfe nicht mehr zu verbessernde Abschétzun-
gen. Eine allgemeine Aussage geht auf Y. Colin de Verdiere im Jahre 1977 zuriick,
dessen Methode sich auf die Theorie der Singularititen stiitzt. Aber die Methode der
Exponentialsummen ist in gleicher Weise anwendbar.

Es sei D ein kompakter ebener Bereich. Der Rand sei eine stiickweise k-mal stetig dif-
ferenzierbare Kurve, wobei k 2 3 sei. Die Kriimmung verschwinde nur an endlich vielen
Punkten, und dies von einer Ordnung kleiner oder gleich k—2. Ist R(x) durch (1) definiert,
SO ist

Rx)=|Dlx +O (x%(l‘%)) .

Hier ist der Fall der Laméschen Kurven eingeschlossen, aber iiber eine untere Ab-
schitzung ist zundchst nichts ausgesagt.

Nimmt man zusitzlich an, daB in allen Punkten P; der Randkurve mit Kriimmung O die
Kurve rationalen Anstieg besitzt, so zeigte W.G. Nowak 1984 in Verallgemeinerung der
Ergebnisse des Autors zu den Laméschen Kurven, daB sich der Beitrag dieser Punkte
zum Gitternetz explizit angeben 14B8t. Hat die Nullstelle der Kriimmung im Punkt P; die
Ordnung k; — 2 (k; = 3), so gilt

R(x) = Dlx + Y i(x)+ 0",
P

wobei die angebbaren Funktionen ;(x) von der genauen GroBenordnung O (x (-1kiy2y
sind. Eine Ausnahme kann es bei Vorliegen eines Wendepunktes geben, bei dem die
genaue GroBenordnung auch O (x(1-2%72) sein kann. Uber das Fehlerglied O (x%*) kann
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man nun Aussagen von der Art des Abschnittes 1.2 machen: ¥ = 1/3 beziehungsweise
v ="7/22.

Es zeigt sich, daB} die Rationalititsbedingung wesentlich ist. B. Randol stellte ndmlich
fest, daB bei Drehung des Bereiches D um einen Winkel a um den Ursprung die entste-
henden Restanteile fiir fast alle a von der Gré8enordnung O(x3) unabhiingig von der
Ordnung der Kriimmungsnullstelle werden. M. Tarnopolska-Weiss zeigte dies 1978 sogar
fiir algebraisch-irrationales tan o, sofern die Ausgangskurve die Rationalititsbedingung
erfiillt.

2 Dreidimensionale Gitterpunktprobleme

2.1 Gitterpunkte in der Kugel. Es bezeichne R3(x) die Anzahl der Gitterpunkte im
Inneren und auf der Kugel ¢2 +t? +t2 = x. Ganz analog wie im Abschnitt 1.1 kann
man feststellen, dal diese Anzahl in erster Niherung durch das Volumen der Kugel
gegeben ist, wobei sich ein Fehlerglied von der GroBenordnung der Oberfldche einstellt.
Schreiben wir

Rs(x) = ?x” + Az (x),

93 =inf {a3 : As(x) K x ¥},
so ist also 93 < 1. Genauso elementar ist ¥ > %, eine Abschitzung, die bis heute nicht
verbessert werden konnte. Ja, man nimmt allgemein 93 = 1 /2 an. E. Landau zeigte
1912 mit seinen tiefliegenden analytischen Methoden 93 < 3/4.

Natiirlich kann man allgemein bei dreidimensionalen Gitterpunktproblemen und insbe-
sonderer bei den Kugeln vorteilhaft die zweifachen Exponentialsummen (6) verwen-
den. Auf der Grundlage der von E.C. Titchmarsh entwickelten Methode kann man das
Landausche Ergebnis heute miihelos beweisen. Die weitere Entwicklung des Kugelpro-
blems wurde von I.M. Vinogradov geprigt. Sein bestes Ergebnis 93 < 2 / 3 wurde
1963 bewiesen. Seine Vorgehensweise ist bemerkenswert. Er bediente sich ebenfalls der
zweifachen Exponentialsummen. Im Gegensatz zu E.C. Titchmarsh, der den Weg iiber
zweifache Integrale ging, wendete er nacheinander die van der Corputsche Transforma-
tion (5) der einfachen Exponentialsumme zunichst auf die eine, dann auf die andere
Variable an. Das hat zwei ganz entscheidende Vorteile:

1. Man erhilt wieder eine Exponentialsumme, und man kann ein Wechselspiel Weylscher
Schritte und van der Corputscher Transformationen analog den einfachen Exponential-
summen einleiten. Dies fiihrte letztendlich — wenn auch nicht ausschlieBlich — auf das
gute Vinogradovsche Ergebnis bei der Kugel.

2. Wihrend das Vorgehen von E.C. Titchmarsh kaum eine Chance hat, auf mehrfache
Exponentialsummen ausgedehnt zu werden, besitzt das Vinogradovsche Verfahren die
Moglichkeit, auch hoherdimensionale Probleme in Angriff zu nehmen. In diese Richtung
gehen erste Versuche einer Theorie der Abschitzung mehrfacher Exponentialsummen
durch G. Kolesnik und den Autor.

Ein Problem ganz anderer Art steht in engem Zusammenhang mit dem Kugelproblem. Es
bezeichne H (d) die Anzahl der Klassen ganzzahliger, positiv-definiter, binérer, quadra-
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tischer Formen der Determinante d. Die asymptotische Entwicklung der summatorischen

Funktion
z H@d)
d<x

fiihrt auf ein dreidimensionales Gitterpunktproblem, ndmlich auf die Bestimmung der
Anzahl der ganzzahligen Losungen der Ungleichungen nyn, —m? <x, 0 <n; < np, 0<
2m < n,. Dieses Problem steht in gleichem Verhiltnis zum Kugelproblem wie im ebenen
Fall das Teilerproblem zum Kreisproblem. Das bedeutet, daB sich beide Probleme in
gleicher Weise mit gleichen Ergebnissen entwickelt haben und dies wohl auch weiterhin
so sein wird.

2.2 Teilerprobleme. Es bezeichne a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit 1 < a < b < ¢. Die
Teilerfunktion d(a,b,c; n) gibt die Anzahl der Darstellungen der natiirlichen Zahl n in
der Form n = n®nin$ an. Das Problem der Beurteilung des asymptotischen Verhaltens

der summatorischen Funktion

D(a,b,c;x) = Zd(u,b,c;n)

n<x

stellt ein dreidimensionales Gitterpunktproblem dar. Insbesondere in den letzten Jah-
ren fiihrten viele zahlentheoretische Probleme auf die Notwendigkeit der Untersuchung
dieser Funktion. Wihrend das Tripel (a,b,c) = (1,1, 1) das Piltzsche Teilerproblem be-
schreibt — benannt nach A. Piltz, der 1881 eine erste Abschitzung gab —, ist das
Tripel (1,2, 3) von grofiter Bedeutung in der Frage der Verteilung der Anzahl der nicht-
isomorphen Abelschen Gruppen gegebener Ordnung. Solche Tripel wie (2, 3, 6), (3,4, 5)
sind bedeutsam in der Frage der Verteilung der quadratvollen und kubikvollen Zahlen.

Ahnlich wie in Abschnitt 1.3 erhilt man
D@,b,c;x)=c1x% +cx” + c3x ¥ + Aa, b, c; x)

mit angebbaren Koeffizienten c;, ¢, c3, vorausgesetzt daB a < b < ¢ gilt. Im Falle von
Gleichheiten a = b oder b = c treten noch logarithmische Faktoren in der 1. oder 2.
Potenz auf. Fiir das Restglied gaben M. Vogts und A. Ivic 1981 auf der Grundlage einer
Idee von P.G. Schmidt die Darstellung

A@,b,c;x) =~ Z S(u,v,w;x)+O(xaTh)
(u,o,w)

an, bei der (u,v,w) iiber alle 6 Permutationen von (a, b, ¢) lduft. Die S-Funktion sieht
folgendermaBen aus:

S(u,v,w;x)= Z w((nufnv)w).

nUmU+iW <y
nsm

Der Beweis dieser Darstellung ist sehr kompliziert, aber sie verspricht die Moglichkeit
des wirkungsvollen Einsatzes zweifacher Exponentialsummen. Dennoch 148t sich denken,
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da die Verhiltnisse hier noch wesentlich komplizierter als bei der Abschétzung von
D(a,b; x) sind.
Trivial ist die Abschitzung

A@,b,c;x) K X

Ubrigens weiB man, daB
A(a,b,c;x) = o(xﬁ)

falsch ist, das heiBit, dal der Quotient von A und der x-Potenz rechter Hand nicht gegen
0 strebt.

Setzen wir fiir das Piltzsche Teilerproblem
93 =inf{a3 : A(1, 1, L;x) K x*},

so zeigte E. Landau 1912 9; < % mit seinen analytischen Methoden. Heute konnen wir
mit Exponentialsummen

AQa,b,c;x) K x 3 e log® x

beweisen, worin das Landausche Ergebnis enthalten ist. Aber im unsymmetrischen Fall
gilt dies nur unter der Einschrinkung 11a = 4(b +c). Um den entgegengesetzten Fall zu
behandeln, sind ziemliche Aufwendungen erforderlich. Uberhaupt ist das Umgehen mit
den zweifachen Exponentialsummen noch sehr miihevoll.

Die Entwicklung des Piltzschen Teilerproblems hat eine umfangreiche Geschichte, auf
die wir nicht eingehen konnen. Das beste Resultat erzielte G. Kolesnik 1981 mit 93 <
‘% =0,4479... Dieses Ergebnis, welches unter groBen Miihen mit zweifachen Exponen-
tialsummen erreicht wurde, zeigt jedoch, dal wir noch nicht weit von % aber noch sehr
weit von 1 entfernt sind.

3 Mehrdimensionale Gitterpunktprobleme

3.1 Gitterpunkte in konvexen Korpern. Fiir die Abschitzung der Anzahl der Gitter-
punkte in p-dimensionalen Korpern (p = 3) wird man sich wiinschen, die Konzeption der
ebenen Bereiche — dargelegt in den Abschnitten 1.2. und 1.3 — auch hier zu verwirkli-
chen. Das st68t auf zum Teil fast uniiberwindliche Schwierigkeiten. Man wird ausgehen
wollen von einem kompakten Bereich, dessen Rand ein eineindeutiges und sogar analy-
tisches Bild der Einheitskugel ist. Wie im ebenen Fall die Kriimmung der Randkurve, so
spielt jetzt die GauBBsche Kriimmung eine entscheidende Rolle. Im wesentlichen wurde
bisher nur der Fall positiver GauBscher Kriimmung behandelt. Hier erreichte E. Hlawka
1950 das folgende allgemeine Resultat:

Es sei D ein konvexer Korper, der die oben genannten Bedingungen erfiillt. Es sei

n n n
Rp(x)=#{(n1,n2,...,np): (\/;?, \/;,..., \/’;) € D; ny,ny,...,n, € Z}

fiir x > 1. Bezeichnet |D| das Volumen von D, so ist

Ry(x) = [D|xP? + O (xP#-12¢*D) | (7
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Dariiberhinaus ist
Ry(x) = ID|xP? + 0 (x®~1%)

falsch.

E. Hlawka bewies sein Resultat mit einer auf E. Landau zuriickgehenden Methode, mit
der dieser (7) 1915 fiir den Fall der Ellipsoide nachwies. Die Theorie der Abschétzung
der mehrfachen Exponentialsummen ist inzwischen wenigstens soweit entwickelt, daB3
das Landausche Ergebnis fiir das Ellipsoid nachvollzogen werden kann, vielleicht auch
das Hlawkasche allgemeine Ergebnis.

Es ist librigens bemerkenswert, daB Landaus Abschitzung fiir das Ellipsoid im allge-
meinen Fall bis heute nicht verbessert wurde. Lediglich in einigen speziellen Féllen, so
fiir rationale Ellipsoide — die Koeffizienten der quadratischen Form sind rational —
wurden bessere Abschidtzungen gefunden. Aber hier liegt eine besondere Situation vor.
Dieser Fall wurde in dem Ubersichtsartikel von F. Fricker [2] ausfiihrlich behandelt, so
daf wir ihn hier iibergehen kdnnen.

Fiir p-dimensionale Korper, deren Oberfliche Punkte mit verschwindender GauBlscher
Kriimmung aufweisen, liegen iiberhaupt keine Resultate in allgemeiner Form vor. Le-
diglich B. Randol und der Autor fanden Aussagen, die sich auf Bereiche beziehen, die
von der Hyperfliche

i+l + . =2, k=34,
begrenzt werden. Die Ergebnisse entsprechen denen des Abschnitts 1.4.

3.2 Teilerprobleme. In natiirlicher Verallgemeinerung der in den Abschnitten 1.3, und
2.2 betrachteten Teilerfunktionen werden die zahlentheoretischen Funktionen

a
d@a,ay,....ap;n) = # {(nl,nz, cohp) ini'n?. )’ = n}

mit natiirlichen Zahlen 1 <a; <a; <... <a, (p 2 2) und ihre summatorischen Funktio-
nen
D(ay,ay,...,apx) = Zd(al,az, e lpi)
n<x

untersucht. Das Problem der Abschitzung von D(1,1,...,1;x) geht auf A. Piltz zuriick
und wird fiir p 2 3 als Piltzsches Teilerproblem angesprochen. Die Notwendigkeit der
Untersuchung des allgemeinen Problems wurde durch die in jiingster Zeit aufgetretene
Frage nach der Verteilung der potenzvollen Zahlen hervorgerufen.

Mit Hilfe der Riemannschen Zeta-Funktion ((s) erhélt man fiir die erzeugende Funktion

(=] P
> d@,ay,....apmn™ = [ [ C@vs),
n=1 v=1

wobei die Reihe fiir Re(s) > 1/a, absolut konvergiert. Also ist fiir nicht-ganzzahliges x

und ¢ > 1/a,
Ct+ioo

14

1 x°

D(al,uz,...,ap;x)=———27ri / IIC(aus)—;s—ds, (8)
v=1

c—foo
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woraus man auf eine Darstellung

p
. 1a, .
D(ay,az,...,a5;5x) = E cyx ™ + Ay, ay, ...,0p; X)
v=1

schlieBen kann, sofern 4; <a; < ... <4y ist. Im Fall von einigen Gleichheiten unter den
a; sind noch logarithmische Faktoren im Hauptglied einzufiigen.

Zur Abschitzung des Restgliedes bietet die Integraldarstellung (8) an, das Integral nach
links iiber die Polstellen zu fiihren und es dann abzuschétzen. Dazu mufl man das Ver-
halten von (o +i7) fiir reelle o, 7 mit 7 — o beurteilen kénnen. Das ist ein noch vollig
offenes Problem. Auf diese Weise wurden bisher alle Abschidtzungen beim Piltzschen
Teilerproblem fiir p 2 4 gewonnen. Exponentialsummen scheinen wenig zu greifen.
Bezeichnet

Yy =inf {ap : AL, 1,..., s x) K x* },

so ist nach A. Piltz (1881) 9, < 1-1/p und nach E. Landau (1912) 4, < (p-1)/(p+1).
Die vielen Verbesserungen, die es inzwischen gegeben hat, sind fiir groBe p sehr schwach.
Man ist weit von der unteren Abschitzung ¥, 2 (p — 1) /2p nach G.H. Hardy (1916)
entfernt. Nach H.-E. Richert (1960) gibt es ein ¢ > 0, so daB gleichmiBig in p die
Abschitzung 9, < 1-cp™ gilt.

Wendet man auf das allgemeine Problem die gleiche Methode an, so erhdlt man we-
gen der Unsymmetrie des Problems nur schwache Abschitzungen oder Abschitzungen,
die nur unter sehr einschneidenden Bedingungen Giiltigkeit haben. Hier scheint die An-
wendung mehrfacher Exponentialsummen wieder niitzlich zu sein. Die einzige bekannte
Abschitzung, die keinerlei Bedingungen erfordert und mit mehrfachen Exponentialsum-
men gewonnen wurde, ist

p-1
Ay, ay, ...,a;x) K x % logf x.

Dabei ist A, = a; +4a; + ... +a,. Diese Abschiitzung liefert immerhin im Piltzschen
Teilerproblem das Landausche Ergebnis.
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