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Zur Kurvendiskussion der Potenzsummenpolynome

Dietmar Treiber
Herrn G. Pickert in Dankbarkeit gewidmet

Dietmar Treiber studierte in Koln Mathematik und Physik und promovierte dort
1971 iber p-adische Analysis. Er unterrichtet Mathematik und Informatik an einem
Gymnasium. Intensiv befasst er sich mit mathematikdidaktischen Fragen in Analysis
und Wahrscheinlichkeitsrechnung und mit dem Einsatz von Computern im Mathe-
matikunterricht. Besonders gern beschiftigt er sich mit Elementarmathematik.

1 Einleitung

Fiir alle n € N bezeichnen wir mit P, das n-te Potenzsummenpolynom, das dadurch
gekennzeichnet ist, daB fiir alle ganzahligen x > 2 die Gleichung

Pn(x) — 17’17] + 27171 + 37171 + .. + (x _ 1)7171

erfiillt ist. Es gilt dann:

mit ganz einfachen und an der Schule bekann
. und Integralrechnung interessante Eigenschaften diese
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1 1 1
Py(x) = Zx“ — §x3 + sz
1 5 1 4 3
Ps(x) ==’ — x4+ x° — —=x

Py(x) = o Loyl Lo Ly

Kem dieses Aufsatzes ist eine neue Rekursionsformel fiir die Potenzsummenpolynome.
Die Formel verwendet Differential- und Integralrechnung und erméglicht es, mit ganz
elementarer Analysis Neues iiber diese Polynome herauszufinden und Bekanntes einfach
herzuleiten. Unser wichtigstes Ergebnis besagt, daBd alle Potenzsummenpolynome punkt-
oder achsensymmetrisch sind.

Die Potenzsummenpolynome sind eng verbunden mit den Bernoullischen Zahlen. Als
Nebenergebnis gewinnen wir eine anschauliche Deutung dieser Zahlen und weisen wich-
tige Eigenschaften dieser Zahlen elementar nach.

2 Potenzsummenpolynome und Bernoullische Zahlen

Eine einheitliche Darstellung der Potenzsummenpolynome fand Jakob Bernoulli (siche
[1]). Die nach ihm benannten Bernoullischen Zahlen By, By, B,, . . . sind rekursiv definiert

durch By = 1 und
n—1
: 1
i=0

fiir alle n € Nmit n > 2. Z. B. gilt:
1 1 1 1
Bo=1,Bi=—-—=,B,=-,B3=0,B4=——,B;=0,B
0 y D1 P » D2 6 , D3 , P4 30 § 25 = 6 — 42
Mit diesen Zahlen lassen sich die Potenzsummenpolynome berechnen durch

Pu(x) = %i (’:) By

fiir alle n € N.

Umgekehrt lassen sich die Bernoullischen Zahlen aus den Potenzsummenpolynomen als
geometrische GroBen zuriickgewinnen, und zwar auf ganz verschiedene Arten. Sie sind
z. B. Tangentensteigungen dieser Polynome. Denn es gilt P/(0) = B,_; fiir alle n € N.
Fiir uns ist hier eine andere geometrische Deutung der Bernoullischen Zahlen wesentlich:

Satz 1 Fir alle n € N ist —li—" gleich dem Mittelwert von Py, auf [0, 1].

Beweis. Fiir n = 1 ergibt sich die Behauptung durch einfache Rechnung. Fiir alle n € N
mit n > 2 gilt:
1

1
1 n+1
= B; = —B,.
n/ Z() n+1—1 n+1 < )1 "
0
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3 Eine Rekursionsformel fiir die Potenzsummenpolynome

DaB man die Potenzsummenpolynome auch rekursiv berechnen kann, ist bekannt. Eine
Rekursionsformel findet man z. B. in [5; S. 501]. Wir bemerken, daB diese Formel
nur arithmetische Rechnungen verwendet. Daneben gibt es — wie wir nun zeigen —
noch eine ganz andere rekursive Beziechung zwischen den Potenzsummenpolynomen.
Diese verwendet Differential- und Integralrechnung und eréffnet neue Moglichkeiten
zur Untersuchung dieser Polynome mit elementarer Analysis.

Versuchen wir, durch Differenzieren eine Rekursionsformel fiir die Potenzsummenpoly-
nome zu finden. Fiir alle n € N gilt:

Pl =y 2 ("1 ) 1 - e

Il
I\g
- o=

i~

7

L

Hieraus und aus Satz 1 folgt:

Pl (x)=n Pn(x)—/Pn(t)dt

0

Die Potenzsummenpolynome haben samtlich an der Stelle 0 den Wert 0, wie Bernoullis
Formel zeigt. Daher folgt aus der letzten Gleichung durch Integrieren:

Rekursionsformel Fiir alle n € N gilt:

X

Poi(x) =1 /Pn(t)dt—x]Pn(t)dt

0

4 Die Symmetrie der Potenzsummenpolynome

Unsere Rekursionsformel ist ein Schliissel zum Verstindnis des Symmetrieverhaltens der
Potenzsummenpolynome. Sie erlaubt es, von der Symmetrie eines Potenzsummenpoly-
nomes auf die des nichsten zu schliefien.

Satz 2 Die Potenzsummenpolynome geraden Grades sind achsensymmetrisch zu x = %;
Die Potenzsummenpolynome ungeraden Grades sind —von dem vom Grade 1 abgesehen

— punktsymmetrisch zu S(3,0).
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch vollstindige Induktion. Sei zunéchst n = 2.
Die Achsensymmetrie von P, ergibt sich durch eine einfache Rechnung. Sei nunn € N
mit # > 2 vorgegeben.

Sei zunachst n ungerade. Nach Induktionsvoraussetzung ist P, ungerade beziiglich %
Dabher folgt:

1
31+X

mH@+xy4%4%—m:n/imﬂm:o
i—x

Daher ist P, gerade beziiglich 1.

Sei nun #n gerade. Nach Induktionsvoraussetzung ist P, gerade beziiglich % Daher folgt:

x 1

mmm+/mmm—/amm

=
s

1 1
Pua(5 +2) + Pai(5 —x) =n

X

P.(t)dt+ [ Pu(t)dt

(S0 A= =
o
|

1=

=0.
Dabher ist P,.;1 ungerade beziiglich 3. O

Wir bemerken, daB sich aus Satz 1 und Satz 2 in anschaulicher Weise eine wichtige
Eigenschaft der Bernoullischen Zahlen ergibt:

Bemerkung Es gilt: By = Bs =B; = --- =0.

5 Uber Nullstellen und Vorzeichen der Potenzsummenpolynome
im Intervall [0, 1]

Einige Nullstellen der Potenzsummenpolynome sind offensichtlich: Das Polynom P; hat
eine Nullstelle in 0; die Polynome P, P, Py, ... haben Nullstellen in 0 und in 1; die
Polynome P;, Ps, P;, ... haben eine Nullstelle in % Wir bezeichnen diese Nullstellen als
die trivialen Nullstellen der Potenzsummenpolynome.

Wir iiberlegen, ob die Potenzsummenpolynome im Intervall [0, 1] weitere Nullstellen be-
sitzen. Dazu untersuchen wir diese Polynome auf Vorzeichen- und Wachstumseigenschaf-
ten in diesem Intervall. Wir bemerken, daB das Vorzeichen der Potenzsummenpolynome
im Intervall [0, 1] noch aus einem weiteren Grunde interessant ist. Wir schlieBen aus
diesem Vorzeichen auf die Mittelwerte der Potenzsummenpolynome in diesem Intervall.
Diese Mittelwerte spielen aber in unserer Rekursionsformel eine wichtige Rolle.

Lemma 1 Die Polynome P5,P7,Py1,... sind positiv auf 10, %[ und negativ auf]% 1.
Die Polynome Ps, Py, P13, . . . sind negativ auf'10, 3[ und positiv auf 11, 1].
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch vollstindige Induktion. Die Vorzeichenaus-
sagen fiir P; weist man durch eine einfache Rechnung nach.

Sei n € N ungerade mit n > 3. Aus der Rekursionsformel und weil P, ungerade
beziiglich 1 ist, ergibt sich:

w2 (X) = (4 nPy(x).

Sei 0. B. d. A. P, positiv auf |0, 3[. Dann ist P, , auf [0, ]] konvex nach oben. Da
auberdem P, in 0 und in 1 Nullstellen besitzt, mub Py» auf ]0, 3| negativ sein. Aus
Symmetriegriinden ist dann P, positiv auf |1, 1.

Lemma 2 Die Polynome Py, Ps, Py, ... sind streng monoton fallend auf [0, %] und
streng monoton wachsend auf [%7 1]. Die Polynome Py, Py, Pyy, ... sind streng monoton
wachsend auf [0, 1] und streng monoton fallend auf [%, 1].

Beweis. Die Behauptung fiir P, rechnet man einfach nach. Nach der Rekursionsformel
und aus Symmetriegriinden gilt fiir alle geraden n € N mit n > 4:

Pl(x) = (n — 1)P_1(x).

Hieraus und aus Lemma 1 folgen die Behauptungen mit Hilfe des Globalen Wachstums-
satzes. O

Weil die Polynome P,, Py, Ps,... in 0 und in 1 Nullstellen besitzen und wegen der
Wachstumsaussagen aus Lemma 2 ergibt sich weiter:

Lemma 3 Die Polynome P, Ps, Pyy, ... sind negativ auf 10, 1[. Die Polynome P,, Ps,
Py, ... sind positiv auf 10, 1].

Mit Hilfe von Lemma 1 und Lemma 3 kénnen wir nun die Frage nach den Nullstellen
der Potenzsummenpolynome im Einheitsintervall beantworten:

Satz 3 Die Potenzsummenpolynome besitzen im Intervall [0, 1] nur die trivialen Null-
stellen.

Wir bemerken, da sich aus Lemma 3 und Satz 1 wieder in anschaulicher Weise eine
Folgerung iiber die Bernoullischen Zahlen ergibt:

Bemerkung Die B,, By, Bg, . .. besitzen alternierende Vorzeichen.

6 Die Vielfachheiten der trivialen Nullstellen

Mit den trivialen Nullstellen der Potenzsummenpolynome befafit sich iibrigens das Pro-
blem 11 aus den Mathematischen Semesterberichten (vgl. die Problemstellung in [10]
und die Losungen in [2;3:4:7:8:9]). Wir bemerken, daBl wir mit diesem Aufsatz auch
eine weitere und ganz clementare Losung dieses Problems geben.

Satz 4 Die Polynome Ps,Ps,Py,... besitzen in 0, % und in 1 Nullstellen der Vielfach-
heit 1.
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Beweis. Sei n € N ungerade mit 7 > 3. Nach der Rekursionsformel und wegen P,,(1) = 0
gilt:

Py =~ =) [ Pus()ix.

Nach Lemma 3 ist der Mittelwert von P, ; auf [0,1] nicht gleich 0 und daher ist
P;(1) # 0. Daher ist 1 Nullstelle der Vielfachheit 1 von P,. Aus Symmetriegriinden ist
auch 0 Nullstelle der Vielfachheit 1 von P,,.

Nach der Rekursionsformel gilt ferner:

PiH) = (n=1) [P - [ Pawhix |

Nach Lemma 2 kann der Mittelwert von P,_; auf [0, 1] nicht gleich dem Extremalwert

P,_1(3) sein. Daher ist P, (1) # 0 und somit auch ] Nullstelle der Vielfachheit 1

von P,.

Satz 5 Das Polynom P, besitzt in 0 und in 1 Nullstellen der Vielfachheit 1. Die Polynome
Py, Ps,Ps, ... besitzen in O und in 1 Nullstellen der Vielfachheit 2.

Beweis. Die Behauptung fiir P, beweist man durch einfache Rechnungen. Aus der Re-
kursionsformel und aus Symmetriegriinden ergibt sich fiir alle geraden n € N mit n > 4:

Pl(x)=(mn—1)P,_1(x).
Hieraus und aus Satz 4 ergeben sich die behaupteten Vielfachheiten der Nullstellen 0

und 1 von P,.

7 Bemerkung zu den nicht-trivialen Nullstellen

Im allgemeinen besitzen die Potenzsummenpolynome aufierhalb des Einheitsintervalles
weitere Nullstellen. Z. B. gilt:

P5(x):%x(x—%)(x—1) (x—%qL@) <x—%— 17—2) ,

Ps(X)éxz(x—1)2<x—%+?> <x—l—£> .

Den Funktionsterm von P; in Faktoren zu zerlegen, ist schon etwas aufwendiger. Wir
beriicksichtigen, daB P; ungerade ist beziiglich % und verwenden ein Computer-Algebra-
System. Wir erhalten:

Pr(} +3) = dxlx - Dx+ DOP - 37+ ).

Hieraus folgt sofort, daB P; auber dep trivialen Nullstellen keine weiteren reellen Null-
stellen besitzt. Mit einer einfachen Uberlegung konnen wir zeigen, daB dies auch fiir
viele weitere Potenzsummenpolynome gilt:
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Satz 6 Die Polynome Py, Py, P\s, ... besitzen nur die trivialen reellen Nullstellen.

Beweis. Aus der Definition der Potenzsummenpolynome folgt fiir alle 7 € N mit n > 2
und fiir alle x € N:
Py(x 4+ 1) = P,(x) +x"'.

Nach dem Identititssatz fiir Polynome ist diese Beziehung sogar fiir alle x € R erfiillt.
Sei nun 7 eine durch 4 teilbare natiirliche Zahl. Dann besitzt P,, nach Lemma 3 auf ]0, 1]
nur positive Werte. Hieraus und aus der obigen Bezichung schlieft man weiter, daB P,
auch rechts von 1 nur positive Werte hat. Aus Symmetriegriinden besitzt P, dann auch
links von O nur positive Werte.
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