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1. Die ideengeschichtlichen Voraussetzungen der Entdeckung
des Infinitesimalkalkiils durch Isaac Newton

We all know that the triomph for a historian of
seience 1s to prove that nobody ever discovered
anything. Jacques Hadamard

Aus den Newton Tercentenary Celebrations
der Royal Society vom 15. bis 19.Juli 1946.

Schon die Zeitgenossen haben NEWTONS sikulare Bedeutung empfunden. Aber wie
der Hymnus von PorE

‘Nature and Natures laws lay hid in night
God said: let Newton be, and all was light’

andeutet, wurde diese Bedeutung vor allem in der Physik erblickt. Das Gravitations-
gesetz vollends erschien den Enzyklopéddisten des 18. Jahrhunderts, den VOLTAIRE,
D’ALEMBERT, DIDEROT, gleichsam als Inbegriff aller mechanischen Naturgesetzlich-
keit. Thre popularisierende Schreibweise, welche dem grossen Publikum NewtoN als
den unsterblichen Gesetzgeber der Physik fiir alle Zeiten vorstellte, liess zwar seinen
Namen zum Symbol werden, verdeckte aber den wissenschaftsgeschichtlichen Fort-
schritt in NEwtons Hauptwerk, den Philosophiae naturalis principia mathematica
(London 1687). Denn inhaltlich bedeutete das Newtonsche Gravitationsgesetz nur die
Anwendung der Formel von HuvyGENs fiir die Zentralkraft (Horologium oscillatorium,
den Haag 1659) K = v2/p (v Bahngeschwindigkeit, ¢ Krimmungsradius der Bahn-
kurve} auf das dritte Keplersche Gesetz af:af = T2: 12 Da man die Bahnkurve
sukzessive durch die Oskulationskreise approximieren kann, im Kreis aber v = 2z #/T
ist, so folgt im Kreisfall aus & = v%/r fiir T%= ¢ 73 sofort ein Zentralkraftgesetz von
der Form & = 1/r2. Die mathematische Bedeutung des Newtonschen Gesetzes lag
vielmehr in der Méglichkeit, das Sonnensystem als ein #-Koérperproblem zu behan-
deln, indem man gewissermassen in den Differentialgleichungen

dzr@-

Mg

= R (z=1, 2, ._.,,n)

fiir die storenden Krifte die Formen ;= m, m,/r2 einsetzen konnte. Damit war
zum ersten Male die allgemeine Dynamik «more geometrico» deduktiv ableitbar ge-
worden, und diese Ableitungen hat NEwWTON selber im kanonischen Rahmen seines
Hauptwerkes gegeben.

Freilich gab er diese Ableitungen nicht in der Sprache der Analysis. Die Diffe-
rentialgleichungen fiir die Bewegungen der Massenpunkte implizieren ndmlich den
Infinitesimalkalkiil. Diesen aber benutzte er in den Principia absichtlich nicht, ob-
wohl er wahrscheinlich mehrere der geometrischen Hilfssétze, welche er als Lemmata
dem Werk vorausschickt, fiir sich allein mit infinitesimalen Methoden vorher abge-
leitet hat und sie nur post festum synthetisch dem Publikum vorfiihrt; mit diesen
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kann dann allerdings alles weitere nach der gewohnten euklidischen Methode der
Schule hergeleitet werden. In den geometrischen Hilfssitzen, welche «De methodo
rationum primarum & ultimarum, cujus ope sequentia demonstrantur» (Lib. I,
Sect. I) iiberschrieben werden, steckt die eigentliche mathematische Substanz der
Principia, und an einer Stelle verrdt sich NEwron sogar, indem er (Liber II,
Sect. I1) seinen Fluxionskalkiil preisgibt und von der Fluxion # x"~! der Fluente
x" spricht.

Dem Physiker NeEwTon erschien ein formaler Kalkiil fiir variable infinitesimale
Gréssen nicht besonders wichtig. Zwar liegen variable Infinitesimalia jedem dynami-
schen Prozess zugrunde, aber NEwWTON interessierte sich mehr fiir diesen Prozess
selber als fiir seine kalkulatorische Beschreibung, die er als sekundir und nur als
ad hoc brauchbar ansah. Immerhin benutzt NEWTON wenigstens einen fiir dynamische
Uberlegungen zurechtgemachten Infinitesimal-
kalkiil, wihrend der Begriinder der Dynamik, A 0 8
GALILEI (1564-1642), einen solchen Kalkiil, das L.
heisst eine Abbildung der Dynamik auf Algebra £ \
gar nicht kennt. A d
GaALILET hat aber dagegen sich mit besonderem AN
Vergniigen der Betrachtung variabler Grossen ﬁgn l&&iiigg
gewidmet. In seinen Dialoghi delle Scienze nuove =
(1638), in welchen er die Grundlagen der Mecha-
nik darstellt, beschiftigt er sich ausfiihrlich mit r
«Paradoxien des Unendlichen», indem er hin- .
schwindende Grossen betrachtet, wie das be- Figur 1
rithmte Beispiel (1. Buch) des Rasiermesserrundes
(Scodella), welches als Restfigur beim Schnitt der Ebene EF mit dem von der Halb-
kugel APB ausgehohlten Zylinder ABCD iibrigbleibt. Man erkennt leicht, dass der
Kegel 20GH = (n x?) x/3 der Scodella in 4 EBF volumgleich ist, da deren Grundfliche
Are— g e wr?— ;(r2— x?) ist. Gavrirer verfolgt nun das Zusammenschrumpfen der
Scodella und des Kegels, wenn die Schnittebene nach oben parallel bewegt wird. In der
Limite entartet der infinitesimale Kegel zum Punkt O, wihrend die Scodella zu einem
Krelsrmg wird, woraus GaLrLiLi!l die Paradoxie des Unendlichen herleitet, dass der
Punkt einer Kreislinie, ja allen Kreislinien gleich ist, so dass iiberhaupt alle Kre1shn1en
untereinander gleich sind. Ohne eine 'xlgebrcuschc Darstellung der Rauminhalte der bei-
den Figuren ist in der Tat nur schwer einzuschen, dass die betreffenden Infinitesimalia
in verschiedener Ordnung gegen Null gehen.

Newron gilt allgemein als der Vollender der Galileischen Dynamik, wobei einige -
dltere Historiker noch phantasievoll auf die symbolische Tatsache hinweisen, dass
NrwToN im Todesjahr GALILEIS geboren wurde. GALILEI hat das erste dynamische
Naturgesetz, das Gesetz des freien Falles, gefunden. Fast zwei Jahrtausende hatte
die Menschheit sich vergeblich um die einfachste Zustandsdnderung in der Natur
bemiiht: dem antiken Denken war sie verschlossen, weil erstens die Intuition des
Trigheitsgesetzes und zweitens die Fassung des Begriffs der kontinuierlichen Ver-
dnderung zur Ableitung selbst des einfachsten Naturgesetzes notwendige Voraus-
setzungen sind. Fiir das antike Denken war mathematische Physik unmdglich - ab-
gesehen von dem Spezialfall der Statik —; es fithrt ndmlich keine begriffliche Briicke
von der Welt der festen geometrischen Gestalten, die allein die antike Mathematik
reprisentiert, zur veridnderlichen Sinnenwelt der physikalischen Prozesse, welche die
moderne Naturwissenschaft seit der Renaissance zu erklidren versucht. Zwar tber-

|
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wand GALILEI schon allein mit seinem Trigheitsgesetz den naiven Standpunkt der
Antike, dass gemiiss dem metaphysischen Prinzip des ArisToTELES der Proportiona-
litit zwischen Zustandsinderung und einwirkender Kraft die Geschwindigkeiten des
fallenden Korpers die Krifte messen miissen, indem er erkannte, dass die gleich-
formige (unbeschleunigte) Bewegung — entgegen der Impetustheorie der mittelalter-
lichen Scholastik — keinerlei Kraft zur Aufrechterhaltung erfordert, also selber als ein
Zustand wie die Ruhe anzusehen ist (Gedankenexperiment der schiefen Ebene mit
der Neigung Nulll), so dass die Krifte durch die Geschwindigkeitsinderungen
gemessen werden miissen.

Aber dass die Krifte durch die zweiten Derivierten gemessen werden, war eine
Erkenntnis, zu der nicht einmal ein DescarTEs, geschweige denn die Schule der
Kartesianer gelangte. GALILET hat dagegen den Begriff der Anderung einer Anderung
erfasst und kann damit — wenn auch ohne jegliche algebraische Formalisierung ~
das Fallgesetz ableiten. Getreu der scholastischen Tradition begreiit er die Geschwin-
digkeit (in den Jugendschriften «Forma motus» genannt) als das Indivisible der Be-
wegung. Sie erzeugt in stetiger Variation die Bewegung. Die Bewegung ist also,
modern ausgedriickt, das Integral aller Geschwindigkeiten iiber die Zeit. Und so stellt
GALILED in der Tat den beim Fall zuriickgelegten Weg als den Flicheninhalt des
Dreiecks mit den Seiten £ und v == g { dar. Die lineare Funktion g¢ ist nun der ein-
fachste Prozess einer Anderung des Geschwindigkeitsindivisibels. Mehr als das Fall-
gesetz hat GALILEI in der Dynamik nicht finden konnen, denn es fehlte ihm die
Méglichkeit, seine funktionell-dynamischen Vorstellungen zu kalkiilisieren und damit
den Infinitesimalkalkiil zu erfinden.

Es ist ein merkwiirdiges Faktum, dass GALILEI und seine Florentiner Schule der
CAVALIERI (1598-1647), TorriceLLl (1608-1647) und Riccr (1619-1692) die alge-
braische Koordinatenmethode des DEsScARTES nicht kannten oder kennen wollten,
wie denn tiberhaupt gleichsam als Prialudium zu dem spateren grossen Prioritdtsstreit
zwischen NewToN und LeiBniz schon ein halbes Jahrhundert vorher ein Streit
~ zwischen den Florentinern und den Kartesianern iiber diverse Tangenten- und Qua-
draturprobleme stattfand.

Den Kartesianern gelang es ndmlich, zunidchst fiir alle algebraischen Kurven die
Tangenten zu bestimmen, indem sie diverse Methoden ersannen,. aus der Differenz
H(#,) — f(x,) den Faktor w,— ¥, herauszuziehen, so dass der sinnlose Differential-
quotient 6/0 nicht auftritt, indem man in dem Grenzwert '

im f(”z) - ]t(xl) - %2#;\;1' F‘(

KXo, X
" 2
Ay Xy Ko Xy Ky — Xy , 1)

vorher den kritischen Wert x, - x, herauskiirzen kann (Verfahren von FERMAT, DE
SLUSE u.a.). DESCARTES selber vermeidet iiberhaupt die Auffassung der Tangente als
Grenzfall der Sekante, indem er sie rein algebraisch aus der Diskriminantenbedingung
fiir zusammeniallende Schnittpunkte einer Geraden mit der betreffenden Kurve ge-
* winnt. Hiermit gelingt es zwar den Kartesianern, Kinematik zu treiben und sie auf
Algebra abzubilden, aber die Dynamik bleibt ihnen verwehrt; und damit ist die
kartesische Physik nur eine Kinematik komplizierter hoherer algebraischer Kurven.
Auch die Integration derartiger algebraischer Kurven wurde von den Kartesianern
geleistet. Hatte ArcHIMEDES geometrisch mittels statischer Hilfstiberlegungen schon
schwierigere Integrationen ausgefiihrt und insbesondere die Integration von f x2dx
und f sinx dx geleistet, so ging FERMAT (1608-16635) mittels eines raffinierten Inter-
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vallschachtelungsverfahrens dariiber hinaus, indem er aligemein die Integration o s
= x"+1f(n |- 1) fiir alle rationalen # leistete. Er besass ferner spezielle Verfahren der par-
tiellen Integration, und seine algebraische Virtuositdt erlaubte ihm, mittels geschickter
Substitutionen Ausdriicke zu rationalisieren und so beispielsweise das beriihmte Integral

a® 7T
s @ == o a®
J x*t|a 2

0

zu gewinnen. Pascal leistete allgemein die Kubatur hufférmiger Korper (1659) und sogar
die Integration von speziellen transzendenten Ausdriicken der Form j #™ cos™ @ sind dd.
Trotzdem besassen die Kartesianer keinen allgemeinen Infinitesimalkalkil; ja er er-
schien ihnen iiberhaupt unméglich, weil die unausgedehnten Infinitesimalia nicht «clare
et distincte» zu erkennen seien.

Die Florentiner Schule GALILEIS aber benutzte dagegen ein neues infinitesimales
Prinzip, welches als Methode iiber den archimedischen Rahmen der Antike hinaus-
griff, und das ihnen gestattete, ohne jede Algebra den vir-
tuosen algebraischen Verfahren der Kartesianer Pari zu
bieten. CAVALIERI schrieb ein zuerst von GALILED selber
intendiertes Werk iiber die Indivisibilienmathematik, De
geometria itndivisibilibus continuworum (Bologna 1635), in wel-
chem die Kontinua nicht mehr im archimedischen Sinne
additiv aus unendlichkleinen, aber extensiven Elementen
statisch zusammengesetzt werden, sondern aus dem «Flu-
xus» eines Indivisibels entstehen. Und zwar gilt dabei der 5
Punkt als das Indivisibel der Linie, die Gerade als das Figur 2
Indivisibel der Fliche und die Ebene als das Indivisibel
des Raumkérpers. Das Flichenkontinuum entsteht beispielsweise aus dem Fluxus
einer Geraden, welche je nach der Berandung desselben nach einem gewissen Gesetz
an- und abschwillt, welches der Kartesianer in der Form g(#) schreiben kann. Der
entscheidende Denkschritt, welchen CavaLIERT vollzog, lag in der Erkenntnis, dass
das Kontinuum aus dem kontinuietlichen Fluss eines einzigen sich stetig dndernden
Indivisibels genetisch erzeugt wird und nicht durch statische additive Aneinander-
legung mehrerer verschiedener Indivisibilien entsteht.

Die komplizierte Terminologie der scholastischen Indivisibilientheorie hat freilich
das Cavalierische Prinzip oft in Misskredit gebracht, insbesondere hat die «mésinter-
prétation cartésienne» zu Paradoxien gefithrt, an die sich eine lange Diskussion {iber
die Indivisibilien anschloss, an welcher auch PascaL teilnahm und die selbst heute
noch den Kritikern des Cavalierischen Prinzips Argumente liefert, denen der Autor
damals nur mit unbeholfenen Wendungen antworten konnte. So konnte bei dem
bekannten Gegenbeispiel der Zerlegung eines Dreiecks durch Parallelen zur Hdohe,
welche nach dem Cavalierischen Prinzip die Flichengleichheit der beiden Zerlegungs-
dreiecke folgen lisst — weil alle entsprechenden Hohenparallelen als Indivisibilia von-
den Basisparallelen in gleichen Abstinden gleich abgeschnitten werden -, CAVALIERI
nur entgegnen, dass die Dichte der Parallelen (spissitudo) in den beiden Zerlegungs-
‘dreiecken verschieden sei, was sein Prinzip ausschliesse. Trotz der Allgemeinheit des
Prinzips — die entsprechenden «modernen» Figuren in der Geometria von 1635 wiirde
“man in zeitgendssischen Werken kartesischer Mathematiker umsonst suchen — gelingt
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es ihm aber nicht, begrifflich seine funktionellen Vorstellungen zu formulieren und
klar auszudriicken, dass das Erzeugungsgesetz des Kontinaums geméss der Umran-
dung desselben das entscheidende Motiv des neuen Infinitesimalprinzips sei, welches
in der Tat zum ersten Mal in der Geschichte der Mathematik {iber ARCHIMEDES hinaus-
geht. Die ROBERVAL, FERMAT, PAsCAL u.a. haben natiirlich in ihren Tradtés des indi-
vistbles diese wieder zu kartesischen Extensiva degradiert.

Cavarierr gelang auf diesem Weg geometrisch die Bestimmung von f x"dx Dbis

7 =9, woraus er die Formel
1' 1%_1“ 2%»;%,“4,_,7,”71, 1
im —
M—> 00 gL n--1

fiir alle ganzzahligen 7 mittels einfacher Induktion erschliesst. TorriceLLI glickte
spater sogar die Integration von [x%dx fiir alle rationalen %, ohne auch nur ein ein-
ziges Mal sich der algebraischen Methode des DEscARTES bedienen zu brauchen. Hier-
bei fand er ein infinitesimales Paradoxon, das ihn als wiirdigen Nachfolger seines
Lehrers GaLiLEr ausweist. Der Flicheninhalt der Hyperbel

XD

“dx
x

41

ist unendlich, das Volumen des Rotationshyperboloides

oo
dx
@

aber ist endlich, und zwar n/a. Dieses erste Resultat iiber Cauchy-Integrale

leitet TorrIcELLI durch Erzeugung des Hyperboloidvolumens aus den einzelnen Ober-
flichen der zylindrischen Hyperboloidrohren als Indivisibilien her.

Die Infinitesimalverfahren des Florentiner Kreises hat JAMES GREGORY (1638-1675)
an Ort und Stelle wihrend seiner italienischen Emigration als schottischer Stuart-
Anhinger durch Vermittlung des Cavalieri-Schiilers DEGLT ANGELI (1623-1697) ken-
nengelernt. Wenn auch nicht nur durch Grecorys Vermittlung die Florentiner
Infinitesimalverfahren in England bekannt wurden — denn die Werke GALILEIS,
Cavarteris und TorriceLLis waren um die Mitte des 17. Jahrhunderts tiberall zu-
gianglich —, so ist doch GrEGORY durch seine Tangenten- und Quadraturmethoden
einer der ersten englischen Pioniere des Infinitesimalkalkiils geworden, welche der
Entdeckung NEWTONS vorarbeiteten.

In Cambridge, wo der junge NEwTon als Schiiler Barrows studierte, war unterdessen
der Boden fiir die fruchtbare Weiterbildung der Ideen GaLILE1S vorbereitet worden.
In den nordischen Lidndern hatte sich die Renaissance zwar spiter, aber vielleicht mit
um so grosserer wissenschaftlicher Methodik vollzogen. Thr Platonismus, der bei GarLl-
1LEIS empirischer Naturforschung immer noch wirksam bleibt — sind ithm doch die
Fallgesetze gliltig;, auch wenn es keinen realen Korper gidbe, der jemals fallen wiirde,
so dass dem Experiment nur die Aufgabe bleibt, nachtriaglich die Deduktionen des
Verstandes zu illustrieren -, fiihrte in Cambridge zu einem ausgesprochenen natur-
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mystischen Neuplatonismus, als dessen bedeutendster Reprisentant neben GLANVILLE
und CupworRTH HENRY MORE (1614-1687) angesehen werden kann. Hatte schon
PraToN im Phileb (17 A) illustriert, wie man durch stetige Bewegung des Unbegrenzten
~ die begrenzten Dinge erzeugt (onuelov doyn peauutjc), und spiter ProkrLos (412-485),
in seinem beriihmten Euklid-Kommentar die Ideen der Florentiner antizipierend, die
Kontinua aus dem «Fluxusy der Punkte, Geraden usw. entstehen lassen, so gibt HENRY
More diesen Vorstellungen die metaphysische Basis, indem er die Realitit eines im-
materiellen Raumes und einer gleichméssig fliessenden Zeit postuliert.

Ein Verehrer Mores war Isaac Barrow (1630-1677), der Lehrer NEWTONS in
Cambridge. So sehr sich auch die Cambridger Schule im Kampf gegen die herkémm-
liche Scholastik mit dem franzdsischen Kartesianismus, ja sogar mit dem Positivismus
Hosses’ verband, das Ideal von BARROW blieb der Platonismus GALILEIS. BARROW
aber kannte im Gegensatz zur Florentiner Schule die algebraischen Infinitesimal-
verfahren der Kartesianer. Zudem hatten die englischen Mathematiker schon mit
betrdchtlichen algebraischen und arithmetischen Leistungen aufgewartet (QUGHTRED,
Wariis). Die Zeit war fiir Cambridge reif geworden, durch Anwendung der alge-
braischen Methode des DEscarRTES auf die dynamischen Vorstellungen des GALILEI
den Infinitesimalkalkil zu erfinden.

Diese Erfindung wire schon BaArRrow gegliickt, wenn er seine Befangenheit in den
geometrischen Vorstellungen des Florentiner Kreises und seine Abneigung gegen den
algebraischen Formalismus iiberwunden hitte. Von der Richtigkeit des Cavalieri-
schen Prinzips ist er iiberzeugt; er verteidigt die Indivisibilienmethode gegen die
Angriffe des Kartesianers TAcQUET S.J., welcher mit seiner strengen Kritik den
Florentinern arg zu schaffen gemacht hatte. In dem Hauptwerk, den Lectiones Geo-
metricae ; in quibus (praesertim) genevalia curvarum linearum symptomata declarantur . . .
(London 1670) schreibt BARROW in der Lectio II: «... juxta methodum indivisibilium,
omnium expeditissimam, et modo rite adhibeatur haud minus certam et infallibilem. »
Ausfiihrlich geht er in den ersten Lektionen auf die verschiedenen Arten der Bewe-
gung, iiber das gegenseitige Verhiltnis von Geschwindigkeit und Zeit und ihre Anwen-
dung zur Erzeugung von Kurven ein. Er besitzt nicht nur den jeglicher kartesischen
Dialektik unerreichbaren Begriff der Tangente als Grenzfall der Sekante mit dem
daraus resultierenden infinitesimalen «triangulum characteristicum» mit den Seiten
dx,dy, ds —freilich geometrisch als Dreieck, welches im Berithrungspunkt aus Tangente,
Subtangente und Ordinate gebildet wird —, sondern auch in geometrischer Form das
allgemeine Umkehrtheorem d/d¢ f y(?) dt = v, welches GALILEI nur in dem einfach-
sten Fall y = g¢ (mit dem Dreiecksinhalt fiir das Integral beim freien Fall) kennt.

In Lectio IX und Lectio XI des Werkes werden in geometrischer Umschreibung
Integration und Differentiation als inverse Operationen deklariert. In IX wird all-

gemein gezeigt, dass.aus p
Jg == f vdx
0

dann R dy/dx = v folgt; in XI wird nachgewiesen, dass aus R dy/dx = v weiter

Ruy= lvidx
folgt. g
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Barrow stellt sich die Kurve VIFI von einem Punkt durchlaufen wvor, dessen
Projektion auf die X-Achse VD sich mit konstanter Geschwindigkeit R bewegt. Die
Ordinate IFD dieser Kurve aber wachse mit einer Geschwindigkeit, welche durch die
Ordinate v der anderen Kurve VGEG dargestellt wird. Dann ist also dx/di—=R;
dyldt =v, woraus R dyfdx =v folgt. Die Tangente aber kann man nun einfach nach
dem Prinzip des Bewegungsparallelogramms aus I und v als Resultante konstruieren.
Die Quadratur, mit welcher GALILET den mit konstanter Beschleunigung durchlaufenen

Weg gefunden hatte, lieferte gerade den Zusammenhang
iyl zwischen y und dem Flicheninhalt

R
1]/ ;
/ vdx,
F 9
£ v der bei GALILEI leicht als Dreiecksinhalt zu bestimmen
¥ P ¥ Var, weil bei ihm v =g ¢, die Kurve VGEG also eine Ge-
/T /] rade war. In Barrows Theorem stehen ferner die beiden
Kurven in der Beziehung zueinander, dass die Ordinate y
v (bis auf den Faktor R) den Fldcheninhalt
0 f‘x
Fl / v
6 Py 0
Figur3 oder die Integralkurve von VGEG darstellt und die Ordi-

nate v umgekehrt die Derivierte von VIFI.

Barrow umschreibt dieses Umkehrprinzip mit einem geometrischen Satz, indem er
den damals geldufigen Begriff der Subtangente benutzt. Dann kann er das Theorem
mit den Worten umschreiben, dass in dem Fall, wo die Kurve VIF[ als y = F(x) die
Integralkurve von VGEG als v = ¢(x) ist, die Subtangente DT stets gleich k-DF/DE

ist. In der Tat ist ndmlich allgemein die Subtangente (modern geschrieben) Sp= ydx/dy.
Fiir R+-DF/DE kann man aber R y/v schreiben, so dass also aus DT =Ryfv =y dx/dy
sofort Rdy/dx =v folgt.

Es ist nun erstaunlich, zu welchen geometrischen Einzelresultaten Barrow mit
seinem geometrisch verklausulierten Prinzip gelangt. Das gewothnliche Debeaunesche
Problem, welches in der Geschichte der Mathematik die erste Differentialgleichung
reprisentiert und welches die Bestimmung der Kurve verlangt, fiir welche y:5
=1:(x¥ —a) ist, verallgemeinert BARRow zu der Aufgabe, diejenige Kurve zu bestim-
men, fiir welche y/Sy= f(#)/(¥ — a) ist. Er diskutiert mehrere spezielle Fille fiir f(x)
geometrisch und findet so zum Beispiel fiir den Fall, wo f(¥) = }/b ¥ — #2, also eine
Kreisordinate ist, eine Zykloide als Losung. Der Historiker muss allerdings notieren,
dass auch GREGORY schon die Reziprozitdt der Differentiations- und Integrations-
operation — wenn auch nur implizit, ohne sich der Bedeutung, wie BArRrRow, bewusst
zu sein, welcher dieselbe systematisch ausnutzt — gefunden hat: In seiner Geomefriae
pars universalis (Venedig 1667) beweist er einen Satz iiber Subtangenten geometrisch,
welchen wir heute [Srdy== [y dx schreiben wiirden, fiir den er aber die Gleichheit
von Flicheninhalten benutzt. Andererseits hat GREGORY auch in der Reihenlehre (Inter-
polation, gliedweise Integration von entwickelten Irrationalititen u.a.) derartige Fort-
schritte in Einzelheiten erzielt, dass man statt von einem Priorititsstreit zwischen
- NewTon und LEIBNIZ auch von einem solchen zwischen GrReEGory und LEIBNIZ spre-
chen konnte — vielleicht mit mehr Recht als von einem Prioritdtsstreit zwischen
Barrow und Lrersniz durch welchen manche modernen Historiker denjenigen zwischen
Newron und LEiBNIZ, gerne ersetzt sehen miochten, NEwToN hat — aus heute kaum
mehr zu eruierenden Griinden - der Einzelleistungen GrEGORYs nicht gedacht, ob-
wohl sie ihm bekannt sein mussten. Insbesondere hat CoLrLiNg — als Zwischentriger
zwischen NEwToN und GREGORY - in Unverstdndnis der Leistungen des letzteren viel
zur Usurpation mancher Sdtze durch NEwTON beigetragen.
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Wir wissen heute, dass NEWTON an diesem Werke seines Lehrers mitgearbeitet hat.
Die Fiille der letztgenannten Probleme hatte die Krifte des jungen Genius gestihlt,
dem der nur wenig dltere Lehrer durch vorzeitigen Riicktritt von der Professur (1669)
frithzeitig den Platz freigemacht hat. NEwTo~ hat den gleichmiissig fliessenden Zeit-
parameter ¢ von BARROW iibernommen. Auch er betrachtet die Kurven als erzeugt
durch die Bewegung eines Punktes, welche mit einer bestimmten Geschwindigkeit
erfolgt. Die Koordinaten x, y der Kurvenpunkte fliessen, und ihre Geschwindigkei-
ten, welche wir heute dx/df und dvy/dt schreiben, sind die Fluxionen %, ¥ der flies-
senden Grossen x, v, die NEwWTON konsequent die Fluenten nennt. Diese Punkt-
bezeichnung tritt in den Newtonschen Manuskripten schon 1665 auf! Die Fluxion
der Bewegungskomponente x ist das Verhdltnis der augenblicklichen Verdnderung
von x zur unendlichkleinen Zeit 0. Das heutige Differential ist also wegen dx/df = %
gerade dx = £ 0. Diese etwas vagen Auffassungen versucht NEWTON strenger zu
umschreiben: «Objectio est, qued quantitatum evanescentium nulla sit proportio;
quippe quae antequam evanuerunt, non est ultima, ubi evanuerunt, nulla est. Sed
eodem argumento contendi posset, nullam esse corporis ad certum locum pervenientis
velocitatem ultimam, hanc enim antequam corpus attingit locum non esse ultimam,
ubi attingit, nullam esse. Et responsio facilis est: Per velocitatem ultimam intelligo
eam, quo corpus movetur, neque antequam attingit locum ultimam et motus cessat,
neque postea sed tunc cum attingit» (Principra, Liber I, Lemma XI, Scholion).
Die Existenz der «ultima ratio incrementorum evanescentium» wird durch die still-
schweigende Berufung auf die Entstehung der Bewegung vorausgesetzt. Die Zeit wird
als eine mathematische Grosse aufgefasst, welche unabhéngig von allem Geschehen
gleichmdssig lauft. Der Kartesianismus hatte in seiner Physik auf die méglichste Elimi-
nierung des Zeitparameters abgezielt; dies lieferte ihm deshalb nur ein geometrisch-
kinematisches Modell fiir physikalische Zustandsinderungen. Eine Dynamik war nur
in Fortsetzung der Ideenbildungen GALILEIS zu erreichen, indem man die verschie-
denen Lagen der Massenpunkte in ihrer Abhiéingigkeit voneinander durch eine Kraft-
beziehung, das heisst durch eine Funktion der Zeit bestimmt; die Beschrinkung
der Physik auf die geometrische Verteilung der Massen liefert nur eine Geometrie.
Wird Physik derart auf Mathematik abgebildet, so gibt es in der Welt hochstens
Stosse, welche das Bewegungsquantum iibertragen, aber keine kontinuierlich wirken-
den Krifte, welche Ursachen von Zustandsinderungen reprisentieren. Immerhin
konnte DESCARTES iiber die Statik der Antike mit seinem Impulsbegriff hinaus-
treten und das physikalische Geschehen aus der geometrischen Mannigfaltigkeit der
Verteilung des Bewegungsquantums verstehen, aber erst NEwToN gelingt eine Dyna-
‘mik, indem er den Zeitparameter unabhingig von den drei Raumkoordinaten x, v, 2
in die Physik einfithrt. Hat man allgemein ein System von # Grossen x, v, 2, w, ...,
die alle Funktionen des einen Zeitparameters ¢ sind, so sichert die Elimination von ¢
flir ein System von # —1 Grossen die gleichzeitige Variation. Den Zeitparameter
selbst fasst NEwToN als eine mathematische Grosse auf, welche man aus sukzessiven
Einzelmomenten zusammensetzen oder aus dem kontinuierlichen Fluss eines ein-
zigen Moments entstehen lassen kann «velut ex simplici supervenientium momen-
torum addicamento vel ex unius momenti quasi continuo fluxu» (Methodus fluxionum
[1670/71]). Die Kontinua selber aber entstehen durch den kontinuierlichen Fluss
«Lineae describuntur ac describendo generantur non per appositionem partium, sed
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per motum continuum punctorum... Hae geneses in rerum natura locum vere habent
et in motu corporum quotidie cernuntur» (Infroductio ad quadvaturam curvarum
[1704]). Tm Scholion zu Lemma XI des ersten Buches der Principia hat NEWTON
dann den spiteren Differentialquotienten vorweggenommen und bemerkt, dass nur
das Verhiltnis der hinschwindenden Gréssen - und zwar im letzten Moment ihres
Verschwindens — bestimmt wird, nicht aber die infinitesimale Grosse als solche.
«,.. Ultimae rationes illae, quibuscum quantitates evanescunt, revera non sunt ratio-
nes quantitatum ultimarum sed limites, ad quos propius assequi possunt, quam pro
data quavis differentia, numquam vero transgredi, neque prius attingere, quamquam
quantitates diminuuntur in infinitum.»

NEWTON besitzt also auch eine arithmetische Vorstellung vom Grenzbegriff. In
der Tat ist in NEwrons Ideenbildungen neben der dynamischen Wurzel GALILEIS
auch eine arithmetische Komponente numerischer Induktion vorhanden, welche auf
den Empirismus von JoEN WaLLis (1616-1703) zuriickgeht. ‘

In der Avithmetica infinitorum (1656) hat WaLLIs einige infinitesimale Kunststiicke

vollbracht, welche ihm die staunende Bewunderung der Zeitgenossen eingetragen hat.
Die entscheidende Formel von Fermart fiir die bestimmten Integrale

S Lt b et T
m-so0 M mfmee m” m1

leitet er in typischer Induktion so ab, dass er beispiclsweise fiir # =3 sukzessive
zeigt, dass
03413 1 1
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08413423 04148
28428128 8-+ B+8
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gegen 1/4 konvergiert. Berithmt ist seine Bestimmung der Zahl z, welche er durch
Berechnung des Integrals ] :
pr e 41
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gewinnt, wo das Integral ndmlich gerade die Fldche eines Halbkreises mit dem Durch-
messer 1 darstellt. Gemiss seiner bzw. FrrmaTts Regel fiir die Integrale der Form
[ x% dx findet er ‘
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und daraus durch gewohnliche Induktion, dass

1

: a1 (n1)2
f(x“”) = Fntl (2n)l
0

ist. Diese Formel wendet er nun schlankweg fiir » =1/2 an und erhdlt

1 ]ZM !)2
3 7 1 2

s F T G g o s g 1t s
(¥ — 2" dx 3 5 (2 Iy, .
0 )
Die Schwierigkeit bestand nun fiir Warris darin, die Fakultit 1/2! zu bilden, da man
damals einem solchen Symbol keinen mathematischen Sinn zulegen konnte. Zwar war
Warris in Uberlegungen, die einen unendlichen Prozess implizierten, keineswegs zim-
perlich. Beispielsweise hatte er seine Formet
i n 1

m Y =z

m—roo &t L 741

ganz allgemein, nicht nur fiir alle rationalen »n = p/g, sondern selbst fiir irrationale »
postuliert. Unendliche algebraische Approximationen und Iterationen stiitzt er einfach
auf das philosophische Kontinuitdtsprinzip, welches ihn freilich manchmal auch in
Irrtitmer verstrickt. So glaubt er die Reihe

r 1 1 1
< o L

7372515,

1 < 1
5 0

iiber den Nenner ¢ hinaus fortsetzen und damit die negativen Zahlen

11 L1 1
15051 S22 3

als ¢Plusqu’infinis» deklarieren zu diirfen. Bei dem unendlichen Prozess, auf welchen
die Entwicklung (1/2)! fiihrt, hilft er sich durch die Bemerkung, dass (2#»)!/(n!})? der
Binomialkoeffizient des mittleren Gliedes in der Entwicklung fiir 2 » ist, und dass man
nur die gewohnliche Tafel der Binomialkoeffizienten fiir (p/g), welche ja schon im
16. Jahrhundert bekannt war (TARTAGLIA, STIFEL usw.), auf den Fall

p+e!  (+o(p+g—1)p+1)
plyg! glg—1) (g—2) 21

zu erweitern und dann p oder ¢ durch gebrochene Zahlen zu ersetzen habe. Durch eine
Art Interpolation kann man aber auch fir die beiden gebrochenen Zahlen p und ¢
das Tableau rechnen und findet, dass fiir p=1/2, ¢ =1/2 gerade der gesuchte Wert
resultiert, den man dann in der bekannten Form des Wallisschen Produktes

oo

o 2:4-4-6-6-8-8.10-10--+ H
4 3.3.5.5.7.7-9.9.11.-11..-

schreiben kann.

Die Beherrschung der numerischen Methoden der Analysis erlaubte es nun New-
TON, nicht nur die beiden Hauptaufgaben der Differential- und Integralrechnung, aus
den Fluenten die Fluxionen (Tangentenproblem) und umgekehrt aus den Fluxionen
die Fluenten zu bestimmen (Quadraturproblem), mit einer neuen Bezeichnungsweise
zu formulieren, sondern auch den dazugehorenden Infinitesimalkalkiil zu erfinden.
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