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ÉQUIVALENCE DU MOUVEMENT

D'UN PLAN INVARIABLE S PASSANT D UNE POSITION DONNÉE S,

A UNE AUTRE POSITION DONNÉE S2.

1. — Relations générales entre les déplacements des points d'un
système invariable arbitraire.

$ i. — Les déplacements de trois on d'un plus grand nombre
de points d'une ligne droite <j qui, d'une manière quelconque,
passe d'une position cq à une position cr2 ne sont pas indépendants

; nous allons montrer qu'il y a une relation entre eux. Il
existe entre les déplacements des points d'un système S à trois
dimensions quand il est transporté d'une manière quelconque
d'une position S, à une autre position quelconque 2.,, des rela-

ut tions semblables valables de manière

générale et que nous développerons
d'abord.

Soient A, B? C et U quatre points
d'un système invariable de l'espace
formant les sommets d'une pyramide
arbitraire, de sorte que A, B, C, U ;

A1? B1,C1,U1 et A2, B2, C2. U2 sont les

pyramides congruentes homologues de
V V et v

Nous posons (fig. i).

A B
l oclf A1C1 =z pA> BiC1 Yi, W çL, BiU1 Ï)jl, C1U1 — 01?

AV=aif X~ûû VA W=lr bâL=Yo> cÂ=°2'
AXA2 oA, BaB2 o2, CjC2 o3, U

x L, 0.

Comme et S2 sont des systèmes congruents, le produitinté-
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rieur cle deux vecteurs de Si est égal au produit intérieur des

vecteurs homologues de S2.

Donc, on peut écrire

ailPi ailPîï
mais nous avons

a.) — a.L-]~ — o, — oL,

®2 ßi ^1 + °3 — °i'

et aussi avec cela

ai I (ßs — %) (ai "h 5a) I ß2>

c'est-à-dire

«x| Ö(3 —j— ^2 1 °a —"

OU

ai I (°3 °i) ~f~ ßä 1 (°2 °l) ~ °>

ou enfin

a! I °3 ~4~ lj2 I °2 (ai + ß*) l °1 •

De même nous trouvons

I H- ßl I Cjcf-

"H I + ßj I °2 (a2 + ßl) | Ol»

De plus on a la relation

?i I Ti ^ ?21Y2 ;

mais nous avons

Tl — Y2 °T Y2 ^3 "f" 02) £j_ -|- 0; ~ £j_ -|- o — ox

de sorte que

c'est-à-dire

ou

ou enfin

ïi I (Y2 — §t) (lj + 0;) I Y2»

ïi I 3Ï + Y2 I ^ O,

?1 I (°3 02) -f~ Y2 I ^
1 — O

I °3 4~ Ys 1 o Si 1 o2 +Yi 1 V
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De manière semblable s'obtiennent les relations

Til05+S2|ör=o,
Yi | 0 + --2

I ^3 fl 1A+ 1 ^2 Î

Px 1

~-i
I Qi — °j

Pil S+Ç2|Ô3=pjlIÔ2_-+-Ç2I ai;
aA | oo + 02 | o® zz o,

ai 1 0 + I ^2 — ai 1 ^3 + Û2 ] Ô±.

En outre, pour les vecteurs du système on a les relations

(*i + a2) I 0« (ßl + ß2) 1 O,

et aussi par suite

(20Ct +0K) [ 0K ZZ o, (2ßi + %) 1 0 ji — O,..

OU

2CC| 1 Qa —}— 0a~ HZ O, -^ßl 1 + ^,3- — O) • • *

Multiplions la première de ces équations par o.!, la seconde

par ca?, il vient

2 (CLL I Gry.) ofi + OcHOïÏ O, 2 (ßi | 83) Ôa^-j- 0a41pff ZZ O,

et en combinant ces relations par addition et soustraction, on
obtient les importantes relations

(a, 1 oa) 8<£+(fc I 8?) + *«!qs! O,

(«! | 0«) 0?! — (ßi I 0?) 0a!=O.

On voit d'après cela que les déplacements de quatre points
quelconques et plus du système S dépendent l'un de l'autre.

§ ir. — Si les déplacements des points A, B, C et U du système
S sont infiniment petits, il résulte des formules du § i, si nous

négligeons les grandeurs infiniment petites d'ordre supérieur
devant celles d'ordre moindre,

ai 1 dß *4* pi | <Ya zz o,

ai I dp.j + [ydp,, zz (aA -f- pi) 1 dpt, aj | v3 + ßA | r2 (aA -f- ßA) | ri ;

n I dv + Yi | =zz o,

£i I dp3 + Yi I dp 4 | dp2 + Yi I dpi, I ^3 + Yi | r î + Yi I vi >

Pi I dp -f t1a I dp$ zz fq I dp2 + rn \ dpL, ß, | v + % | v2 zz fq | v2 + ra | vL ;

aA I dp + 0A 1 dp2 zz Ä1 I dp3 + 0A I ^pj, 4 | v + 0A | v2 zz aA \v$ + 0A | vt.
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Les relations ainsi développées, qui peuvent facilement se

traduire en langage ordinaire, sont évidemment encore valables,
si les quatre points sont situés dans un plan.

II. — Le plan ou champ des points.

| 2. — Soient ki — 0 B4 0 + p2, C4 0 + p3, trois
points situés non en ligne droite dans le même plan et soit
U1 0 + p un point arbitraire du même plan. Avec le point 0
comme pôle de coordonnées, l'équation du radius vector de ce

plan est
p 7?ipi -f- 7zp2 pp3, m -f- n -f-p — i,

ou aussi

P Pi+« (?2 ?l)+Pl),

et si nous posons
(P2 — Pi) *i> (Ps — Pi) ßn

cette équation devient

P — Pi + n*i + p?>i -

Soit maintenant d'une manière quelconque le plan S transporté
de la position pour laquelle nous avons écrit l'équation, à la
position S2.

Si le plan I1 est transporté de la position à la position S2 ses

points A, B, C et U subissent les déplacements A1A2 — op B4B2
CjC2 8, et U4U2 — o, de sorte que avec U2 0*+ à

pour le plan S2 il vient la relation

<1= p + 8 m (p1 + oi)+«(p2 + o2) +p (p3 + 83)

=zmp1 + /ip2+i?p3+m^i + ^S2 + po3,

ou, avec m -f- n -f-p — 1,

^~Pi + Oi+w 1 (o2—p4) + (o2 — ôj j +P I (p3—p,)-h(o3 — s±)

ou

à =p1 + »ai+jp{J1 H- Oj -f- 72 (o2 — 8,) 4-/>(o3 —o4),

ou

Pi + °i + n + Or,) +p (ßi-f- 03
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et enfin

?i + h + n*-i + Ph>

avec (sq -f- o% } a2, f 3, -]- oj 32, où les vecteurs a2 A2B2

et 3, A2C2 sont situés dans le plan X2 et où l'équation en à est

l'équation du plan X0 en plus simple forme.
Le déplacement (y — pj (U0 — IL} du point arbitraire

U du plan I est alors

o mrJl -j- no.2 po3j m -|- n -f- p — 1,

^ A + n ih-?<L) + P*z-?<i)>
0 q + ri (a2 —a 1) -f-p (tL— ^),
0 0X /iOy, + prJF

Prenons m, n et p comme variables, 0 comme radius vector,
ces équations donnent alors les déplacements totaux les points du

plan I, quand celui-ci passe d'une manière quelconque de la
position à la position X2 et ces équations sont celles d'un plan
dont les radii vectores, sont égaux aux déplacements des points
du plan X.

ce Le système des déplacements des points d'un plan, qui change
sa position, a la propriété d'être déterminé pour tous les points
de ce plan si les déplacements de trois points quelconques du

même plan, mais non en ligne droite sont connus. » — « L'hodo-
graphe des déplacements des points d'un plan est un autre plan
qui en général ne passe pas par le pôle de l'hodographe. Des

figures correspondantes en X, X17 X2 et dans le plan de l'hodographe

sont des figures semblables. »

Il suit de la dernière équation

Lo-y (0y0,, ; o.

Si l'on désigne par s le vecteur de position du plan donné,
on a

* tl M;)]: V

et on a aussi

0 — ?i)|ï o, (0 |c) (îj |s).

<( Le plan de l'hodographe est parallèle à la différence des
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déplacements des extrémités de deux vecteurs hétérogènes
quelconques du plan S. »

« Les projections des déplacements des points du plan S sur
la direction du vecteur de position du plan de l'hodographe sont

égaux entre eux ; tous les points du plan S subissent, dans la

direction du vecteur de position de ce plan, le même déplacement.

»

§ i'. — Si les déplacements des points du plan S sont infiniment

petits, les équations des plans et S2, si nous posons
oq a, ^ (3, a2 cq + cla, ß2 -f- dp, deviennent

P Pi + «a + Ph
4; Pi + dpL + n (a + da) + p (ß + dß),

l'équation de l'hodographe du système des déplacements des
éléments du plan S est donc

dp — (<]/—p) — dpi -f- 7ida -\-pdQ,

laquelle, comme nous voyons, s'obtient aussi immédiatement par
différenciation de l'équation du plan S 2

D'après cela, il vient pour les vitesses des points du plan

d? _ d?i „ * „ #^r-~sr + n ir+p~ir
v vy + n (v.2 — Vj) 4- (v3 —jq),
v (i — n — p) v~y+ +p vr

Avec l'équation relative à nous obtenons

{{dp — dpL) {dadfi)] — o,

ce qui entraîne

(V — Vy) [(V,_ — — «7)1 O.

et si nous posons

(dadp) : \J(dad{i)'i ~ (a'p') : \J(a'ß')f | s,

il s'ensuit

{dp — dpù | £ 0, {dp | s) — (dp1 | s),

fj — v1)s\ o, (v |s) (5i|s).
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« I/hodographe des déplacements infiniment petits et l'hodo-
graphe des vitesses des points d'un plan 2 sont des plans parallèles

qui en général ne passent pas par les pôles de ces hodo-
graphes. Les projections des déplacements, ainsi que les

projections des vitesses des points du plan S sur la direction du

vecteur de position des plans des hodographes sont égaux entre
eux ».

§ 3. — Les déplacements des points du plan S forment, avec
le plan S en ses positions et S2, en général des angles différents,
ce que l'hodographe montre immédiatement. Parmi les points
du plan S il peut y en avoir de tels que leurs déplacements soient

perpendiculaires au plan S et de tels que leurs déplacements
soient en ce plan.

Pour des déplacements on perperdiculaires à Si? nous avons la

relation
on — 0t 4- fiOrs. -f- pOi — X | (cqßfi — yzn,

z-n — l 1 (aißi)] '• S/(ai)- -

Avec cela on obtient

&
de sorte que

-x (*«*?) IDAL

* _ iOaOÔ I (5t1ß1)
1 ^

De plus nous obtenons

~f~ 11 ^ O, (£nOaoj -j-p — O,

ce qui donne
GA£« 0i02£«

> P —
o«a^sn

1
rJyO}ln

et, par suite,
-n -n i G:>,°i-n -s °lGÄ
on — 0X -f > ^ oK + ey

de sorte qu'en général il n'y a qu'un seul déplacement de cette

espèce, et pour le radios vector du point qui est déplacé par le

vecteur on nous obtenons
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Si nous observons que ov — (ö2 — 3J, S3 (o3 — 3J, cq

(?-> — ?i)f (?3 — Pi) nous trouvons facilement

0n ^ (0203£») °1 H" (°3°i£«) °2 (°l^2£>i) 03 J

OaO'i~n [ ;

°2°3£») Pi _b(°3°i£") ?2 4~ (°i°2£'3 p3 v-r II ^ > i
OrjO'&n {

Le point du plan S — S4 qui est déplacé, autour du vecteur 8»

est son pôle.

§ 3L — Si les déplacements des points du plan S sont infiniment

petits il existe en général un point dont le déplacement
don lui est perpendiculaire. D'après le paragraphe précédent,
nous obtenons successivement pour ce déplacement, pour le
radius vector du point du plan correspondant et pour la vitesse
de ce point

(dad ß)|(«ß)
'

dpn lÉdï,\ (d?!d?3e")rfPi+ + (dpLdp,s„) rfp3

e„ |(^} NWÛ

?"— dxdfcn I (d?>d?te»)?t + £«) ?> + I ;

et en outre

- _
(a'ß') I (aß)sr I

f Or.??..
tiß/g|i- ^

(bb£»l + + {vlvien)vJ,

i
ß/£^ ^

(v2v3£») Pi £») 1°2 H~ (Vl';2£») p3
^

"

§ 4- — Examinons maintenant si le plan S possède des points
dont les déplacements sont dans le plan 5=2^.

Si nous désignons ces déplacements par nous avons pour
ceux-ci la relation

0e — o1—|— 7iox 4- po^ — upjil
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Les coefficients doivent satisfaire aux conditions

O^aO;3 UL (GCjOvOp) + U.> (PA4)>

"2 (V^a) — »1 j b + en, ;

et de plus
?Jih?i 4- n (4.4ßi) "i («AßJ,
SAßi +p (o?o«ßd uL (a1o«iß1),

" "4ß7 + "I=bi + ci"1'

/' ga$„ß(
(Mißi) +"1 (axS«ß,) j b±-\-c.,uL.

Avec ces valeurs des coefficients, où un coefficient reste
indéterminé, nous obtenons

4 — />ßj 4- "1 (ai 4- cßi) -

Lhodographe pour les déplacement oe est une ligne droite; il
y a donc un ensemble de points du plan S dont les déplacements
sont dans le plan S1. Cette ligne hodographe est, dans l'hodo-
graphe du système des déplacements de S1 la section de son plan
par le plan parallèle à qui passe par son pôle. Les équations de

ces deux plans sont

(S — 3d (0Jp) — O, (to^J =Z= o.

Par conséquent la section de ces plans est parallèle au
vecteur

[(3*8?) (aißJI= (PAS?) a,-(aA4) ß,

(oaaißi)o?— (opaqßdö*.

De uA o, il suit o0 et c'est pourquoi les équations
de Lhodographe pour les déplacements oe sont

s,= 6ß,+B ; (kS.Sj.K-M.ariß, },
oc 6ß, + « J (o.^ß,) o? — (o?a,ß,) 8. j

Avec les valeurs des coefficients n et p, on obtient de plus

0, — ÔA ~L />A- + ^20fi -f «q (c^Ot/. 4
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et si nous posons bL b2 bs i f cL 4~ c2 — 4, il vient

oe (biô2 + /^ô3+ b30L) 4- ui (cA82 + «2^3 + Vl)-

Enfin nous obtenons pour l'équation du lieu des points dont le

déplacement est oe

X. — (bt?2 + b,p3 + b3o.L) 4- uL (cAp2 4- C21°3 + ^3 Pi) '

il est parallèle au vecteur

Y ciai + CA -§4ß7 I3! ~~ A) al j >

c'est une ligne droite, comme nous l'avons déjà conclu de l'équation

de l'hodographe de ùe. Cette droite s'appelle la caractéristique

du plan 2 2A.

Les équations des plans 2A et 22 sont

(P — Pi) (aißi) =°> (<fi — Pi — Si) («A) °*

Les extrémités des déplacements oe sont situés sur l'intersection

de ces plans, celle-ci est parallèle au vecteur

7] [(aAßA) (oc,ßJ] (aA^ß2) ßA — (ßxa2ß2) aA.

Pour cette ligne on a i p, c'est pourquoi

nccl 4" Pßl ~ °i "fi" nLa-2 "fi" 74p2>

de sorte que

c'est-à-dire

si il o,

(«ai+pßi) (a2ß2) — oA (a2ß2),

rârï (°>m)-»K*A) j

MA

et, par ces valeurs, la ligne en question passe par le point

MA o0 Pi A
P, aA
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et avec cela nous avons pour l'équation de l'intersection, ou pour
le lieu des extrémités des déplacements oe, puisqu'elle est parallèle

au vecteur rn

$ — Pi + ïnnr h+ " ï aJ — (vaA) Pi •

r la2 P2 \

Avec les valeurs précédentes de n et p on a

<Je w«lT ~7TZ~r~
ria2iJ2

la caractéristique passe donc par le point

<> + ?!+ -!#-{*! -A+
*

MA ri V

et puisqu'elle est parallèle au vecteur y? nous avons aussi pour
équation de la même

z=pi—°i + rt1 (pi—y + (ais?ßi) ai—(o:tQ«ßx) pi •

Si l'on a en particulier o1 o, le point À du plan S ne subit

aucun déplacement et alors les équations de la caractéristique et

du lieu des extrémités des déplacements S,, de ses points sont

7. — pi + u!OMA) ai — KVpi) PI î»

& p! + X j (MA) «i — {<*!*&>) Pi j •

Si les déplacements des points A et B sont nuls, on a o,
3., o, d'où alors

y n io1 -f 7zai il», oe r= o.

Si l'on a 3l o, §3, nous obtenons

X — Pi + u (*i — h) $, m o.

Dans les deux derniers cas le plan S possède une droite qui ne

change pas de lieu quand il passe de la position à la position ï2.

§ 4'. — Si les déplacements des points du plan I sont infiniment

petits, on procédera comme au § 4 en désignant par % les
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grandeurs correspondant aux grandeurs dk devenues infiniment
petites; on aura pour l'équation de l'hodographe des déplacements

situés dans le plan S1

dp — (bLdp0-f- b2dp3 -P b3dp ^ + Ui (c.Ldp.2 -f- c2dp3 c3rfp1).

La vitesse qui correspond à ce déplacement est

Ve — [b\P2 -f- b2v3 -p b3VL -p ui (CjV^ + C2V3 -p C3VL)'

L'équation de la caractéristique du plan S S1 est maintenant

/• * " <*P. + ~ + " ß)

et l'équation du lieu des extrémités des déplacements S, est

i i
doi (a ~Pda) (ß ~p drp)

Q

• — ' 1
<p (« + da)(0. + d$)

H

+ «[ [ß(a + ia) (ß + rfß)]a-[a(a + da) (ß + d?)] ß j,

toutes ces équations, comme on le voit immédiatement, peuvent
facilement être simplifiées, mais nous en laisserons le soin au

lecteur, afin de ne pas abuser de la place qui nous a été accordée
dans cette revue.

§ 5. — Parmi tous les déplacements qui donnent l'hodographe
du système des déplacements du plan S, l'un est moindre que
tous les autres; il est égal à la perpendiculaire abaissée du pôle
sur le plan de l'hodographe. Désignons ce déplacement par o0; il
est donné par la condition

00 ~ 0L + 110v -p p03 X | (ok03 1= JE.

De celle-ci suit immédiatement

(oioKoio) x — (o^OâOg) : (oao3)p

de sorte que

0i0.,03 /(N MA
°° "(0„0?)2

•

V(o«8f)? "
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De plus, nous obtenons

(WOß) I (oaöß) + rc(MjO? — o, (OcOj I (oaop) + p (ô«ôg)? o,

__
(S3S1) 1 (8a5p) (0,0%) 1 (oKOß) _(o«o?)2- ' ^ (ôaOts);

C'

et aussi avec cela

g _g (535l) I (0«0?)
g

f^2)|(Ôa3?) .p°° -0i + rar"0a+~w~ ^

on, en abrégeant

°o — 4 + "4" c'°'h

d'où il suit

o0 «'o1 h'Os, 4- c'q a' -f" // -f~ c' ^ i •

Comme les coelFicients de cette équation sont bien déterminés
il n'y a en général qu'un point dont le déplacement est 30 ; son
radius vector est

Po — Pi + &'ai + cßi-
On a

0 I £ 0, £ : (W "

« Les projections des déplacements 3 sur la direction de e sont

égales au déplacement minimum 30 ».

Si l'on a ox — o, le plan de l'hodographe du système des

déplacements passe par le pôle de cet hodographe, on a alors 30

31 o3 p0 — p1 et A est le point dont le déplacement est le
moindre. Si l'on a ot o, S2 o, on a aussi o0 o et p0 p

et tous les points de la droite AB sont sans déplacement parce
qu'il en est ainsi des points A et B.

$ 5'. — Si les déplacements des points du plan S sont infiniment

petits, nous obtenons comme déplacement minimum

dpidfadpz
~ \/{dad[ïyi

£'

et aussi

j. j. (dpsdp,) I (dad$)
F* d?i + — d* + — F,
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la vitesse avec laquelle il s'exécute est

43

— vi v2
^0 — -7====== e,

(^3—^l)]-

et la forme des autres résultats se voit immédiatement d'après le

paragraphe 5.

§ 6. — Les déplacements des points du plan S sont donnés par
l'équation

0 zu o1 -f- —h p 0 3)

(«S« +/?ô^) + 3la

D'après cela le déplacement de chaque point du plan se com ¬

pose de deux composantes, c'est-à-dire d'un déplacement o1 commun

à tous les points du système et d'une composante

or (/zoa + pov),

qui est parallèle au plan de l'hodographe du système des

déplacements et perpendiculaire au vecteur de position de ce plan.
Nous allons maintenant examiner par quelles sortes de

mouvements simples le plan S peut passer delà position ÈL à la position

S2 en passant des cas spéciaux au cas général ; dans ce

paragraphe nous admettrons que oL o.
Si le point A est sans déplacement, S1 o, le point A1 A.,

est un point double des plans 2i et S2.

L'équation de l'hodographe du système des déplacements des

points du plan S est à présent

0 ?102 -|- po3.

Les déplacements totaux des points du plan S sont tous parallèles

au plan de l'hodographe qui passe par son pôle
perpendiculairement au vecteur de position s de ce plan, lequel vecteur
est donné par

* [l(8ä8ä)]-V(8Ä)?-

Comme n et p (indépendants l'un de l'autre) sont des nombres
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variables, il pourrait exister plusieurs points sans déplacement,
on aurait la condition 0 0, ou

et si cette équation doit être satisfaite, o2 et o3 doivent être des

vecteurs parallèles, ce que nous excluons ici, de sorte qu'il n'y a

qu'un seul point sans déplacement.
Soient S7, 27.n 272 les projections de S, 21? 2.,, dans la direction

de s, sur un plan 2Ä parallèle au plan de l'hodographe du système

des déplacements; S7, 2^, 272 sont des systèmes congruents en ce

plan 2/t car les projections de tous les vecteurs qui lient des points
homologues de 2X et de 2, sont égales à ces vecteurs. Avec la

projection A7 du point A A1 A2 dont le déplacement est

nul, coïncide le point double de 2^ et 2'2 (fig. 2). Si 2 passe de

la position 2X à la position 2,, 27 passe aussi de la position 2'L a la

position 272 et si 27 coïncide avec 272 de sorte que des points
correspondants de 27 et 272 se couvrent, 2 est encore passé de la position

21 à la position 22. Le plus simple mouvement de 27 dans le

plan 2Ä, pour parvenir d'une position 27A à la position 272, est la

rotation de 27, autour du point double A7 des systèmes plans 27j

7*0 2 + p08 — O

C,
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et S7g, d'un angln w égal à l'angle des droites homologues de

et S7.,. Les déplacements des points de S' sont égaux aux déplacements

des points correspondants de S car ces derniers sont parallèles

au plan Eh.

En se reportant pour les notations à la figure (2), on a, si le

système S7 passe de la position Ef± à la position Z42, en posant

ce'.y — cos wol\ -j- sin w | (ecc'J, ß'2 — cos -f- sin w | (&ß'd*

De plus nous avons par rapport au système plan S les équa-

Le plan qui passe par BXB2 o2 perpendiculairement à la
droite AiA/ coupe cette ligne, qui est parallèle s, en un point Ot

et on a A01B1B2 AA'B/B/j de 01B1 X[, OaB.2 74 011 a Par
suite 7/j a/, 74 — a/, donc

X'i — cos "'îX'i + sin "'1 I (£X'i) cos + sin w I (£a'i)>

de sorte que

Le plan qui passe par CiC2 o3 et est perpendiculaire à la
droite AtÂ7 coupe cet axe A2A7 s en un point 0., et on a AOA^C »

s AA'C/C/ ; de 0,Ct 74/, 0,C., 74 on a par suite 74/

ß{//4' $, donc

/\ — cos wff'\ + sin nq | (s^i") — cos H'ß'i + s'm I (sß'i)*

Si le point B du plan S, par sa rotation autour de l'axe s qui
passe par le point A] — A2, passe de la position Bx à la position
B2, le point C passe aussi du lieu C4 au lieu C2 et de même tous
les points homologues de S et S2 se couvrent puisque trois paires
de points homologues de S et S2 coïncident.

Enseignement math. 4

tions
a,, — (i — cos nq) (s J oc1) s —f— cos uqoq ~f- sin «q [ (soq),

(1 — cos nq) (s I ßx) £ + cos nq£q -j- sin nq | (eß,).

(f. n\

de sorte que



F. KRAFT

L'amplitude de la rotation s'obtient moyennant le déplacement
connu d'un des points B ou C; on a

rb (cos w i) y\ + sin n- [

d'où, par quadrature intérieure et extraction de racine, il vient

•2 sin v «. (y/âr: //j

Pour un point arbitraire U du plan S nous obtenons maintenant,

si nous posons U1=aAi -f- U2 + ÀA p2,

p2 (i — cos (r) (s | p4) s -f- cos n,pi -f- sin w | (sp1),

ou, avec

Pi — 112 ~b Va y p2 112 4" 7,2> (£ I 7,i) — (£ I Z'>) °> Xi- — '^±-

7,2 cos "7,i + sin (s7,i)'

de sorte que le déplacement de ce point est

o zz y% — /L ZZ (cos tv — i) + sin n- | (eyA).

« Etant donné un point du plan S sans déplacement, ce plan
passe de la manière la plus simple d'une position à une position

S2 en tournant autour de l'axe passant par le point fixe du

plan qui est point double cle Sj et et qui est perpendiculaire
aux déplacements de deux autres points quelconques du plan ^

assujettis toutefois à ne pas être en ligne droite avec le point fixe.

L'angle de rotation est égal à l'angle qu'enferment les
perpendiculaires abaissées des éléments original et final d'un
déplacement donné sur l'axe de rotation. Les déplacements des

points du plan S sont perpendiculaires à cet axe et de grandeur

directement proportionnelle à leurs distances à cet axe.
Le mouvement correspondant de la projection du système plan 2

sur un plan perpendiculaire audit axe est la rotation de la

projection autour du poiat d'intersection de l'axe de ce plan, du

même angle que précédemment ».
Dans ce mouvement les trajectoires des points du plan S sont

des arcs de cercle dont les plans sont perpendiculaires à l'axe de

rotation et dont les centres sont situés sur l'axe.
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Le système des déplacements

S no% + p3?

s'appelle un système rotatif, puisqu'il est engendré par rotation.

§ 62 — Si les déplacements des points du plan 2 sont infiniment

petits, on a dpL o, et son mouvement est équivalent à

une rotation infiniment petite d'amplitude dw autour de l'axe

passant par le point double de S1 et 22 et perpendiculaire au plan
de l'hodographe des déplacements. L'angle de rotation est
donné par

dw — [fdp.2i: h'f) — (\ldp32_ : k"f)>

et la vitesse angulaire du plan est

w — (v2 : h'L) — {Vi : h'\), V.2 : V3 — h'i : h'\.

Pour un point arbitraire du plan S nous obtenons

p2 Pi + dw | (spd, /a + dw | (eyj,
dp — dw [ (epj — dw [ (e/j),

v l(ePi) ^l(£/j).

§ 7. — Un cas plus spécial est celui où les points À et B du
plan 2 sont sans déplacements ; alors oi=:o? o2= o, de sorte
que A2 et Bi= B2 sont des points doubles de 2i et 22.

Alors la droite Ai B1 — A2B2 est évidemment une ligne double
de 2i et 2a,

Dans ce cas, nous avons

0 rz: po 3

et les déplacements des points du plan 2 sont parallèles entre
eux.

Avec p 0, il vient

0 0, p p4 -j- IVJLi,

de sorte que les points de la droite AB A± B4 ne changent pas
de lieu ; cette droite est la caractéristique du plan 2 — 2t.
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Comme on a généralement

ai I °? + M °<

on a h présent
«1 | 03=z O, aL I o =o,

les déplacements de tous les points du plan S sont perpendiculaires

à la ligne double de S1 et S2. Les points homologues de

et S., sont également éloignés de chaque point de cette ligne,
cette distance variant naturellement pour chaque couple de

points.
L'équation d'une droite du plan I — qui est parallèle à

est

et comme o, o, oa o, les déplacements des points de cette
droite sont

ils sont égaux entre eux. En prenant c comme paramètre variable,
il suit de là que les points de chaque rayon du plan S qui est

parallèle a subissent un déplacement égal, de sorte que les

déplacements des points du plan S sont directement proportionnels
à leurs distances à la droite A1 B4 — A2 B2 ; en outre les

déplacements o sont perpendiculaires à oq, et la droite At B4 est

un axe pour le transport par rotation du plan S de la position SJL

en la position S2.

— pi ~~i~ cßq ~~f~

Nous avons

p2 (s I Pi) 5 + COS (sßj | s + sin w | (sßA

avec fiiu£+ y/„ & ue + //„ (s| y/,) (s {/',) o est

y', cos tv y', + sin <v | (jy'J,
o3 (cos iv — i) y't + sin | (sy'j),

d'où il suit

équation qui détermine l'angle de rotation.
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Soit yi la distance vectorielle d'un point arbitraire du plan
S SJL à Taxe oq, cette distance vectorielle devient après la rotation

7,2 — cos (r7,i + sin f (%)>

et le déplacement de ce point est

o y2 — Xi (cos — *) 7,1 + sin w I (£7,i) •

§ y'. — Si les déplacements des points du plan S sont infiniment

petits on a dpL o, dpà o et le mouvement de ce plan
est équivalent à une rotation infiniment petite autour de la ligne
double Bjl A2 B2 de S1 et S2 ; l'amplitude et la vitesse angulaire

de cette rotation sont

dw — [\/dps*t h\) (ds2 : h'd
w={vs:lïi)t

§ 8. — Enfin nous voulons examiner le cas spécial dans lequel
o1 o et ô2 S3 est. Le point A du plan S est sans déplacement,
les déplacements de ces points B et G sont égaux.

Dans ces conditions nous avons

5= i7l+p)

et les déplacements des points du plan S sont parallèles entre
eux.

Avec (/z —|— />?) o, c'est-à-dire avec p — il vient

o o, p pi + " (Xj —

Le plan S possède donc une droite passant par le point A A{
dont le lieu ne change pas; elle est parallèle à la différence
des vecteurs cq et ainsi qu'à BL Al et forme une ligne double
de Sj et S2?

On a alors en général

(cq | 0«) (ßA | o?) Ou2 O,

et ici, dans notre cas particulier

K I û3) — (ßi I S3) ô3: =0,
(ai— Pi) l°3 °>
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de sorte que les déplacements des points du plan 2 sont
perpendiculaires à la direction du vecteur (cq— jâj.

L'équation d'un rayon du plan 2 parallèle à (cq— yj,
est

o — oi -f- ccq u («i — ßj,

de sorte que les déplacements de ses points sont

0 — C03 + u («1 + 32 — ß.j, — Os «1 -f- ßj
0 ~ co3.

Les déplacements des points d'une droite quelconque du plan
I E1 qui est parallèle au vecteur (cq— [3J sont égaux. Les

déplacements des points du plan 2 sont perpendiculaires à la
droite sans déplacement et, en grandeur, directement
proportionnels aux distances desdits points à cette droite, La droite qui
passe par le point A1 et qui est parallèle a (oq — est ainsi un

axe de rotation quant au transport du plan S de la position S1 a

la position 22.

Remplaçons l'ancien axe de rotation par le nouveau et
conservons la notation du § y, nous avons pour le mouvement du

point C

y/2— cos ay/, + sin re | (s/A),

o3 (cos w— i) //, + sin H' I (s ; s (a, — £i) : / (at — (ij:»

i sin — wz—(\Jooi : /éj,

équation qui nous donne l'amplitude de la rotation.

| 8'. — Si les déplacements du plan S sont infiniment petits,
on a dpi=o, d p2 d p3et l'équation de l'hodographe du système
des déplacements est

dp — (n +p) dpm

on a pour la vitesse

V — {n+p)vp

l'équation de l'axe de rotation est

P ?i + " (ai — M*
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et l'amplitude de la rotation ainsi que la vitesse angulaire du

plan S sont

dw — (V75pS: 7A) — (<&*: w (v3 : 7A) •

§ 9- — Si trois points du plan S, non situés en ligne droite,
sont fixes, on a 31—o2==o3 o et par suite o — o. Le plan ne

peut subir aucun déplacement.

| io. — Soit maintenant un plan 2, dont aucun point n'est,

fixe et qui doit passer d'une position à une position S2.

L'hodographe du système des déplacements du système plan
de points S a présentement l'équation

0 ~ Oj —f- (7lÖa —j— prJi)

Le système des déplacements se compose de deux parties,
d'abord du système

°i — °i>

d'une translation commune 3i a tous les points du plan, et du
système

0 (770a +J3Ô;i),

dont les vecteurs du déplacement sont parallèles au plan de

l'hodographe et qui d'après le § 6 donne une rotation autour d'un
axe. No us pouvons écrire

0 0^ —j— Oy — Oj. —j— 0j,

et cette équation nous montre que l'ordre dans la suite de la
translation et de la rotation, dans le mouvement du plan S d'une
position Siy est absolument indifférent.

Le point A=A4 ne possède que la translation 6L At A2.

Soient, si nous posons
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eo2, à>3, to4, .w les déplacements des points B, C, D, ...U du plan
2 parallèles au plan de l'hodographe du système des déplacements

lequel à présent ne passe pas par son pôle, ces déplacements

pouvant être engendrés par la rotation du plan £

autour de l'axe s passant par le point A A4 et perpendiculaire
au plan de l'hodographe. Chaque point du plan possède en outre
la translation SA.

Prenons à présent le pôle des coordonnées sur cet axe,
coïncidant avec le point À1 ; avec les notations précédentes le radius
vector d'un point arbitraire du plan 2, qui passe de la position
2t à la position 22, est

p2 — (s | pA) s -f- cos w (sp1) | £ -f- sin w | (eoj ôl5

le déplacement total du point est

o (p4 — pt) (i — cos w)j(e I Pj) s — Pj ; 4- sin te j (spj) -f Oj,

ou, avec p «£ + •/_„ p2 «e+ (e| yj (s |yj o,

'Licos "7.1 + sin »' 1 (eXi) +
5 ÖCä — Xi)(cos — C Xi + sln I (e7.i) + 8i-

Il suit de là pour l'amplitude de la rotation

o2 (i — cos w) { (e I «d e — aq j + sin I (£ai) +

d'où

o2 a o2 — oA (cos W — i) x\ + sin «' I (e/A),

de sorte qu'enfin

sin 7 ~

Comme le mouvement du système plan 2 est équivalent à une
rotation autour de l'axe £ passant par le point A A1 et à une
translation inclinée sur cet axe, il est aussi équivalent à une rotation

autour d'un axe parallèle à s, passant par un point
quelconque du plan 2 21? avec la même amplitude, et à une translation

du plan qui est égale au déplacement total de ce point.
« Le mouvement d'un plan 2, qui passe d'une position 2, à une
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autre position S2, est équivalent à une rotation autour d'un axe s

passant par un quelconque de ses points perpendiculairement au

plan de l'hodographe du système des déplacements des points
du plan S et à une translation de tous ses points. L'amplitude de

la rotation est égale à l'angle des plans E1 et S2. La translation
est égale au déplacement total du point du plan par lequel passe
l'axe de rotation. Avec le point de réduction (A^AJ du
système des déplacements du plan S varient en général la translation

et la position de l'axe de rotation mais non sa direction,
l'amplitude de la rotation est la même pour toutes les réductions
du système des déplacements. L'ordre de suite de la rotation et
de la translation est arbitraire ; elles peuvent donc avoir lieu en
même temps.

Si nous choisissons le point qui a le plus petit déplacement o0

comme point de réduction, les translations de points du plan S

sont parallèles à l'axe es qui passe par ce point et égales à o0.

Le mouvement du plan S est d'après cela un mouvement de

vis dont l'axe a l'équation

ps — <2 -|- //p2 -f- c'p3 -j- II | (ömOß).

C'est le mouvement le plus simple pour le transport du p]an2
d'une position Si à une position S2.

§ 10'. — Si tous les points du plan S subissent des déplacements

infiniment petits, l'équation de l'hodographe du système
des déplacements est

dp — dpi -f- (ndoc -f- p(p)

m (ud<x —|— pdrf] —|— dp^

il se compose de deux parties

dpL — dpL, dpr — [?ida -\-pdfi).

La première partie peut être engendrée par la translation
infiniment petite dpL de tous les points du plan, la deuxième partie
par une rotation infiniment petite autour de l'axe passant par le
point A Aa et parallèle au vecteur de position du plan de
l'hodographe du système des déplacements.
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L'équation de l'hodographe du système des vitesses des points
du plan est

v=zvL + m {v.2 — vL) +p — v[),

ou

v — (i — n —p) -Ujl -f- nv.2 -f-pv^y

elle se décompose en systèmes partiels

1îx r15 vr =: nv2 ~\~pv3 — {n -f-p) vL

c'est-à-dire en un système de vitesses de translation et de rotation.

L'amplitude de la rotation est donnée par

__
V'VP-» — d?tf \/{dp.) — dpL)i

vWÎ ~

et la vitesse angulaire autour desdits axes est

w=-rr\/{v.> — vifi.
M 1

Revenant à l'équivalence du mouvement du plan, le théorème
donné précédemment est valable ici; l'équation de l'axe eH pour
un mouvement de vis du plan est

ps — a'pl -f- b'o.y -|- c'p, -j- n | l(v.À — vL) (v:} —v j].

On déduira sans difficulté les cas spéciaux déjà traités des

résultats des deux derniers paragraphes.

Ferdinand Kraft (Zürich).
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