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CORRESPONDANCE

A propos d’un article sur le calcul des probabilités. ,

Les auteurs de Varticle sur les dpplications du calcul des probabilités
& la méthode scientifique publié dans le dernier numéro de I'Enseigne-
ment mathématique, (5° année, p. 3-29), acoté de nombre de remarques
judicieuses et dapplications intéressantes ont commis quelques mad-
vertances. Je me permets d’en relever en passant quelques-unes pour
Iinstruction de ceux de nos lecteurs qui n’ont pas le loisir de refaire
les calculs de MM. Vascuipe et Pigron.

Ces auteurs trouvent une absurdité dans la formule approchée

h?

I 2mpy

P Tt @
\/ZTII)LP(/

de la probabilité d'un écart égal a /& sur une série de m partics. A les
cn croire, le bon sens indique que, /# restant fixe et m croissant, cette
probabilité doit croitre toujours, au lieu que la formule apres une
courte période de croissance passe par un maximum puis diminue
constamment. Bien qu’ils ne présentent pas leur objection avec toute
la netteté désirable, ils paraissent admettre que le soi-disant paradoxe
provient de I'approximation insuffisante de la formule de Stirling et des
simplifications employées pour obtenir la formule précédente. Or 1l
est ais¢ de montrer que le maximum existe encore dans la formule
rigoureuse. Par exemple, en jouant 2s parties a rouge ou noire, la
probabilité d'un écart £ au profit de la rouge, autrement dit la proba-
bilité¢ de voir la rouge sortir (s /) fois et la noire (s — %) fois seule-

ment est
25! gy 20
(s+h) (s —h)! <3> '

Si s augmente d’'une unité la valeur précédente se multiplie par le
facteur

(2s - 1) (25 - 2) T

(s+14h)(s+1—Nh) 47

ainsi, lorsque s est plus petit que 2/>— 1, la probabilité d'un écart /
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augmente avec s, tandis que si s a dépassé (242— 1), cette probabilité
décroit et méme va jusqu’a zéro quand s va a I'infini.

Non seulement il n'y a rien la de contraire au bon sens, ainsi qu’on
peut s'en convaincre par 'examen de petits nombres s et /£, mais le fait
méme de la diminution de > avec s est en parfaite harmonie avec le
théoréme de Bernoulli. Si la probabilité d'un écart égal & & augmen-
tait sans cesse avec s, il en serait de méme pour la probabilité d’'un
écart absolu plus petit qu'un nombre fixe quelconque et 'on ne serait
pas autorisé a conclure que I'¢cart absolu augmente sans limite avec le
nombre des parties. lin outre, le maximum de la formule approchée cor-
fespond, dans le cas présent, a la valeur 4% du nombre m, tandis que
le maximum de la formule exacte donne, comme on vient de voir, m == 2s
== ' —. La faiblesse de l'erreur relative pour / tant soit peu grand,
est de nature & accroitre la confiance accordée a la formule approchée.

Je conclus ue les deux formules

h2

1 2uepy ) h
1)1 T e el 1)'.) — __/______ :
Vzmpq - yzmpq

bien que non é¢quivalentes, sont exactes l'une et 'autre au moins en
premiére approximation : la premiére donne la probabilité d’un écart
égal 4/, la seconde la probabilité d'un écart plus petit que /.

Un autre point appelle encore une critique. Aussi bien rien n’est
pius instructil et ne met mieux en évidence ce qu’il y a de vague dans
les principes du calcul des probabilités et de décevant dans beaucoup
de ses applications, que les divergences d'appréciation qui se pro-
duisent a propos des problémes les plus simples.

Ainsi nos auteurs prennent a partie M. Poincaré au sujet du pro-
bleme de rouge et noire et ne combattent que mollement I'opinion des
joueurs qui mettent sur la noire apres la sortie de six rouges consécu-
tives. N'est-ce pas la cependant supposer de la mémoire a la roulette,
lui préter des intentions ?

Apres Papparition de six rouges il faut, pour savoir si la série est
close, jouer un septieme coup. Nos joueurs, si du moins ils se donnent
la peine d’analyser leurs impressions, partent donc de l'idée que les
séries de six rouges suivies d'une noire sont plus f{réquentes que les
séries de sept rouges. Or si 'on admet la probabilité de la sortie d'une

. . 1 . ’
rouge ou d’une noire soit - » toute succession donnée de ces couleurs,
celle-ci par exemple : rouge, noire, noire, noire, rouge, noire, rouge,
a une probabilité égale & — . Ainsi la sortie de ces deux couleurs dans
128
I'ordre indiqué est aussi probable que celle de toute autre succession
et sera, en pratique, aussi rare que la sortie de sept rouges de suite.
Je ne vois pas ce qu'on peut objecter de fondé a ce raisonnement.
C. CarLLer (Geneve),
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1. Sur les formules de Bonnet, Enneper et Kommerell.

La formule de Bonnet:

I dw I I . °
—+ e <_~ _—) sin o cos @ : (1)
P2 P1

R = ds —
qui détermine la torsion géodésique de toute courbe dune surface,
comprend, comme cas particuliers, celles d’fnneper pour les lignes
asymptotiques :

R== —p,p, (2)

et de M. Kommerell pour les géodésiques (dArchiv der Math. und Phy-
stk, 3° IRlethe, B. I, S. 116-7) :

—
o
——

mais cette circonstance apparait bien plus clairement, si l'on donne ala
formule de Bonnet (1) une autre forme. En effet, éliminons ¢ entre (1)
et I'équation :

cos W cosgc? sin’o
= -+ ;
P Pl xoz
ona:
cos w 1 . 1 1 1 COosS W ) I [
—— — = sin? o — — , - — cos2 o —_ ),
P 2 P2 1 Fa P » P2 P1

d'ou ia formule /1) se transforme en la suivante :

(Iidw 2: cOs W M__z_)g(_i__cosw); (1’)
R ds 0 o) 02 2

A

sous cette forme, on voit tout de suite qu'elle comprend la formule (2)
’T-C Vi & ! 14
pour v = — et la formule (3) pour w=o0. Plus généralement, pour

les courbes w==const., elle devient :

I £0S W I I cos W ;i
=) (5 — ). (")
{ o P2 e

i

Infin, pour les lignes de courbure, elle donne le théoréme dit de
Lancret :

—I—:i dwr
R ds
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A propos de la démonstration des formules (1), (2) et (3), je voudrais
observer que la maniére la plus courte de la faire, ¢’est de partir des
équations : :

T
cos w:————————chp‘ 74
Vitpitq®
ou :
h = =P s =
Vitpitg Vitpitg? Vit pPt g
ou enfin :
: — —+p S +gq (= i
Vit pi g Vit pidg? Vit pitg?

respectivement, que 'on différentie et ajoute.

2. Remarque sur les lignes de courbure.

Dans toute ligne de courbure on a :

d’ou :

d’autre part :

91 COS W — O,
ou :

COS I

O
O
o

Donc :

et de méme :

-0 i
b
-O

3. Quand la trajectaire d’un mobile est plane, 'hodographe l'est aussi,
quel que soit le mouvement, car de la relation :

Ax+ By + Cz 4+ D = o,
on tire :
dx dy | dz
A FB g T =0




CORRESPONDANCE 137

réciproquement si Uhodographe se trouve dans un plan passant par

'3% Uorigine, la trajectoire cstplane car de :
¢
i

d\'
, AL + B - + c =0
’;
¥
| on trouve :
Ax 4+ By 4+ Cz =
4. Dans le mouvement central on a :

xl/ " . s'/I

~ g]/ - :)‘ - ;:

et la trajectoire est plane. La trajectoire est aussi plane (mais dans un
' plan qui ne passe plus nécessairement par l'origine) quand ona :

(est-a-dire quand le mouvement sur I'hodographe est central);
- car on trouve :

:),!x!ll_ xb.I”: O, th.

~d'ou :
. foaall A 7 R g sl gl s

| yiah —aly" =G, Py — = A 2P — =B,
Cet o

Ax'+ By 4 C< = o

Ax 4+ By 4 Gz = D.

Juin 1go2. N. J. Harzipakrs (Atheénes).

| et par conséquent :

Sur le théoréme du carré de ’hypoténuse

Le carré CDEB — «2 construit
sur Uhypoténuse BC du triangle
- rectangle ABG est égal a la surface
T du carré AJHG =(c — 0)?, plus les
~quatre triangles rectangles égaux

ABC, CDJ, DHE, EBG.

Les carrés ABFI = ¢2 et DKI1J

= b* ont également pour surface
MG = (¢ — 0)?, plus les quatre

iriangles rectangles (égauxa ABC)

" DKE, DEH, EIB et EGB.

- La somme des surfaces de ces

~deux derniers est donc bien équi-  ©

~valente 4 celle du carré construit sur I'bypoténuse.
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Sur une question de convergence

Dans le débat engagé entre M. Barbarin et moi, au sujet d'un théo-
réme sur un quadrilatere birectangle, (L' Kns. Math., 1902, p. 343-346
et 438-444),1l s’agit de savojr si une certaine suite de distances, comptées
sur un méme co6lé du quadrilatére, peut-étre convergente ou non.

M. Barbarin dit oué, moi je dis non.

Pour justifier sa maniére de voir, mon distingué contradicteur
sappuie tout d’abord sur I'atomisme géométrique de M. Bonnel. Ce
simple fait me suggere déja une réflexion.

Je serais curieux de savoir si M. Barbarin, qui utilise si adroitement
I'atomisme bonnélien contre ma démonstration du postulatum d’Kuclide,
admet celle que M. Bonnel prétend donner du méme postulatum au
moyen du méme atomisme (1) S'il ne 'admet pas, comme il est probable,
comment la réfute-t-il ? It ¢'il Vadmet, comment explique-t-il qu'une
théorie capable, & ses yeux, de démontrer le postulatum, soit capable
¢galement de démontrer la fausseté d'une proposition qui est certaine-
ment vraie si le postulatum est démontré et de laquelle, pourvu qu’on la
démontre avant le postulatum, on peut faire dépendre la démonstration
de celui-c1?

Quoi quil en soit, admettons pour le moment, avec M. Bonnel et
M. Barbarin, lanotion d’atome linéaire, ¢’est-a-dire la notion d’une lon-
gueur (lu,z‘, sans étre nulle, serait ccpcnclcuc[ j)lus pczitc quce toute Zongucm’
assignable.

Rapprochant de cette notion 'exemple classique des polygones régu-
liers convexes de n c¢oOtés, inscrits et circonscrits a une méme circon-
férence, M. Barbarin pose en principe que les distances successives
AL, EG. ., peuvent décroitre constamment.

IFaisant ensuite 'hypothese que l'une de ces distances VX est égale &
Iatome linéaire, il en conclut que la distance suivante XX/ « ne sauvait
exister » ¢’est-a-dire doit étre nulle.

Jobserve tout d’abord que cette conclusion au sujet de XX/ me parait
difficile a concilier avec un fait accepté par M. Barbarin, & savoir:
qu’aucune des distances AL, lG..., « ne peut étre rigoureusement
nulle, en vertu de la construction employée. »

Je rappelle ensuite qu’ « en vertu de la construction employée », la
valeur des distances AL, EG..., est commandée par ccelle des angles
ACD, EFD..., et que, par suite, une hypothese sur la valeur des dis-
tances n’est acceptable que st elle est compatible avec lavaleur des angles.

Celtte remarque faite, supposons, je le veux bien, que VN soit ¢gal a
Patome linéaire, Cela revient & dire que VX, si petit soit-il, n'est pas

(1J. BoxxEL. Les atomes ¢t hypothéses dans e Géomelrie, p.78 el 113 ; La géo-
mélrie atomique rationnelle, p. G3.

VN




e~

X
|
i

gl

4

. . . - . - "

~ nul. Done XY ne coincide pas avec VY. On a donc un triangle XVY
G . ’ . ’ - Y V4 . .
rectangle en V, exigeant par consc¢quent que I'angle \Th\ S(?lt aigu. Et
“voila parle fait anéantie la conclusion de M. Barbarin, affirmant que

"XY est perpendiculaire commune a AB et
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a CD.— Langle VXY ¢tant aigu, il s’ensuit Y
(je crois inutile de I'expliquer avec plus de ¢ F
détail) que angle NY'D estobtus. Done XYY,
perpendiculaire & CD en Y/, ne coincide pas
avee XY/, et par suite XN/ ne peut étre nul. A &
[l faut donc, d’aprés les principes mémes

de Tatomisme bounélien, que XX/ soit aw moins égal & V'atome linéaire,

-

AL e i i B

~
<
=
o P oS [

cest-a-dire a VX,

Ainsi s’évanouit 'objection de M. Barbarin, fondée sur lhypothése
que XN/ peut ére moindre que VX.

Quel que soit, par conséquent, le crédit que mérite le singulier ato-
misme de M. Bonnel, la démonstration de mon théoreme n’'en peut
recevoll aucune atteinte.

Me voila done bien & I'aise pour déclarer maintenant que je repousse
:bsolument une théorie d’apreés laquelle, pour une valeur de n suffisam-
ment grande, mais finie, U'expression L ne peut diminuer sans s’an-

n
auler. Jestinie qu'une pareille condition suflit pour juger, je veux dire
nour condamner la théorie qui Uexige.

Mais alors, 1mpossible de contester, avec M. Barbarin, l'exactitude
de cette assertion : « Hl n’y a que les longueurs pouvant devenir nulles
dont on puisse dire qu’elles peuvent tomber au-dessous de toute lon-
sueur assignable. »

Impossible également de soutenir, avec M. Barbarin, que la diffé-
sence P — p des périmetres de deux polygones réguliers convexes de n
Wités, Tun circonscrit, Pautre inscrit a une circonférence de rayon R
oent « tomber au-dessous de toute longueur assignable » sans « jamais
Jevenir nulle ». Glest contradictoire, comme on peut en juger par la
riule

P——]) o x . PPQ .

o} (ankR - \/M)

Autre objection. — Elle est inspirée par les travaux de M. de Tilly,
Lapres lesquels toute la métagéométrie peut découler de la notion de
distance « considérée comme seule notion premiére intuitive. » M. Bar-
barin veut bien en tirer dabord la conclusion que mon théoréme
deneure vrai « dans le systeme usuel (euclidien) comme dans le systéme
tobatchefskien ».

Cest tout ce que Je demande !

— Mais, poursuit mon distingué contradicteur, il n’en est plus de

Sméme dans la géométrie de Riemann.
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— Que m’importe ? La géométrie riemannienne n’a rien a faire ici,
parce que ses données fondamentales ne répondent pas & létat de la
question dont il s’agit. Le compte a régler entre la géométrie eucli-
dienne et la riemannienne est un compte & part: on le réglera quand
sera réglé celul de la géométrie lobatchefskienne.

Derniére objection. — C’est moi-méme, parait-il, qui en al fourni les
éléments en déclarant qu’aun fond, dans le théoréme en litige, « il s’agit
de savoir si les angles correspondants successifs ACD, EIFFD_.,, sont
tous obtlus ou tous aigus. » De cette facon d’envisager la question,
M. Barbarin conclut comme précédemment que mon raisonnementn’est
admissible que pour les deux géométries euclidienne et lobatchels-
kienne.

Encore une fois, c¢’est tout ce que je demande !

Je récuse, d’ailleurs, l'obligation que veut m’imposer mon contradic-
teur de m’assurer si les angles successifs ACD, EI'D, GHD..,, « obtus
depuis le premier jusqu’au n® inclusivement, c¢’est entendu » sont crois-
sants constants ou décroissants. Il me suflit-de savoir qu’ils demeurent
obtus,

En résumé, des diverses objections de M. Barbarin, contre mon
théoreme les unes ne l'atteignent pas, les autres le confirment plutot,
toutes crient en quelque sorte : il faut bien que le théoréme soit bon,
puisqu’il résiste ala critique de M. Barbarin.

Il me reste maintenant a répondre a une seconde critique.

« En partant des définitions habituelles de la droite du plan, dit
M. Mansion (L'Lns. Math., 1go3, p. 65), on prouve qu’il existe entre
I'hypoténuse a et les cotés b et ¢ d'un triangle rectangle l'une des
relations

\ [ a b c
(L) ch <T> —ch <—[—> ch <T> ,

(I) a* = b* 4 3,

sulvant que l'on rejelte ou que lon admet le postulat de la parallele .
unique, et réciproquement. Il en résulte que le postulat de la parallele |
unique est indémontrable en se servant des définitions scules, puisque
ces définitions conduisent & deux relations distincles dont la seconde
seulement a pour conséquence ce postulat. »

Pour prévenir toute équivoque, rappelons d’abord que, d’aprés les
définitions auxquelles se réfere ici M. Mansion, la ligne droite est telle |
que ])CL" dCU(If ])02]’2[6‘ d()nn()’S (jllC/CO",(lU@S on c¢n ])CZ([ mener une et unce ‘
seule. — Partant de la (et en admettant, bien entendu, les postulats
ordinaires autres que le postulat en litige), le raisonnement de M. Man- )
sion serait pércmptoire si les définitions seules de la drojte et du plan
conduisaicut effectiverment a la relation (L). Mais justement, et d'apres
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ce que dit M. Mansion lui-méme au début de sa remarque, ce ne sont
pas les définitions seules qui conduisent a la relation (L), c’est encore
et avec elles la contradictoire du postulat de la paralléle unique. On ne

. peut donc pas savoir, d’apres la seule relation (L), si les définitions
seules de la droite et du plan ne contiennent pas le postulat de la paral-

ltle unique. Rien ne sert alors d’observer que la relation (E) exige ce
postulat. Cela signifie, en eftet, que pour obtenir la relation (E) il faut
ajouter le postulat aux définitions si elles ne le contiecnnent pas, cela ne

signifie pas du tout qu’elles ne le contiennent pas. Dira-t-on que la
preuve qu'elles ne le contiennent pas c¢’est que la relation (L) démontre
l'absence de contradiction dans les conséquences de la contradictoire
du postulat ? C'est revenir au sempiternel sophisme dont on a voulu
L aive Varguinent de non-contradiction et que nous avons réfuté dans cette
Revue (Sept. 1902, p. 330-333). Donc ni la relation (L), ni la relation (F),
~considérées soit séparément, soit simultanément, ne permettent de
“conclure & 'indémontrabilité du postulat de la parallele unique.

Quant a largument de la pseudosphére, M. Mansion alfirme qu’il
est « parfaitement probant quand on l'entend d'une pseudosphére
enroulée un nombre infini de fois sur elle-méme ». A cette affirmation

pure et simple Joppose cette simple observation que ma réfutation de

Fargument de la pseudosphére (L'Fns, math., 1goa, p. 333-336) est

parfaitement indépendante de U'enroulement illimité de la pseudosphére
Csur elle-méme.

G. Vipar. (Paris).

Janvier 1go3.

Enscignement math. [0
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