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LE CERCLE DES NEUF POINTS 31

fini « de droites de T, cette‘congruence est donc le lieu des
intersections des plans correspondants dans une transforma-
tion d’indices (a, o) d'une surface en elle-méme.

Soit P un point quelconque de I'espace. Aux plans tan-
gents a V passant par ce point correspondent les plans d’une
développable de classe ¢, par suite T' est d’ordre ne. On a
donc n = ¢ =1 et I" est une gerbe de droites.

Lucien Gopeaux (Liege).

NOUVELLES DEMONSTRATIONS D'UN THEOREME
RELATIF AU CERCLE DES NEUF POINTS

[. — Tutoreme. — Le cercle des neuf points d’un triangle est
tangent intérieurement au cercle inscrit et extériewrement aux cer-
cles exinscrits.

En étudiant depuis quelques années le théoréme que je viens
d’énoncer, j’ai trouvé neuf démonstrations différentes qui me sem-
blent encore nouvelles. La premiere de ces démonstrations a déja
été publiée dans I’Enseignement mathématique (VII° année, 1905,
n® 6, p. 479-482) ; yexposerai donc ici les huit autres a partir de
la deuxieme. . ,

La 2¢ et la 3° démonstrations ne dépendent ni des théorémes
des aires, ni de ceux de la proportion ; les quatre autres, depuis
la 4° jusqu’a la 7¢ sont encore indépendantes des théorémes rela-
tifs a la proportion.

Dans ce qui suit, je désigne toujours par A’, B’, C' les milieux
respectifs des cotés BC, CA, AB du triangle ABC, et par X, Y, Z
les points de contact du cercle inscrit ou.de I’'un des cercles exins-
crits avec les cotés BC, CA, AB. Il s’agit alors de démontrer que
le cercle A’ B’ C’ est tangent au cercle XYZ.

2° Démonstration.

Je suppose, pour fixer les idées, que le cercle XYZ soit le cer-
cle inscrit. '

Si‘le triangle était isocéle, les deux cercles A’ B’ ¢/, XYZ se
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toucheraient évidemment, je fais donc la démonstration dans le
cas ou le triangle est quelconque et je suppose, pour plus de com-
modité, que 'angle A soit plus petit que chacun des angles B et
C.

Soient P, Q, R, les orthocentres des triangles AYZ, BZX, CXY.
Décrivons les cercles circonscrits aux triangles PYR, PZQ et qui
se coupent de nouveau au point L. (fig. 1).

Je veux d’abord démontrer que ce point L est situé sur le cercle
A" B’ C'.

Désignons par I le centre du cercle XYZ et par E et I les pieds
des perpendiculaires abaissées des sommets B et C du triangle
ABC sur les c6tés oppos=és; menons par le point Y la parallele
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YM i la droite IB et soit M le point de rencontre de cette paral-

léle avec la droite BE.

YPZI, YRXI, YMBI étant tous des parallélogrammes, les deux
quadrllateres YPMR, IZBX sont égaux, et par suite les angles
YPM, YRM qui sont respectivement égaux aux angles IZB, IXB
sont droits ; la droite YM est donc le diamétre du cercle PYR et
ce cercle passe par le point E. Je remarque en plus que 'angle
PMY inscrit dans le segment de cercle PRY est égal a 'angle ZBI.

On peut démontrer de la méme fagon que le cercle PZ(Q passe
par le point ¥ et que l'angle inscrit dans le segment de cercle
PQZ est égal a I’'angle YCI.

Si yappelle J le point de rencontre de la droite PE avec YZ,

A AN\ , S AN A A\
PJZ = EJY = (2 droits — CYZ) — FEY = (ZBI + YCI) — PMY
N\ A\ N\ N\
— (ZBl 4+ YCl) — ZBI = YCI .

Ce dernier angle YCI étant égal a I’angle inscrit dans le seg-
ment de cercle PQZ, on voit que le point J est sur le cercle PZQ.

De méme en appelant K le point de rencontre de PF avec YZ,
on peut voir que ce point K est sur le cercle PYR.

Or, il est clair que le point J se trouve enire P et E et que le

point K entre P et I, il s’en suit que deux points J et I situés sur

le cercle PZ(Q) se trouvent 1’'un a 'intérieur et Vautre a I’extérieur

du cercle PYR, le point de rencontre L est donc dans llnteueur
de I'angle EPF et 'on a :

LLP — PLh —+ PLF ;

mails

AN VAN \ "\
PL AYP —= 1 droit — A — ABE ,

=
[l

et de méme

N\ N\ N\ A\
PLLF —= AZP = 1 droit — A — ACF ,

|

donc.
A 2\ AN AN
ELF — ABE + ACF — 2. ABE .

D’un autre coté, les quatre points B, G, E, F étant sur la méme
circonférence dont le centre est en A’ :

N\ N\ N\ N\
. EA’F == 2. ABE , donc ELF = EA’F

L

ce qui montre bien que le point L. est sur le cercle A’ B’ C'.
Je démontrerai ensuite que sile méme point L est a Pintérieur de

I’Enseignement mathém., 13¢ année; 1911 3
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Pangle EPF, il sera aussi a I'intérieur de 1'angle YPZ ; donc Y/I>Z
— [angle inscrit dans seg. PRY 4 angle inscrit dans seg. PQZ]
O A\ 2\ N A

— YCI 4+ XBI = YXI + ZXI = YXZ.

Le point L. est donc aussi sur le cercle XYZ.

Enfin, les deux cercles A’ B’ C’, XYZ qui ont un point commun
L, comme on vient de voir, se toucheront en ce méme point.

En effet, soient N le centre du cercle A" B’ C’ et O celui du
cercle PYR c’est-a-dire le point milieu de YM ; je joins chacun de
ces points aux points E et L, jaurai :

AN\ 7%,
OEM — OME , OM est paralléle a IB

donc
AN\ 2\ N\ 1 /N /N
OEB — IBE et IBE::g(C———A)
mais
AN A /N
C =AB’'C’, A—=DBEC
par suite
AN\ 1 A\ 1 /N
1 E:§ B’C'E:§NEB.

Donc, la droite OE divise 'angle NEB en deux parties égales et
on a la suite d’égalités :

/N /\\ N\
NLO — NEO — OEB —

>

7\ VAN
E—=1Y0O = ILO .

fa—
o]

La derniére égalité N/ﬂO — I/L\O qui montre que les trois points
N, I, L sont en ligne droite prouve en méme temps que les deux
cercles A’'B'C’, XYZ sont bien tangents au point L.

Je viens de démontrer le théoréme dans le cas du cercle inscrit,
en supposant que I'angle A soit plus petit que les angles B et C.

. Mais, en supprimant cette hypothése et en prenant pour cercle

XYZ le cercle exinscrit, on pourra faire la démonstration d’une
facon presque entiérement analogue; le théoréme est donc dé-
montré. :

Corollaire. — Les trois cercles QXR, RYP, PZQ se coupent en
un méme point.

3¢ Démonstration.

ITI. — Soient D, E, F les pieds des perpendiculaires menées
respectivement des sommets A, B, C du triangle aux cétés oppo-
sés (fig. 2).

Prenons sur le c6té AC de 'angle A, AK — AB et appelons J le
point de rencontre ave¢c BK de la bissectrice de ’angle A. -
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Les points C’, J, A’ étant respectivement les milieux de BA,
BK, BC sont situés sur une méme draite parallele a AC.

I.es deux points E, F se trouvent sur une méme circonférence
gui.a BC pour diametre, les deux cordes A'E, A’F du cercle
A’'B"C*sent donc égales; par suite C'J divise I'angle BC'E en
deux parties égales. | ’ _

Il en résulte que le point J est le centre du cercle exinscrit au
triangle AC'E, compris dans ’angle A et que le second point de

A

T

K

Fig. 2.

rencontre a de EJ avec le cercle A’B'C’ est le milieu de Varc
B’A'C'. '

Supposons pour le moment que le cercle XYZ soit le cercleins-
crit et que les grandeurs de trois angles du triangle soient dans
Yordre suivant : *

VAN VAN
B>ASTC.

Soient M le milieu de I'arc EA’C’ et L le second point de ren-
contre de MJ avec la circonférence A’B’C’.
Puisque

on a
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et comme

N\ 1. A\
C’Ea = 3 (2 droits — C'A’B") = % B +C)

on a :
N\ N\ A\
C’B’A’ > C/LM > C’Eu .
Donc le point M se trouve sur 'axe A’e et par suite L. se trouve
sur 'are C'E.
Soient $ le milieu de ’arc conjugué de ’arc B’A’E et y le milieu

de I'arc conjugué de I’'arc C’'A’F et soient Y’ et Z’ les points de
rencontre respectifs de L3, L.y avec AC, AB, on a:

N A\ o
JLY = JLE — BLE ,
par suite 'angle JLY' est mesuré par

arc B'A’C’ ,

ro| =

1 . oY 1 ~ r
5 arc EA’C — 5 are EB" =
c’est-a-dire est égal a 'angle JEY’; ce qui prouve que le quadri-
latére JLEY’ est inscriptible a un cercle.

De méme, le quadrilatere JI.C'Z’ est inscriptible.

Done

2N A~ N\ N
JYC=JLE , JLC =JZ'B,
les deux triangles AJY’, AJZ’ sont par suite égaux; d’ou l'on a :
AY' = AZ’ .

Si donc on décrivait un cercle ayant son centre I sur AJ et tan-
gent en Y’ a AC, ce cercle serait nécessairement tangent en 7' &
AB. .

Or, puisque la différence des angles inscrits qui interceptent,
les arcs fA’y et Ly est égal a la différence des angles qui inter-
ceptent les arcs FA'B’ et C'LE c’est-a-dire a I'angle A et que la
somme des premiers angles est égale a deux droits, on a :

) A
Ly = 1 droit 4 g

ce qui montre que le cercle I passe par le point L.
Le point de contact Y’ du cercle ] avec la sécante EB’ du cercle
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A’B'C’, le point de rencontre de ces deux cercles et le milieu 8 de
I'arc EB’ étant ainsi situés sur une méme droite, ces deux cercles
se touchent au point L.

Il nous reste a prouver que le cercle I est le cercle inscrit au
triangle ABC.

Or, chacun des angles IY’K, IJK étant droit, le gquadrilatere
JIY'K est inscriptible, on a donc : »

A N\ A\ AN
IKY = IJY = EJY 4+ AJE ;

mais les quatre points E, L, J, Y’ étant sur une méme circonfé-
rence, on a : : ‘
A\ N\ AN\ 1 ./
EJY = ELY’ = EL8 = o) EC’B’
et J étant le centre du cercle exinscrit au triangle AC'E :

AN 4 oA
AJE::§AC’E,

donc
AN, 1 AN AN AN 1 /N
KY = 5 (EC'B’ + ACE) = 5 AC'B’ = 5 B
D’ailleurs,
A\ A A A
IKY = IBA , donc IBA = 5 B,

Le point [ est donc bien le centre du cercle inscrit au triangle
ABC.

On a pu ainsi démontrer que le cercle des neuf points d’un tri-
angle est tangent au cercle inscrit. -

Si, au lieu de supposer B > A > C comme je viens de faire, on

suppose seulement/B\>/6 et qu’a la place de M, 8, y, on mette
les points diamétralement opposés, on pourra démontrer d’une
facon presque analogue que le cercle A’ B’ C’ est tangent au cercle
exinscrit dans 'angle A.

I.e théoreme est donc démontré.

Corollaire. — Le point J est le centre du cercle exinscrit au tri-

angle AC'E.

4¢ Démonstration.

IV. — Appelons O le centre du cercle circonscrit au triangle
ABC, H l'orthocentre de ce triangle, N le centre du cercle A’'B’'C’
et I le centre du cercle XYZ. (Si le cercle XYZ est le cercle exins-
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crit, ce cercle sera dans la suite celui qui est situé dans T'angle
BAC a moins qu’on n’indique le contraire). (Fig. 3). |

Soient a le second point d’intersection de la droite Al avec le
cercle ABC, P le second point d’intersection de la droite O avec
le méme cercle, D le pied de la perpendiculaire abaissée dn point
P sur la droite AC et E le point d’intersection de la droite A'D
avec la droite AP.

Soient encore L le milieu de la droite AH et FF, K, M les points
ou la droite menée par le point L. perpendiculairement a la droite
Al coupent respectivement les droites ¢A, aP, A'E.

Les deux points D et A’ étant situés sur la méme circonférence
de diametre CP et les deux angles A'PC, «AC dans le cercle O

interceptant le méme arc Ce, on a :

/\ /N AN
A’'DC = A'PC — aAC .

Donc A’D est parallele a @A et est par suite perpendiculaire a
LK.

Or, les deux quadrilatéres A’'LAO et LKPA sont des parallélo-
grammes (si Pangle A était droit, les deux droites A'L et LK coin-

A

Fig. 3. Fig. 4.

cideraient respectivement avec OA et AP), le triangle A’LK est
donc un triangle isoscele, égal au triangle OAP; donc la base LK
de ce triangle sera divisée en M en deux partles égales par la
droite A’'M. ‘ :
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o A o
En supposant maintenant B > C, on a dans le triangle ILK :

=2

[K? — IL°=— 2LK . FM = 2 AP . AE ;
mais dans le triangle rectangle ADP, on a :

—_—

AP . AE =AD",

et en appelant I’ le pied de la perpendiculaire abaissée de I sur
A'P et N’ le milieu de A’K, on aura :

AD = %—(AC — AB) = XA’ =1V ,
donc i
K _MMP—2. XA =Xa%?+ 11"
D’ou
> + XA = IK* — ? =TK*,
donc

donc encore :
2. A= TR 4+ A% =2. PN* 4+ 2. NA? =2 TN° + 2. NA".

D’un autre c6té, on a dans le triangle ILA’ ;

2

M2+ TA?=2. IN" 4 2. NA’
Des deux derniéres égalités, on tire :

92 N =292.TN?Z.
Donc . ' ’
IN — /N’ = N’A’ = ’A’ = NA’ = IX

(les doubles signes correspondant, le premier au cas ou I est le
cercle inscrit et le second au cas ou I est un cercle exinscrit. Il en
sera de méme dans la suite).

Ainsi donc la distance du centre des neuf points et du centre
du cercle inscrit ou exinscrit étant égale a la différence ou a la
somme des rayons de ces deux cercles, on voit alors que ces deux
cercles se touchent. |

5e Démonstration.

V. — Soient D et E les pieds des perpendiculaires abaissées
respectivement des sommets A et B du triangle ABC sur leurs

-
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cotés opposés, 1 le centre du cercle XYZ, I et K les points de ren-
contre respectifs avec les droites Al et AC de la droite menée de
B perpendiculairement a Al, et enfin & le second point de ren-
contre de la droite EJ avec le cercle A’ B’ C'. (Fig. 4.)

On voit sur la figure que les quatre points &, A’, E, C' sont sur
la méme circonférence, que le point J est le milieu de I’hypoté-
nnse du triangle rectangle BEK, que C'A’ et AC sont paralleles
et que J est le centre du cercle exinscrit au triangle AC'E comme
j’ai indiqué dans la 3¢ démonstration; et d’aprés ces quatre con-
ditions on doit avoir :

N\ N N\ AN N\
«A’) = aEC’ = «EK = JKE = BJC’ (1)

Donc A’ est paralléele a BK et par suite perpendiculaire a Al
I.e second point de rencontre des cercles dont les centres sont
respectivement en a et A’ et qui se coupent d’abord en J est done
sur la droite Al; j’appelle L. ce second point de rencontre.

Le parallélisme des droites C'A’ et AC donne:

AN A\ . A\ AN
aJA’ = «EK | mais aEK — «A’]
d’apres (1), donc:
N\ AN
«JA’ = aA’J , par suite aA’ = ol .

D’ailleurs, comme le point a est le milieu de I'arc B’A’C’ et
que B’C’ et A’D sont paralleles, ce point « est aussi le milieu de
Parc A'D.

Il s’en suit que le cercle dont le centre est en « et ayant o) pour
rayon passe par les deux points A’ et D.

Ensuite les deux longueurs A’X et A’J étant chacune egale a la
demi-différence de AC et AB sont égales entre elles.

Donc, le point X est sur la circonférence de centre A’ et de
rayon A'J.

Or, dans le cercle JA'L, on a:

P iy o & B T
mais IX étant tangent au cercle JX'L,

J.IL =1X",  dome:  al’°=IX’ + aA’® . 2)

Maintenant, en désignant par N le centre du cercle A’B'(C/,
par I’ le pied de la perpendiculaire abaissée du point I a la droite
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aN et paf X’ le point de rencontre de N et de A’D, on a dans le
triangle aIN |

IN® = «N° + i’ o¢ 2aN (I’ X’ + aX)

— aN° 4 ol = 2eN.I'X" — 2. «N . «X’
22 —2 __ - —2
= oN~ + ol IZ 2«N. IX — A" . (3)

D’apres les deux égalités (2) et (3), on aura:

WZ:&N2+R2$2«N.IX:WN11X)?,
on a donc: '
IN = aN - IX ,

ce qui montre que les deux cercles N, 1 se touchent.
Corollaire. — J est également distant des trois c6tés du triangle

A'ED.

6° Démonstration.

VI. — En désignant les différents points de la figure par les
mémes lettres que dans la 5° démonstration, menons la droite
passant par les points ‘ ‘

X etJ. (Fig. 5.) X

Puisque A’J et A’X
sont égaux et que A'J
et CY sont paralleles,
les deux triangles A’X]J
et CXY sont des trian-
gles isoceles et équian-
gulaires; donc XY et
XJ coincident entre
eux. |

Menons la droite qui
passe par deux points
a et X et qui rencontre
de nouveau en L le
cercle A'B’'C’. .

Les deux angles al.A’ et @A’ X étant égaux, le cercle qui passe
par les trois points A’, X, L touche la droite «A’ au point A’ ; donc

aX.aL:oW2.

Mais o — ¢A’ comme on a indiqué dans la 5° démonstration,
donc:

'IX.QI_J:U_Jz y
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ce qui montre que la droite aJ touche le cercle passant par les
trois points X, J, L et que par suite les deux angles al.J, @JX sont
égaux.

Si maintenant on meéne par le point B’ deux droites respective-
ment paralleles aux deux droites XY et CB et coupant de nouveau
le cercle A’B’C’ en M et C’, la droite XY faisant des angles égaux
avec deux droites BC et AC, B’M divise en deux parties égales un
des angles que font entre elles deux droites B’C’ et B’'E ; donc
Iarc C'M est la moitié de 'arc C'E. De plus, comme V'arc C'a est
la moitié de ’arc C’'B’, 'ar¢ aM est égal 4 la moitié de 'arc B'E
(sile cercle XYZ était le cercle inscrit, I'arc aM aurait le méme
sens que 'arc B'E intercepté par I'angle inscrit B'C'E, et si le
méme cercle était exinscrit, 'arc Mea aurait le méme sens que

“T'arc B’A’C).

Si donc on mene du point « la droite paralléle a la droite XY,
cette droite passera par le milieu § de ’arc B'E.

Les deux angles aJX et EJY sont égaux ou supplémentaires sui-
vant que le cercle XYZ était inscrit ou exinscrit.

Dans ce qui suit, je suppose, pour plus de commodité, que
Pangle B soit plus grand que Pangle C si XYZ était le cercle
inscrit et plus petit que C si ce cercle était exinscrit.

Or, angle Jaf est égal ou supplémentaire a ’angle inscrit inter-

1 . " x .
ceptant - arc B’E = arc ¢M suivant que ce cercle XYZ est inscrit

ou exinscrit; donc l'angle al.) est égal a 'angle inscrit qui inter-
cepte 'arc M et par suite la droite L] passe par le point M.
Donc:

:/\ "\ /\
2 droits — JLE = MBE — JYE

et le quadrilatere EYJL est inscriptible.
Donc :

AN N\ A
ELY — EJY = 2 droits — Jaf .

Ce dernier angle Jef est égal ou supplémentaire a ’angle inscrit
interceptant la moitié de I’'arc B'E, suivant que le cercle XYZ est
inscrit ou exinscrit; donc la droite L.Y passe par le point 3.

[Les deux arcs oM et PE étant égaux, les deux arcs o et ME
seront au551 egaux d ou :

N\ 7N\ N\
XLY — JLE = 2 droits — XYE ,

donc le point L est situé sur le cercle XYZ.

Si ensuite on mene au point L la tangente au cercle A'B’'C’ et
qu’on prenne sur cette tangente un point P de facon que les deux
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points P et & soient de part et d’autre de la droite LB, on aura:
a ~ N
Plgﬁ —= Laﬁ — LXY ,

donc la droite LP est tangente au cercle XYZ.
Ainsi donc les deux cercles A’B’C’ et XYZ, ayant une tangente
commune a leur point de rencontre sont tangents entre eux.

7¢ Démonstration.

VII. — Jemploie encore les mémes lettres que dans la 5° dé-
monstration pour désigner les différents points de la figure; de
plus j’appelle J/ le point de rencontre des deux droites XY et aB’.
(Fig. 6.)

Pour la commodité de la démonstration, je suppose 'angle B
plus petit que I'angle C, si le cercle XYZ était le cercle inscrit et
plus grand que 'angle C si ce cercle était le cercle exinscrit.

A

Alors, comme on_a montré au commencement de la 6° démons=
tration, la corde de contact XY du cercle XYZ passe par le point J.

J’ai prouvé ensuite au courant de la méme démonstration que
I’angle aigu que font entre elles les deux droites aE et XY est
égal a I'angle inscrit qui intercepte le demi-arc conjugué de ’arc
B’A’E si le cercle XYZ est inscrit et al’angle inscrit qui inter-
cepte la moitié de 'arc B’A’E si le cercle est exinscrit. Or dans
cette démonstration, la seule condition que doit remplir le point E
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est que ce point soit le point d’intersection de la droite AC et du
cercle A'B'C’; donc les angles que fait la droite XY avec chacune
des deux droites «F et aB’ sont égaux entre eux.
Donc:
a]/) = «uJ = «A’ .

D’ou, en suivant la méme marche que dans la 6° démonstration,
on pourra prouver que les deux cercles A’B’C’ et XYZ se touchent
entre eux.

8¢ Démonstration.

VIII. — Lemme. — En désignant par a, b, ¢ les trois c6tés d'un
triangle ABC, par R le rayon du cercle circonscrit, par » et I le
rayon et le centre du cercle XYZ, on a

A_IZ—|-T3_I2 4 C1* = (a® 4+ b2 + ¢2) + 2r2 3£ 4Rr .

DOl i

(Pour cette démonstration, on pourra choisir un quelconque
des trois cercles exinscrits pour le cercle XYZ.)

Soient f, ¥ les points ou deux droites Bl et CI coupent a nou-
veau la circonférence ABC. Soient encore D, E les pieds respectifs
des perpendiculaires abaissées de § sur AC et de y sur AB; et
K, L, M les points de rencontre de gy avec AC, AB, Al (Fig.7.)

Les droites SA et yA étant respectivement égales aux droites §I
et 1, la droite fy est perpendiculaire a la droite Al et divise cette
droite en deux parties égales; donc les deux triangles SAM et AyE
sont semblables et 'on a:

__BA
7E T Ay

De plus, la similitude des deux triangles DA et AMy donne :
BD __ BA

AM T Ay

Des deux propositions précédentes, on tire*

- EE et é—M- d’ou ﬁD . 7E p A_Mz

AM <E 7

Donc, on a:

46D . 9E = AI" ) (1)

1 Quand I est le centre du cercle inscrit, cette relation (1) a déja été donnée par l'un des
mathématiciens de notre pays, nommé SHIRAISHI NAGATADA dans son ouvrage publié en 1827
sous le titre de Shamei Sampu.
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Maintenant soit « le nouveau point de rencontre de la droite Al
et du cercle ABC et appelons respectivement w, p’, p” la distance
de a a la corde BC et les distances D et yE. D’apres les résultats
précédents : |

3ATY = hzp'p” .

Donc: )
N Rp— S .
—ZAI):E 7 = 2u3—~2a52—§a2
5 [ # . A J
1 2 2 S 1 2 2 2
:Z;Za + (Zp)? — 2REp = -[;Za + (Zp — R)2 — R* .
Mais, on a:
Ip = 2R (2)
D’ou
/1 -— 2 1 S i.___. v 0 1 QP —
§E I :ZkZaJ—f—(R_+.r)3—R~:ZZa2+r‘_{_2Rr .
Done!

s 1
ALY — S3a¥ 2 4R

Cela étant, passons maintenant 4 la démonstration de notre
théoreme. | ,

Soient O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC, N le
centre du cercle des neuf points et G le centre de gravité. (Fig. 8.)

Les trois points O, G, N sont en ligne droite et GO est égal au

double de GN. Donc :

2IN® + 0% = 3IG® + 0G® + 217@2:31_6}24_20_&.

Mais, comme on sait : A
102 = R? 3= 2Rr ,

30G% — 3A0% — 3AG? — 3R® — %2(12

3[G? = 3AT® — 3AG? — 3AT® —-%Eag .

Fig. 8.

'1 Lqrsgue rreprésente le rayon du cercle inscrit, la formule (2) est donnée dans le traité de
géométrie de Rouchii.et de CoMBEROUSSE, T¢ édition, 1re partie, p. 383. '
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St dans la derniére égalité on met a Ta place de ZSXP*Fexpres~. .

sion donnée par le lemme précédent, on a

—2 1
31G” — £Ia® 4 2° I 4R
Donc: '

2IN? + R? 2 2Rr = %—2(12 + 2r* - 4Rr + gR“' — %Za” .

2

Dou : IN2 — (—;-R e r) , par suite IN _—_%R .

Donc les deux cercles A'B’C’ et XYZ se-touchent, c.q.f. d.

Corollaire. — En considérant le cercle inscrit dans I'angle A,
on a:
%(a2~}—b2—}—c")—|— r? + éRr:;(b—{—cia)“’.
-

Pour le voir, il suffit de comparer le résultat obtenu dans le
lemme précédent avec la formule suivante :

AR =3rt 4+ (p— b+ (p — ¢)* 4+ (p — a)? ou p?.

9¢ Démonstration.

IX. — Dans cette démonstration, nous supposons que les seg-
ments des droites AC et AB soient affectés de signes et soient
AC, AB les sens positifs des segments. ‘

Fig. 9.

Représentons respectivement par a, b, ¢ les trois cdtés BC, AC
et AB du triangle ABC; soient E le pied de la perpendiculaire
abaissée du sommet.B sur le coté opposé et, Q et R les points de
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rencontre respectifs de 'axe radical des deux cercles ABC et XYZ

avec AC et AB. (Flg 9.)
On a alors d’aprés une propriété de l'axe radlcal

QB.QE=QY" ou QB.(QB'— EB)=(QB — YB"?,

d’ou | ,
QB’. 2YB’ — EB’) = YB’*.
Par suite
QB YB "
YB’ — 9YB’ — EB’
mais
'1 y
YB = ,IF a (2)
De plus:
2. EB'  =a? —c* = (a + ¢)la —¢) =2(F a + ¢). YB’
d’ou '
YB® b
EB T Fa+tc
donc:
YB’ - b @)
2YB" —EB’ ™~ Fa-+ 20 —c’
Des relations (1), (2), (3), on tire:
1
- B’
OB/ ~_ 21) ou A
1 1
§(+a—c) §(+a+2b—c)
d’ou '
QB  Fa—c
AB" T Ta+2b —c¢
Donc: ,
AQ  AB’— QB __Fa—b ,
CQ = (QB ¥AB)— b —¢ (%)

En échangeant les segmenté de la droite AC et les segments
correspondants de la droite AB, on aura:

@_ia——c__c:‘;a J (5
BR™ ¢—b “b—c¢" )

Appelons maintenant Q' le conjugué isotomique du point Q par
rapport au cété AC du triangle ABC et R’ le conjugué isotomique
du point R par rapport aux c6tés AB du méme triangle; soit K le
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pomt ou la droite Q’R’ coupe la droite BQ; on a d’apres le théo-
reme de Ménélaiis :

BK QQ’ AR’ .,

QK "AQ "BR —

et comme

QQ" —CQ+4+ CQ' CQ -+ AQ AR’ BR

AQ’ — — CQ — CQ ' BR” — AR °

On tire des relations (4) et (5)

BK Fa—c b — ¢
QK b —¢ "IXa-+c

=1 ,
d’ou :

=

clw
= =

Donc K est le milieu du segment BQ.

De méme la droite Q'R’ rencontre le segment CR en son milieu.

Si ensuite on affecte de signes les perpendiculaires abaissées
des trois points A, B et C sur la droite Q'R’ et qu’'on les repré-
sente par L, M et N, on a en remarquant (4) et (5):

L M N
b—¢ ¢cxXa Xa—>b"
Mais
a.b—c)+b.(cFFa +¢c.(+a—b)—=0,
d’ou

+a. L 4+b.MLe. N=0.

Donc la droite Q" R’ passe par le centre moyen des sommets du
triangle ABC pour multiples == «, b, ¢, ¢’est-a-dire parle centre |
du cercle XYZ.

Donc, la droite QR est tangente au cercle XYZ, car si 'on sup-
pose que QR ne soit pas tangente au cercle XYZ et que la tan-
gente (autre que AC) menée du point Q au cercle XYZ rencontre
la droite AB en un point R”, les milieux des deux segments BQ
et CR” et le point I seront, comme on sait, en ligne droite; de
plus, puisque, comme on vient de le démontrer, le milieu du seg-
ment BQ, celui de CR et le point 1 sont aussi en ligne droite et
que le milieu du segment BQ et le point 1 ne coincident pas, ces
deux points déterminent une droite et le point | sera situé sur la
droite passant par le milieu des deux segments CR et CR”, c¢’est-
a-dire sur A’B’, ce qui est évidemment contraire a la vérité.
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Corollaire 1. — P, Q, R étant les points ou la tangente com-
mune au cercle des neuf points A’B’C’ d’un triangle ABC et au
cercle inscrit ou exinscrit XYZ, coupe les trois cOtés de ce triangle
et P/, Q’, R’ les conjugués isotomiques de P, Q, R par rapport a
ces cOtés, la droite qui passe par P’, Q’, R’ passe aussi par les
milieux des diagonales du quadrilatere complet que forment les
trois cotés du triangle et la tangente commune précédente et par
I'un des points de Nagel du triangle. .

Démonstration: On a déja démontré que la droite Q' R’ passe
par les milieux des segments BQ, CR etle centre [ du cercle XYZ;
et puisque 'anti-complémentaire du point I est un des points de
Nagel, il suffit de prouver ici que Q'R’ passe par le centre de gra-
vité G du triangle ABC.

Or, de ’
(b —c)+ (cFa)+ (Fma—b) =10,
on tire \

LA+MAN=O0.

Donc la droite Q' R’ passe par le centre moyen des sommets du
triangle ABC pour les multiples (chacun vaut 1), ¢’est-a-dire par
le point G.

Corollaire 11. — Les rapports des segments portés sur le c6té AC
du triangle ABC sont: '

QC Q' Q QA

/)~——cmc__|_a:j_—a—/2'

Y. Sawavama (Tokio).

CHRONIQUE

CGommission internationale de I'enseignement mathématique.

La prochaine réunion de la Commission aura lieu a Milan, au
commencement d’octobre 1911. La date et le programme seront
publiés dans un prochain numéro.

Etats-Unis.

La sous-commission américaine vient de pu-

blier le 3" fascicule de son Bulletin. 11 est consacré & un rapport

préparatoire concernart la préparation du corps enseignant des
colleges et des universités : N° 3. Provisional Report of the Sub-

L’Enseignement mathém., 13¢ année ; 1911. 4
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