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R T e A A

SUR CERTAINES TRANSFORMATIONS DE DROITES

Dans mes recherches sur le probléeme de Transon, j'ai été
amené a attribuer une importance parliculiere a la projection
orthogonale d’un point fixe O sur chaque rayon d'une con-
gruence ou d'un complexe de droites. Une représentation
des congruences dans laquelle on fait jouer un roéle a la pro-
jection d’un point O sur chaque rayon se rattache d’ailleurs
a la représentation la plus générale d'une congruence de
droites par RiBaucour: étant donnée, en effet, une surface
(S), RiBaucour associe a chaque point M de cette surface une
droite parallele a la normale a (S) en M et introduit les para-
métres qui déterminent la trace de la droite sur le plan tan-
gent a (S) en M; en supposant la surface (S) réduite a une
sphére de rayon nul, on est ainsi amené & envisager la pro-
jection d’un point fixe.

Soient p,, p,, ps, Pi, Ps- Ps les six coordonnées plu-
ckériennes d’une droite appartenant a une congruence;
soient x,, ¥,. 2z, les coordonnées de la projection P de
'origine O des axes rectangulaires Oxyz. Je poserai

[ v+ u

Py = uy 17
LY — U

(1) pzzluy,_}_—i B
_ow—1

Py = uy 1"’

ce qui revient a prendre pour parametres ceux qui déter-
minent les génératrices rectilignes de la sphére de centre O
et de rayon un. Il résulte de ces expressions (1) des relations
remarquables et dont 'emploi est fréquemment avantageux.
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Par dérivations partielles des fonctions p,, ps, ps, 1l vient:

op _op . ) : op, o .
1+ 11.‘))267: =1—¢, (14 HWJE; —— il 42, (14 ) ol 2v

bl)l (\/)2 . 9 r)bp3 2

: s : N2 12— ‘ Nt = 2u
(1+lw)‘—b7____1—u‘ : ti-l—m)zm) =14+ «? (1 4 uv) .

de ces relations résultent les suivantes:

/ k=3 d/N : 2 k=3 On . 2
5 .ﬁ — 0 5 S L./_l - 0 .
=1\ du k=1 \ OV

(2) . .
;; D[)kh[)k . i
k=1 0w ov (1 4 wuv)®
bp2 bps _bp1 bpz bpg ibpl
— _— = — ) — — _ = — 11—
Ps oL I o - ! du 3oy P oy O
(3) bpg bpl _ LOPE bps b_[)—i___ prz
P1yy Pegy = ‘ou Py Psoy — oy
b/)i b/)2 'bpg bpl bpz ‘61)3
—_— —_ i, _— —_ = —l— .
P o P4 ou ! dut Py v P o %
1)(/)2. /)3) — 21’})1
(4) — % ele
Du. v (1 + wv)?

Il existe de méme des identités remarquabl‘es entre les
dérivées du second ordre. Toutes ces relations sont d’ail-
leurs des cas particuliers de celles que 'on rencontre a pro-
pos de I'étude de la représentation sphérique générale des
surfaces et des congruences de droites.

De I'expression précédente (4) du déterminant fonctionnel
de deux des fonctions p,, p,, ps, il résulle que le détermi-
nant ‘
Py due vy

5 du ov
o oy

Ps
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est nul; je poserai donc

/ ; 0 op
' Ly 2< L_pi_ _ Q)
P, 3 (1 4 wv) P 5 q vy

i o 0P op
p, = 2(1 -+ uv)d(pb—-’z— c/—2 -

o

; op b/)
l ‘ 8 3
PR
\ P 2( + wuv*\ p = q = 3
dans ces formules, p et ¢ sont deux fonctions absolument
quelconques de u et de ¢ définies, lorsque les coordonnées

pliuckériennes sont données, par les relations :

4

. op,
‘ p = — LSp4EL— ,
(6) .
L ('P‘
¢=  iSp,

les coordonnées x,, y,. 3, de la projection P de O de-

viennent alors:

/ J; )

1 op op
Lo = PyPs = PaPs — §(1 + Z“')2<P\— =+ (/_1>

Oy ou
1 . op, bpz
(7) Yo = PiPs — PPy = §1l -+ u,v)z(pa; -+ (/Slz ,

- . 1 1 . bps hpa
= __pzpé—-[)lps_‘—zl -+ uv) p-();—}— (/Ou .

i

La comparaison des expressions (4) des moments p,, p., Ps
et des expressions (7) des coordonnées de la projection P
de O m’avait conduit a étudier une certaine transformation
de droites a laquelle j’ai consacré un premier article dans
les Nouvelles Annales de Mathématiques (1909, p. 249). Les
articles Sur les surfaces de M. Appell (1910, p. 145) et Sur
les congruences de droites qui admettent un point pour sur-
face centrale (1911, p. 165) concernent des applications de la
méme transformation de droites; j’ai montré que, dans celte
transformation, les seules congruences de normales qui con-
servent leur propriété d’étre normales a des surfaces sont
les congruences de normales aux surfaces de M. AppPELL;
toute autre congruence de normales est transformée en une
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congruence de droites qui admet un point pour surface cen-
trale; cette remarque permet de déterminer toutes les con-
gruences qui jouissent de celte derniére propriété et de les
définir géométriquement. L’une de ces congruences est cons-
tituée par les génératrices des quadriques du systéme de
Lami découvert par M. G. HumBERT : cette remarque a été
faite par M. E. Keravar.dans un Mémoire Sur les surfaces
partiellement cylindroides (Nouvelles Annales, 1910, p. 529)
et — ainsi que je m’en suis apercu depuis la publication de
mon troisiéme article — par M. J. Haac dans son récent Mé-
moire Sur certains mouvements remarquables et leurs appli-
cations (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1910,
p. 357).

Les résultats auxquels j’ai consacré les articles cités sont
susceptibles d’étre généralisés: les formules (5) permettent
d’étudier les transformations de droites avec conservalion
de la direction et d’attacher a toute transformation de cette
nature une certaine équation aux dérivées partielles du se-
cond ordre, particulierement simple, et qui représente les
congruences de normales qui restent invariantes.

La propriété fondamentale est celle des fonctions p et ¢
lorsque la congruence représentée par les formules (5) est
une congruence de normales: la condition nécessaire et suf-
fisante pour que la congruence soit une congruence de nor-
males est que les fonctions p et q soient les dérivées partielles
d’une méme fonction par rapport a u et a v respectivement.
Cette propriété découle immédiatement des expressions des
coordonnées plickériennes de la normale, en un point quel-
conque, & une surface quelconque définie comme enveloppe
du plan d’équation

P+ Py P =B (. v ;

il est possible aussi de la rattacher, au moyen des formules
(7), a la relation générale

R 2 U R AR RN
o, v A, v) Olw, v)

qui caractérise les congruences de normales.

L’Enseignement mathém., 13¢ année ; 1911. 24
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Etant donnée une droite définie par u, ¢ et ¢, st on
?
pose

F(p,q,p', q’') =0, G(p,q,p', q')::(),

F et G étant deux fonctions quelconques des quatre variables
P, g, p's ¢, on établit ainsi une cerlaine correspondance
entre les droites (u, ¢, p, q) et (u, ¢, p’, ¢'). Si en outre on
suppose p et ¢ fonctions de (u, v), les formules précédentes
définissent p’ et ¢’ comme fonctions de («, ¢) et par conséquent
établissent une correspondance entre deux congruences de
droites. Cette correspondance entre congruences se fait au
moyen d'une transformation de droites, avec conservation
de la direction; les formules F =0 et G == 0 étant données,
la transformation géométrique est parfaitement définie et est
indépendante de la considération des congruences (p, g
ou (p', ¢').

Je me propose de déterminer celles des congruences (p, ¢)
et (p’, ¢') qui sont simultanément des congruences de nor-
males. Il suffit d’écrire que, p’ et ¢’ étant les dérivées d’une
méme fonction, il en est de méme de p et ¢. La condition de
compatibilité

F, G)=20

conduit au résultat suivant: la fonction =, dont p et q sont
les dérivées partielles, est Uintégrale générale d’une équation
linéaire homogéne aux-dérivées partielles du second ordre
el qui est invariante dans la dilatation infinitésimale; il en
est de méme de la fonction «' dont p’ et ¢’ sont les dérivées.
A toute correspondance F =0, G =0 est ainsi associée une
équation du second ordre unique si la correspondance est
réciproque; sinon on doit associer deux équations définis-
sant respectivement & et @'

Si, en particulier, les formules F =10 et G =0 sont sup-
posées résolues par rapport a p’ et ¢', par exemple, c’est-a-
dire si l'on pose

p':P(), q),
8) Y
g =Qlp.q)
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équation définissant & est 'équation
' oP oP
(9) -I‘D—Q—Fs(@—»—)—if—zo.
op oq op 7]

Plus particuliérement encore, supposons que la corres-
pondance s'établisse par une transformation de droites dé-
finies par les formules :

’

p’ = fonction de p ,

(1’ — fonction de ¢

'équation devient alors

.<dQ—d—li>5:O.

Silon a
dQ  dbP
i -
c'est-a-dire
pl=ap + ar , ¢ = ap + a» ,

la transformation est une homothétie conservant toutes les
congruences de normales. Sinon les seules congruences de
normales qui conservent leur propriété sont définies par
I'équation
s =0,

qui caractérise les congruences de normales aux surfaces
de M. AppeLL. Ce théoréme généralise celui que j'avais anté-
rieurement établi relativement a la transformation de droites

4

pl=—1p . g = iq ,

dont le produit par une symétrie par rapport au point O est
précisément la transformation de droites précédemment étu-
diée. »

Etant donnée une équation linéaire et homogeéne du se-
cond ordre

(10) Hr + 2Ks + Lt =0 ,

dans laquelle H, K, L. sont des fonctions de p et de ¢, on
peut se proposer de déterminer toutes les transformations (8)

(8) pr="ip, q ¢ =Qip, q

-
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auxquelles cette équation est attachée. ) et p étant deux
fonctions auxiliaires de p et de ¢. on devra avoir, d’aprés la
forme de (9),

gz—Q:)\H , —S)E:p-—-KK,
h )
1) 'b}«; IP |
‘ 86—:‘0.-{—7\K, D—:-—-)\L ;
Y ~ og

d’ou 1l résulte tout d’abord deux relations définissant les dé-
rivées de p :

?)_EL — §_(XH) — ;_()\K) ,
C [§
(12) P q P
O o o (AK) — —-b—()\L) ,
0q \b(/ Dp

et finalement une équation linéaire du second ordre définis-

sant A :

' o2 (AL} 202(XK) > (AH)
—_b;“;— o op g 0g*

(18) =0 ;
les fonctions H, K, L de p, ¢ étant données, on intégrera
d’abord 'équation (13); soil A une intégrale ; les formules (12)
permettront de calculer u: les formules (11) donneront en-
suite les fonctions cherchées P et Q.

Comme premier exemple, on peut prendre I'équation des

surfaces_ de M. Appell
s =0,

et 'on est conduit a prendre pour P une fonction arbitraire

de p, et pour Q une fonction arbitraire de ¢.

Comme second exemple, soit I'équation de Laplace,
A =r +t=20;

’équation (13) est elle-méme 'équation de Laplace Ax =0 :
on doit alors prendre pour P 4 {Q une fonction arbitraire
de p 4 ig et pour P — iQ) une autre fonction également ar-
bitraire de p — ig.

E. Turrikre (Alencon).
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