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DETERMINATION DU CENTRE DE GRAVITE
D’'UN SEGMENT PARABOLIQUE
PAR UNE METHODE ELEMENTAIRE!

En considérant la parabole comme le lieu géométrique des
points également distants d’un point fixe, le foyer, et d’une
droite fixe, la directrice, il est facile de montrer que la courbe
est déterminée par deux quelconques de ses tangentes et
leurs points de contact, |

Soient TA” et TA” (fig. 1), deux droites quelconques, et
soit A le point milieu de A’A”. Menons par A’ la paralléle /'

1 Communication faite a la 12me réunion de la Société suisse des professeurs de mathéma-
tiques, le 9 octobre 1910, a Baden.
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a TA et.par A” la parallele (" ala méme direction ; construi-
sons de plus A'F symétrique de (' par rapport a TA', et de
méme A"F symetnque de /" par rapport a TA’ -ces deux
droites se coupent en F. ”

La perpendiculaire abaissée dé F sur TA' coupe I’ en Q'
symétrique de F par rapport a TA" de méme Q", intersection
de I” avec la perpendiculaire abaissée de F sur TA", est le
symétrique de F par rapport & TA",

Donc |

TQ = TF == TQ" .

Dans le trapeze A’Q'Q"A”, la droite TA est une médiane;
elle coupe donc Q'Q” en son milieu R et se trouve étre par
suite perpendiculaire 4 la base Q'Q" du triangle isocéle Q"Q"T.
Il en résulte que ' et {” sont aussi perpendiculaires a Q'Q".

Du reste, comme A’Q"' = A'F et A"Q" = A"F, nous pou-

vons en conclure que F est le foyer et Q'Q” la directrice:

d’une parabole, dont TA" et TA” sont des tangentes ayant
A" et A” pour points de contact. La droite TA, joignant le
point d’intersection des deux tangentes avec le point milieu
de la corde des contacts, est parallele a 1'axe de la parabole.

Menons par le milien U’ (fig. 2) de TA" une deuxiéme tan-
gente, son point de contact définit avec A" une corde dont le
milieu H' se ‘trouve sur la parallele & TA menée par U'. Ce
point de contact se trouve donc sur TA.

Pour la méme raison la tangente a la parabole issue du
milieu U” de TA” a aussi son point de contact sur la droite TA.
Or sur cette droite il n’existe qu'un seul point de la parabole
a distance finie; par suite les tangentes issues de U' et U”,
dont il vient d’étre question, sont confondues. U'U” est une
tangente dont lintersection B avec TA est le point de con-
tact.

En résumé: Dans loule parabole, le segment rectiligne joi-
gnant lintersection de deux tangentes au point milieu de la
corde des contacts, est paralléle « Uaxe. Il est recoupé en
son miliew par la courbe, suivant une duectwn par allele a
la dite corde. |

Cette propriété, qui sert de base a la détermination de la
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surface du segment parabolique, va également nous servir
a en déterminer le centre de gravité. Soit A’A"B (fig. 3) un
triangle inscrit dans la parabole, dont la médiane BA est
parallele a I'axe. Soient encore U’ et U” les points d’inter-
section des tangentes en A’ et A” avec la tangente en B.

A

_____--;7{____,__

' :
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Fig. 3.

Les paralléles a I'axe menées par U’ et U” rencontrent les
cordes A'B et A"B en leur milieu H" et H”. Les segments
U'H" et U"H” sont du reste égaux chacun a la moitié de AB
et sont recoupés par la parabole en leur milieu C’ et C". Les
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médianes C'H’ et C"H” des triangles A'BC’ et A"BC” sont
donc paralléles a l'axe, et égales chacune au quart de AB.
Le triangle A'BC’ est donc égal a la moitié de A’'BU’, et au
quart de ABA’, et les deux triangles A'BC’ et A"BC”, pris
ensemble ont une aire égale au quart de celle du triangle
(de départ) A'A”B.

Dans la suite, pour simplifier I'exposé, chaque fois qu'it
s’agira d'un triangle inscrit dans la parabole et ayant une
médiane paralléle a 'axe, nous appellerons base, le coté que
celte médiane divise en deux parties égales et simplement
cotés, les deux autres par médiane, nous sous-entendrons
qu'il s’agit exclusivement de celle qui est paralléle a l'axe
de la parabole. ‘,

Dans le triangle A’BA” que nous désignerons désormais
par. triangle de de'pdrt, A"A’ est la base, et A'B’, A"B sont
les cotés. Ceux-ci servent de base 4 deux nouveaux triangles
inscrits, A'BC’ et A"BC”, formant une premiére série. Les
cotés de ces deux triangles serviront a leur tour de bases
pour quatre triangles A’C'D;, C'BD,, BC"D; C"A"D; for-
mant une deuxiéme série. Leurs médianes sont égales au
quart des médianes des triangles de la premiere série, et la
somme de leurs aires, que nous appellerons aire de la
deuxieme série, équivaut au quart de l'aire de la premiére
série.

En prenant successivement les cotés d’une série, comme
bases de la série suivante, on pourra former des séries &
I'infini; les médianes d’une série sont égales entre elles et
valent le quart des médianes de la série précédente; les
triangles d'une méme série ont la méme aire, et I'aire d’une
série est égale au quart de 'aire de la série précédente.

Le centre de gravité S, du triangle de départ A'BA" se
trouve sur AB au tiers de ce segment a partir de A. Le centre
de gravité S; du triangle A'BC’ est situé sur H’C’ a la dis-

als AR
tance k%(i ou %3 de H'; or H'I' égale %KE, donc I'S; égale
7 5 .
5AB.

Il en est de méme pour la distance 1"S], o S; désigne le
centre de gravité du triangle A"BC”. Le segment S;S; est

I’Enseignement mathém., 13 année; 1911. 8
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donc parallele a la’base A’A” du triangle de départ, dont la
médiane .le coupe en S,, centre de gravité de la premiére

. . , 7
série. La distance AS, est du reste égale au — de AB, donc

12
T s h e
S0S; = [5AB — 5 AB = 7 AB = H'C' = H"C

Le centre de gravité de la premiére série se trouve donc
sur la médiane du triangle de départ, et en arriére du centre
de gravité S, a une distance égale de la médiane des triangles
de cette premiere série.

Les triangles de la deuxieme série situés au-dessus de AB,
jouent le role d’'une premiére série par rapport a A'BC’ con-
sidéré comme triangle de basc; le centre de gravité S, de
ces triangles se trouve par suite sur H'C’, a une distance en
arriere de S; égale a la longueur de la médiane correspon-

. 1. AB o .
dante, c’est-a-dire I de méme le centre de gravité S; des

autres triangles de la deuxiéme série se trouve sur H"C” a
la méme distance en arriére de S, . La droite S,S, est donc
parallele a S;S; et a A’A”, elle est coupée par AB en S,,
centre de gravité de la deuxiéme série et la distance S;S, est
égale a la longueur des médianes des triangles de cette

<y y .. AB
deuxiéme série, soit T

Les triangles de la troisieme série situés au-dessus de AB
forment a leur tour une deuxiéme série par rapport a A’'BC’
pris comme triangle de départ, d’ou il résulte que leur centre
de gravité S; se trouve sur la médiane C'H’, a une distance
en arriere de S;, égale a la longueuar de leur médiane. Le
méme raisonnement que ci-dessus montre alors que S,,
centre de gravité de la troisiéme série, est situé sur AB a

. 8 ; . AB . .
une distance de S, égale a -5 ; et ainsi de suite.

Les distances successives des centres de gravité des di-
verses séries forment ainsi une progression géométrique de

. 1
raison - .
%

- Désignons par A l'aire du triangle de départ, par & la lon-
gueur de sa médiane, par M, la valeur du- moment de cette
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aire, pris par rapport au point A comme centre, enfin par M,
le moment de la k%" série par rapport au méme point; on

aura:
) b - < A/D b b

A/ b b b
M3=@<§+z+7ﬁ+zﬁ>

)
>
|

M,

1l
|
TN
ool =~

._|._
e~ =
SN——"

Faisons la somme, membre a membre, de cette série
d’égalités, indéfiniment prolongee La somme des premiers
membres tend alors vers l'expression du moment du seg-
ment parabolique entier, par rapport a A; appelons cette
limite 2.2, X représentant 'aire du segment et x la dis-
tance de son centre de gravité S au point A. La sommation
des seconds membres s’obtiendra en effectuant les produits
indiqués, puis en groupant les premiers, deuxiemes, troi-
siémes termes, etc..., de ces produits, de telle sorte qu'on
pourra écrire :

: A A A b b b b

La premiére parenthése représente l'aire du segment,

4 . 43 Y A ’
égale a 7 A; la deuxieme parentheése a pour valeur

b 16 __/1 b . /
3 IT—3 T =3¢
d’ou résulte : °
e ;/)

Le centre de gravité d’un segment parabolique divise donc
la médiane du triangle de départ dans le rapport 2: 3.

Si le segment parabolique lourne autour d’une droite K, K,
perpendiculaire 4 son axe et ne rencontrant pas sa surface,
il engendre un corps de révolution dont le volume s’obtien-
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dra en sommant les volumes partiels ¢,, ¢,, ¢,. v,, ete...,
des anneaux engendrés par la rotation du triangle de départ,
et des triangles des séries précédemment envisagées.

Or on sait déduire de la formule du volume d’'un cone
tronqué, que le volume annulaire engendré par la rotation
d’un triangle autour d'un axe normal a l'un de ses cotés et

ne rencontrant pas sa surface, est donné par

A désignant I'aire du triangle et s la distance de son centre

de gravité a I'axe de rotation.

~ Soient alors S et S; les centres de gravité des triangles

ABA’ et ABA”, s, el «; leurs distances de 1'axe de rotation,
. . Y . A . ! ” g

S, celle du point S jusqu’an méme axe, s, s; et s, les dis-
. 7 ” . »

tances des pointls S, S” et S, centres de gravité correspon-

L k k k O
dant a la g™ série.
Avec ces-notations, il viendra :
- 2

A A 50_‘_"0
iy, Qx;—).so + 2m 58, = 2TA—~—;)——-- = 27As,
+ ”
A , Y ” AS 51 A
= e Ix-—s5 — 2 — — 2n -
¢y = 2 s s — 2=x — 2n -
! Tp et T R hg A
r + 14
A sp T Sk A
v, = 2x S',/_—}—Qz s’/ :QKA i « = 2x—s,
AN AN A g

Remplacant s,, s, ... s, par leurs valeurs, on aura, si l'on
S 0 |
désigne par « la dislance du point A a l'axe de révolution,
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La sommation de ces égalités conduit a 'expression
o
¢ = 27X a + 5—/)

pour le volume du corps engendré par la rotalion du seg-
ment parabolique. *

Il va de soi que si I'axe de révolution est situé du coté
convexe de la courbe, il faudra inverser le signe du terme
en b.

En envisageant un segment parabolique limité par une
perpendiculaire a I'axe de ce segment, il sera facile de dé-
duire de I'égalité ci-dessus, la formule pratique suivante
pour la cubature des tonneaux:

- 6‘%1(8’02 + .M)d + 3d%)

[ désignant la distance des fonds, d leur diametre et D le
diametre intérieur maximum.

F.-R. Scuerrer (Kusnacht, Zurich).
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