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MÉLANGES ET CORRESPONDANCE

Fonctions triplement périodiques d'une seule variable indépendante

par Marcel Winants (Liège).

L — En analyse élémentaire, on étudie les fonctions d'une variable
réelle. On fait correspondre aux dhmrses valeurs de celle-ci les différents

points d'une droite ou d'un segment de droite. On connaît des
fonctions périodiques de cette variable, c'est-à-dire des fonctions
telles que l'on ait:

f (x -f niT) — f(x)

quelle que soit la valeur de x ; T représente une constante bien
déterminée — c'est la période — tandis que m est un entier complètement

arbitraire: négatif, nul ou positif. Les fonctions périodiques les
plus simples sont les fonctions circulaires.

Et l'on a démontré l'impossibilité- d'une fonction doublement
périodique.

II. — Aux différents points d'une surface plane on peut faire
correspondre les diverses valeurs d'une variable complexe. L'expression

z x + i y est appelée une variable (une, au singulier). L'analyse

des variables complexes a pris un développement tel que l'on en
peut considérer l'analyse réelle comme un cas très particulier.

On connaît des fonctions doublement périodiques d'une seule
variable complexe ; ce sont des fonctions satisfaisant l'égalité

f(z + ml + m'V) f(z)

quelle que soit la valeur de z ; T et Y sont les deux périodes, et l'on
a démontré que leur rapport était nécessairement complexe ; m et
m sont des entiers arbitraires.

Les fonctions elliptiques sont les plus simples parmi les fonctions
doublement périodiques d'une seule variable indépendante.

Un très original théorème de Jacobi démontre l'impossibilité d'une
fonction uniforme triplement périodique d'une seule variable
complexe.

III. — Nous allons développer des considérations analogues pour
l'espace à trois dimensions, et nous montrerons enfin comment la
science cristallographique semble justifier tous ces développements.
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Soient trois axes coordonnés rectangulaires. Envisageons trois
vecteurs non coplanaires a, b, c, issus de l'origine.

Considérons le parallélépipède dont les huit sommets correspondent
aux vecteurs:

A l'intérieur de son volume, prenons un point quelconque, et soit
h le vecteur joignant ce point à l'origine. Choisissons u comme
variable indépendante.

Par un procédé quelconque, à toute valeur de u faisons
correspondre un vecteur v ; nous aurons:

Et nous aurons ainsi défini une fonction triplement périodique d'une
seule variable indépendante.

Des fonctions de cette nature ont peut-être déjà été envisagées,
notamment en analyse vectorielle Nous nous bornerons pour le
moment à soulever la question et nous serions heureux si quelque
lecteur de YEns. math, pouvait nous renseigner sur ce point.

IV. — Les cristalh)graphes donnent au volume P le nom de parai-
léloèdre. Ce paralléloèdre est empli de matière et d'éther. On conçoit
un cristal comme formé d'un nombre prodigieusement grand de
paralléloèdres identiques, juxtaposés.

Toute propriété, physique ou chimique, en un point d'un cristal,
est donc une fonction triplement périodique de la position de ce
point. Cette fonction est actuellement réelle, mais ce n'est là qu'un
cas particulier.

La triple périodicité d'une structure cristalline est un fait qu'aucun
cristallographe ne conteste plus. Elle pourrait, et même devrait
suggérer au mathématicien l'étude systématique des fonctions à
trois périodes. Cette étude nous paraît fort difficile, d'autant plus
que nous ne connaissons encore aucune analyse à trois dimensions,
pouvant être considérée comme une généralisation de l'analyse
complexe. On ne soutiendra certainement pas que la théorie des
quantités complexes rentre dans celle des quaternions comme un cas
particulier dans un cas général.

Néanmoins, nous croyons qu'aujourd'hui l'on peut ne plus mettre
en doute 1 existence des fonctions triplement périodiques d'une seule
variable indépendante.

" f(u) ;

posons ensuite:
f(u + ma -j- m'b -f- m" c) — f (u)

Liège (Université), le 31 mars 1923.
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