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SUR UNE CLASSE D'INTÉGRALES DÉFINIES

QUI SE RAMÈNENT AUX INTÉGRALES EULÉRIENNES-

PAR

E. Lainé (Angers).

1. — Rappelons d'abord que, et désignant deux nombres-

positifs quelconques, on appelle intégrale eulérienne de première
espèce l'intégrale définie

B (p, q) fxp~x (1 — x)î_l dx (1)

0

et intégrale eulérienne de seconde espèce l'intégrale définie

00

rP f e~x xp~l dx
« •

J'ai montré ailleurs 1 l'intérêt que présente, pour le calcul de
certaines intégrales définies, la réduction systématique aux
formes eulérierines. Je voudrais en donner ici un nouvel exemple
relatif à toute une catégorie d'intégrales que l'on détermine
habituellement par la méthode des résiduô.

Faisons d'abord une remarque préliminaire. Dans la formule (1)

l'intégrale définie est supposée prise le long du segment (0,1) de
l'axe réel; remplaçons ce segment par un arc continu (L) joignant
les points 0 et 1, et, pour fixer les idées, supposons que cet are

1 Précisd'Analyse mathématique, t. I, n° 76.
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ne coupe en aucun autre point l'axe réel Ox. Des points 0 et 1

comme centres avec un rayon très petit décrivons des arcs de

cercle a/3 et y à limités à l'axe Ox et au chemin L. A l'intérieur

du contour fermé aßyd la fonction 1 —z)q~l est uniforme;
choisissons celle de ses déterminations qui prend pour valeur
^p-1(l — x)q~lsur le segment On aura alors

£

Ç f(z)dz Jxv~X(1— x) q~1 dx + j* j*
f: K H T

Tenant compte des hypothèses faites sur p et g, on s'assure,
par un raisonnement classique, que les deux dernières intégrales
ont un module infiniment petit en même temps que le rayon
des arcs >3 a et y S ; on aura donc à la limite

i

Çzp~x(1— z)q~] dz J*xF~{(I — — B q)

V 0

2. — Considérons en premier lieu l'intégrale
1

i r xp-t(i_ • (° < ')J x+ oc
1

i)

où a est un nombre réel extérieur à l'intervalle (— 1,0).
Effectuons sur x la substitution homographique

oc t
x 1 -j- a —

on aura
1 — x

(1 + g)
s + « -^1 +A_

1 + a — t'^ 1 _(_ a —

dx dt
X -j- OC l —|— OC t
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et par suite, t variant de 0 à 1 en même temps que x,

1

I faP-1iP-1 (t + a)--" 1 — t)~Pdta?"1 (1 + a)~P 1 —
0

ou enfin, compte tenu de la relation classique des

1 (1 + «)-*
sin jOTC

Pour éviter toute difficulté d'application de cette formule au
cas où oc est un nombre négatif, il suffit de l'écrire sous la forme

i (—— y—*—-. (2)
\1 + cl)asin

Il est clair que* par des dérivations successives portant sur
la variable «, on déduira de cette formule les valeurs des

intégrales définies de la forme

f xp~'(1- xfpi (* + «)"

n désignant un entier positif quelconque.
Enfin on établirait de la même façon la formule plus générale

i

f (i _ x)^ **
| «|-* (| i + « |)-rB (p, q)

J (I x + a

où p et j désignent deux nombres positifs et a un nombre
réel extérieur à l'intervalle (— 1, o), d'où l'on pourrait encore
déduire de nouvelles intégrales définies au moyen de dérivations
successives portant sur la variable «.

3. — Considérons maintenant l'intégrale

0

où a est un nombre complexe

Cl — CL iß ß 0
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D'après la remarque préliminaire nous avons le droit d'appliquer

à l'intégrale J la formule (2) à la condition d'y remplacer
a par a et de choisir convenablement la détermination de

a
1 + aj

La relation homographique
at

x --
1 + a — t

transforme, comme on sait, les cercles du plan en cercles du
plan (t).En particulier quand x décrit le segment rectiligne (0, 1),
le point t £ + indécrit entre les mêmes extrémités un arc
du cercle

ß(5» + r|2) - pç - r)[a(l + a) + ß2] 0

Le centre C de ce cercle a pour coordonnées

v
1 a l + °0 -f- ß"

-° " "2 7)0
2ß '

et il est facile de voir que l'arc décrit par le point (t) est situé
au-dessus de l'axe réel si ß<0 et au-dessous si >0. Si nous
désignons par cp l'angle, compris entre —-tc et + tt, que fait avec

Fig. 2.

Ox la demi-tangente au cercle en 0 dans le sens du chemin suivi
par (£), nous aurons donc

— - ß
ta © —

1

a(i + a) + ß2

avec

-in t ^ a(l + a) + ß2bill CP - — COS CP —— -
*

_

\Z[a{l + a) + ß2]2 + ß2
'

VÏX1 a) + + ß 2

l'angle y est ainsi déterminé sans ambiguïté.
L'Enseignement inalhém., 2!)° année ; 1930. jg
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Désignons maintenant par 0 l'argument de a, compris entre-

— 7T et + 7T, et plaçons-nous à l'origine. L'argument de l'élément.

xp-' (1 - x)~p dx
x+ a

est égal à — 0, et ce doit être aussi la valeur de l'argument do
l'élément

~ l)~Pdt
\1 + aj a

v '

Or, l'argument de tet celui de dt sont égaux à et celui de
1 — test nul ; on a donc

a „ a
— 0 parg—— — e+ pyd'oùarg j-j— — <p

On peut observer que la relation

ß ß! ß
arc te- arc ter-; — arete:— h ^a 1 + a a (I + a) -J- ß2

établit directement que l'argument de
1 ^ est égal à —<p +

k désignant un entier quelconque. Mais le résultat auquel nous-
aboutissons précédemment permet justement de déterminer la
valeur unique de k fixant la détermination à prendre pour
l'argument de

1 ^ -.En définitive nous obtenons donc la

formule identique à (2)

(3)
1 + aJ & sin pn

'

SI

Vargument de -étantcompris entre — tc et + 7r.

Par dérivations successives on déduirait encore de la formule
(3) les valeurs des intégrales de la forme

j xp-i(i_ X)-p
dx

o (x + a

n désignant un entier positif quelconque.
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4. — Conservons les notations précédentes, et posons en outre

a -j- iß re i0 Ot —j—

J. —[- et - ' 8
p e

les arguments 0 et 9 étant compris entre — tc et + 7t. La formule
(3) s'écrira

x)~
dx

x + a + 1i &
0P eUPr-1)

r sin tz

et l'on aurait de même

J ya/-1 (1 — -p dx

x -f* et — i 8- 0PeH0-PriL
7* Sltl P

Considérons alors la fraction rationnelle

Xx + [j-

(.X + a)2 + ß2 '

où a, yS, ^ et pi sont des quantités réelles ; on peut écrire, en supposant

ß 0,
a x~f~u

Xa — a
+

(x + a)2 + p2

1 S A

2 iß 2 / a; -j- a + i S 2 i 8 2J x + a — iß

On en déduit

/ X p 1
(1 — x) p+ p.)

(a; + a)2 + ß: 2 i 8

et par suite, compte tenu des relations évidentes

J — j,
Ti

pp - sin (p® — 6)

r sin p

J + jq op r>cos cp — 9)

2 r sin

J*xp
1

(1 — x)+ u.) ^
0

(x + a)2 -j- ß<

7 zop fXa — y. „ 1
|_~T~ sm {Pt - J) + 1 cos ^ J • (4)
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Ceci montre comment la formule (3) peut-être utilisée pour lo
calcul des intégrales réelles; et, puisque toute fraction rationnelle

peut être décomposée en éléments simples de la forme

i a étant réel ou complexe, on voit que la méthode exposée
(X &)

ci-dessus permet de calculer, par réduction aux formes eulériennes,
toutes les intégrales

yv *(i - x)p >

o

P(#) et Q(^) désignant deux polynômes arbitraires premiers
entre eux, dont le dernier n'admet pas de racines dans l'intervalle

(0, 1) limites comprises.
Considérons, pour donner au moins un exemple, l'intégrale

—£ 3_

n x5(1 —
J x*+l dx
0

On peut écrire

3 3
T T 3 2

X (1 — X) —5 M
1 — Xv / X (1 — x) a ;

x2+ 1 x + 1

on appliquera donc la formule (4) en prenant

rX — 1 p. 1 a 0 ß

% 1 TZ 27fc X 7t6= 2 P T7T *=4 P= 5 •

ce qui donne immédiatement

3 3_

'x
5

(1 #)5 fa — J~" f i — cotg ^nx (i — x) dx
J *2 + 1 v^2

0
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