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REPRÉSENTATION CONFORME 103

La première des formules (36), qui dérive immédiatement de (30)
et (34), donne ce résultat important: le facteur x s'exprime au moyen
des invariants du 3me ordre I et I0 de us et us0. Ceci est conforme aux
prévisions qu'on pouvait faire: pour obtenir les invariants de l'équation

us 0, on devait éliminer x et ses dérivées partielles entre les

expressions des invariants de la forme as en fonction de ceux de us0,
afin d'arriver aux invariants indépendants de x. Jusqu'à l'ordre 3

inclus existaient 6 invariants distincts de la forme us, contenant les
6 quantités x, xu, xVr xui, xuv, xvz : l'élimination des dérivées de x donne
donc x en fonction des invariants de us et us0: les invariants de l'équation

us 0 n'apparaissent qu'ensuite, et le nombre de ces invariants
distincts des différents ordres, ainsi calculés, coïncide bien avec celui

que nous avons déjà obtenu autrement.

7. Si les transformations (3) doivent conserver, en même temps
qu'une forme us, le ds2 de la surface, on retombe sur un problème
d'applicabilité (sans déformation superficielle). Les invariants se

partagent alors en trois catégories: 1° les invariants conformes de us,

indépendants du ds2, que nous appellerons simplement ses invariants ;
2° les invariants conformes du ds2, qui ne sont autres que les
invariants gaussiens de ce ds2; 3° les invariants mixtes de us et du ds2,

que nous appellerons seminvariants (conformes) de us. De même, si

l'on adjoint aux précédentes de nouvelles formes différentielles
de Pfaff ou non, à côté des invariants propres de ces formes figureront
des invariants mixtes, entre us et ^ par exemple. Une fois obtenus
les invariants essentiels du système considéré, les invariants d'ordre
supérieur s'obtiendront par le jeu de deux opérateurs différentiels,
pour lesquels on pourra choisir les opérateurs 6? et % attachés à la
forme us; un changement d'opérateurs se ferait ensuite facilement.
Nous venons en outre d'indiquer un procédé pour passer des formes us

à des équations us — 0.

IV. Invariants d'une différentielle totale et du ds2.

8. Nous envisageons d'abord le cas d'une forme us0 différentielle
exacte et considérons le système

l ds* » W2 du dv

j
WQ dffadu + f„dt' A0 B0 /;,

(37'

La forme cö0 n'étant pas générale, les règles relatives à une forme us

quelconque ne permettent pas de prévoir le nombre des invariants
distincts des différents ordres du système et leur répartition en
invariants gaussiens, invariants et seminvariants de us0 (ou /). Mais
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on doit considérer / comme un invariant donné d'ordre zéro, et
reprendre le calcul pour ce cas; on trouve ainsi qu'on doit prévoir,
en général, jusqu'à l'ordre n inclus:

~1 ^}n + ^ — 2n n
-—— + 1 invariants de /, dont n — 1

nouveaux pour l'ordre n;
n(ii -f )| n u(n — o) 0
—-—I

1 — In ——-—- invariants gaussiens, dont n — 2

nouveaux;
(n + l)2 —- 2n n2 + 1 invariants du système (37), dont

2n — 1 nouveaux ;

donc, par différence, 2n seminvariants de /, dont 2 nouveaux pour
l'ordre n.

En fait, on a d'abord, pour l'ordre zéro, l'invariant /; pour l'ordre
un, le seminvariant

4 f f 4 p
So Ar=yy w|. (38,

Les opérateurs différentiels attachés à öu0: CD0 et ©0, donnent d'une
fonction 2 les paramètres

cvoZ=Nzjl + E) Î 4 <''•

7„ + 7T;
(39) •

et pour l'opérateur du second ordre, on trouve

CaZ « V3 (40)0 a/-
1 '

Pour le second ordre, on obtient un invariant de ax0

11
o — "y (ao + ?o) ao ?o 2> o/ (41)

pour lequel, en introduisant un symbole Ü d'opérateur conforme,
nous poserons

cependant que T0 0; on a en même temps deux seminvariants
d'ordre deux

a<• A'V _ A"/' Î; Ar_«'(C A0 - w"/' /,«ty0A/_——- A/. o0A/- A/. - A/.

auxquels on peut substituer A"/ et 0"/-
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9. Les relations (25) sont ici réduites à

1

,C0 cO
o + (P0 + D01Q0

«211
o — tO'J — "L0 + ' )o cOo

«91
o 0

LL0 + L(S0 CD
o + Do S0

(?0 (tOo©o)-ToC0o o

(43)

la première et la dernière s'exprimant encore par

j A'j /',
s)

j + 0' j f,j+ Of. X(f.z) Az

j - 0' | /'• ^Ï7" i + ®' V •
0

relations entre paramètres différentiels d'ordres supérieurs des fonctions

/, j; si en particulier on applique ces formules à / et A/, on obtient

j A'(/\ A"f) + 0' (ft 0"/') - A2/' + A/-.AV- A/". A A/"
1 A' (/", 0"/') - ©'(/', A"/) + A/1. 0"/' — 0

(44,)

En appliquant au contraire à / les formules (24) sous leur forme
générale, et tenant compte de

<-£)„/• =- ~-J. i ©„/• 0'({/./i o

on trouvait directement

D» - m Qf T° =0

Pour le 3me ordre, on obtient les deux invariants de

«P.O. - s.o. - ««,

sous forme de rapports de seminvariants, mais évidemment indépendants

du rA'2. Pour former les seminvariants, on peut, au lieu de
i00z et £^3, utiliser les paramètres différentiels À'(/, z) et ©'(/, 2).
Quant aux invariants gaussiens, on sait qu'on arrive pour le
3me ordre à la courbure totale K du ds2, donnée par

4 (log W)- K « ^-22 A log W A f. X* log W (46)
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10. Nous ne poursuivrons pas plus loin le calcul, sans difficulté,

des invariants, mais remarquerons que les invariants du 3me ordre
des formules (30) se réduisent ici à

- ®0D0

û?0T)0 + D* jA log P0

(4-7)

Ô?0D0— D0 -pîl0log P0 + i£*l0 log Q)

®oDo \ (^o ]oS Po — <VfL0 log Q)

donc en particulier

_ ©'(/-, Ü f)iAlogQ A'(A —2 __
A log P0

0 Af~ 2A f0A/' + A '

(A

En introduisant l'angle ®, que nous interpréterons plus loin, donné

par

4 Q =e-2i? logQ - 2i? (49)
' f

et tenant compte aussi de (38), ou

4 P0 W2A f (38')

il vient

A? e'(f,ûf) (so)

_ A log w + I J?0 log A/- - A +
A ^A/' (51)

Les formules (50) et (51) sont, comme on le constatera, des cas

particuliers de (36). En comparant la seconde formule (48) à (51),

on trouve pour la courbure totale

K « A log \/A/'—Af.Qf—A'(f, Qf) (52)
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formule très générale à laquelle on peut donner bien des formes,
par exemple 1

A \f— 2 A/'2 — 2A'(/', Af)— 42?K

V. Formes de Pfaff semt-normales.

11. Dans la géométrie euclidienne des surfaces (c'est-à-dire la
géométrie des surfaces pourvues de la connexion euclidienne induite
de l'espace ambiant, soit l'ordinaire géométrie riemannienne sur la
surface), on a avantage à considérer, plutôt que la forme to0 d-f,

la forme

df 1 /t_.&1 « —= x1us0 Xl —=- (53)
VA/ y/\f

Le système formé d'une équation to 0 et du ds2 est en effet
équivalent, pour les transformations conformes, à cette seule forme
to1? normée vis-à-vis du ds2, de sorte que les invariants de cette forme
soient ceux du système indiqué. Nous dirons que la forme tox est
canonique pour le ds2. ou semi-normale (on pourrait encore dire
unitaire); le facteur xv la normant ainsi à partir de la forme t30, a

pour effet de ramener à l'unité le seminvariant du 1er ordre S1 de
la forme to-^ Les invariants de tn1 indépendants de xx sont les
invariants de l'équation to 0; les autres invariants de tn1 sont des semi-
invariants ou des invariants gaussiens.

Les opérateurs différentiels du 1er ordre de t5x sont

CD,VvtfA V VVV, (54)

et pour l'opérateur du 2me ordre, on a

A A f.£a(55)

1 Au moyen des formules

AIOgV ^_AVA/ àf 1f A/ 4 Af

Pour un faisceau de lignes parallèles, avec àf ** 1, on retrouve la formule connue

k - Ä?2 - a '(f, An
Pour un faisceau isotherme, avec a/ CJf 0

K A log VI? •
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