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348 R. GUIGUE

X étant une fonction de la seule variable z, car il suffit de faire
" ensuite
y o= (%
' X
pour obtenir I’équation de la chaleur.
L’examen de ce cas fait 'objet de la premiére partie de cette
étude.
Un autre cas intéressant est celui ou 'équation parabolique
donnée peut prendre la forme

023 0z

Comme nous le montrerons dans la Seconde partie il sera bien
souvent possible d’obtenir des solutions particuliéres d’une
équation de cette forme.

I. — LES EQUATIONS DU TYPE PARABOLIQUE
REDUCTIBLES A LA FORME

02z 0z
ng + X(ﬂ; — O .
1. — Soient z(x, y) et f(x, y) deux fonctions des deux va-

riables z et y. Nous désignerons par Z{z) la fonction de x et y
définie par
0%z

Z0) = 55+ 1z, )52 (1)

L’opération Z possede évidemment les propriétés suivantes:

Z(?/) =0, (2)
Z(x) = flz,y), (3)
Z(X) = X', ()

ou X désigne une fonction de z seul.

De méme
Z(Y) = Y",

Z(AB) = AZ(B) + BZ(A) + 2A,B, . (5)




EQUATIONS DU TYPE PARABOLIQUE 349

En particulier, si B est fonction de z seul

Z(AB) = AZ(B) + BZ(A) . (5")
. 1 .
Dans la suite nous aurons besoin de Z(}‘_7>. On montre

facilement que

_4 _3 _2 _4
A7) - P2 =gt Thy— gt e (6)

| oo

2. — Application. — Dans une précédente étude ! nous avons
montré que la condition pour que 1’équation

02z 0 ’
Za) = 5 fley) 5, =0 (1

puisse étre ramenée & une équation de la méme forme mais
; 0z , ;
dans laquelle le coefficient de 3~ dépend de la seule variable

est que l'expression

soit fonction de x seul, ce que 'on peut écrire, d’apres (6),

f%ﬁfa=~§, 7)

ou encore

Or 1] résulte de (5') et de (4) que cette équation s’écrit
1

Z<Xf“7>: 0 (7')
et alors I’équation (1) pburra étre mise sous la forme

02z 1 0z
oy? X290z

par un changement convenable 2 .de la variable y

’

y = ulz, y) .

1 Lignes asymptotiques et Equation de la Chaleur (L’Enseignement math., 1934).
2 Loc. cit. (1t partie). ‘
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Si 'on a, en particulier,

z(f_%)zzo.

c’est que X' = 0, X = cte et le changement de variable consi-
déré conduira directement a 1’équation de la chaleur.

THEOREME I. — En résumé pour que 'équation (1) soit réduc-

tible a Uéquation de la chaleur il suffit qu’on sache déterminer une
1

fonction X de x telle que Xf 2 soit une solution de cette équation (1').

3. — Les deux équations (7) et (7') sont équivalentes. Explici-

o] ~

tons la premiére en posant f 2 = u. Elle devient

0%u 1 ou X' 4

ot Twos T XY T 0 (8)
-

Développons de méme (7°) en posant Xf 2 = ¢. Elle s’écrit

alors
02y X290y

oyt o

. X2
puisque f(z, y) = ok

. . “ dx
Si lon fait, dans cette derniére z’ = (Xg nous aurons

02¢p 1 9y ,
Oﬂyz + 2or 0. (8")
TrkorEME I1. — Il résulte de ce qui précéde que I’intégration
de I'équation du second ordre !
0%u 1 du 1
b?+a§ﬂ—F(x)lL (9)

se rameéne a Uintégration de [U'équation de méme forme mais
dépourvue de second membre

1 On peut méme prendre (9) sous la forme plus générale

2u  Gx)Jdu |
5_y2 +? a—x—F(OC)u ¥
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TutoriME 1II. — On connaiira donc toutes les équations de la
forme (1) réductibles & I’équation de la chaleur par un changement
de variables si Von sait intégrer Iéquation (9'). A toute solution de
Péquation (9') correspondra ainsi une équation (1') réductible a
Uéquation de la chaleur et qu’il sera aisé de former.

Inversement, supposons connue une solution de I’équation de
la chaleur. En substituant a la variable y cette solution, I’équa-
tion de la chaleur se présentera sous la forme (1'), la fonction f

qui figure dans cette derniére possédant la propriété suivante:
1

a un facteur prés, fonction de x seul, /2 est solution de (9').
Ceci est une conséquence presque évidente des résultats déja
obtenus. On peut d’ailleurs en donner une vérification directe
comme suit:

Soit w(x, y) = y’ une solution de

+ 5 =0. ()

Si on fait le changement de variables ¥ = u.(x, y), x étant
conserveé, (o) devient

023 1 0z
syt T =0 (8
oy'2 , Ox

Montrons que A = p,, est solution de 1’équation

t a2y =0 (v)

On suppose évidemment que » a été exprimé en fonction de
et y'.
La relation dy" = p, dr + u, dy donne

dy = -:—dy’ — EEdyc

?

d’ou
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Done
O Hyy 02h _ Hylhyyy — Hyy
oy My 0y'® y
ox T zJ‘:)Cy “yy v o uy i ’

Si Pon écrit que A vérifie I’équation (y) on devra avoir

2
My By ™ By T By by — Py = 0
ou bien

0
Hya—y (“‘yy + l“l‘x) - p“yy (p"yy + u'x) =0 ’

ce qui est bien vérifié puisqu’on suppose que w(z, y) est solu-
tion de (a).

TureorEME IV. — Donc: A toute solution de I'équation de la
chaleur correspond une solution de ’équation (9').
En un mot:

THEOREME V. — L’intégration de U'équation de la chaleur et

© . ; . 0%u 1 du
Uintégration de léquation —, + — —
oy u? ox

problémes équivalents, la connaissance d’une solution de ['une
entrainant nécessairement la connaissance d'une solution de

Uautre.

— 0 constituent deux

4. — Aux considérations précédentes se rattachent d’inté-
ressantes applications géométriques. Une famille de courbes I’
étant donnée dans le plan zoy la détermination des surfaces
admettant un systéme d’asymptotiques (ou une famille de
géodésiques) dont les projections sur le plan zoy sont les
courbes I' conduit & une équation du second ordre du type
parabolique. Un cas important est celui ou cette derniére peut
étre ramenée a I’équation de la Chaleur.

Sur le premier de ces problemes on pourra consulter mon
travail déja cité (Lignes asymptotiques et Equation de la Chaleur).

J’ai consacré également une étude au second, et j’ai établi
que, sous certaine condition & remplir par les courbes I', la
solution dépendrait de l'intégration de I’équation (9’) done,
en derniére analyse, de ’équation de la Chaleur.
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