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310 VITO VOLTERRA

féremment à la considération de N ou à celle de X car ces quantités

sont liées entre elles par les relations

t

X /* N (t) N ^ X'
o

Revenons aux n espèces ayant les populations N1? N2,... Nn.
Leurs quantités de vie sont

t t t

X, f ISUt) dt X2 fNdt X„ fN dt
'o 0 o

et en introduisant les éléments

X1; X,, xn ; x; N, x; N2, x; Nn

on peut remplacer les équations (1') par les suivantes

(Erß,+ 2>X^)X; • O)

Nous verrons tout à l'heure que la substitution des équations

(3) aux équations (1') est bien loin d'être une substitution banale

comme il pourrait paraître au premier abord.

§ VIII

Dans l'étude des équations (1), la première question qui se

pose est de chercher les conditions dans lesquelles les populations
restent constantes.

Ce sont les conditions d'équilibre ou de Y état stationnaire.

Ces conditions sont

(sA+!>Na)Nr-=0

les racines de ces équations étant positives. Nous pouvons

supposer, par exemple, Nr 0; mais dans ce cas, en vertu du



MATHÉMATIQUES ET BIOLOGIE 311

principe de la conservation de l'espèce, Nr reste nul. Gela revient
évidemment à supprimer l'espèce r de l'association, qui est par
suite réduite. Considérons donc les cas où

n

£rßr+ 2 «rsNs 0
> (4)

Is

les racines de ces équations étant positives.
Nous les appellerons les cas d'équilibre de l'association, les

autres étant négligées.
Une étude approfondie des équations (4) exige une analyse

très délicate que nous ne reproduisons pas. Il nous suffit de dire
qu'il faut distinguer le cas où le nombre des espèces.est pair de
celui où il est impair. C'est le premier cas qui est le plus intéressant.

Dans l'autre, l'association ne peut pas se conserver en
état d'équilibre parce que quelques espèces.s'épuisent ou tendent
à croître indéfiniment.

Rapportons-nous donc à un nombre pair d'espèces. On voit
facilement que si tous les coefficients d'accroissement ont le
même signe, l'équilibre n'est pas possible et que si nous augmentons

ou diminuons simultanément ces coefficients, les populations
d'équilibre de quelques espèces augmenteront et celles d'autres
espèces diminueront. Or, on peut aller beaucoup plus loin dans
la distinction entre les premières et les secondes. En effet, on
peut distinguer dans une association biologique trois catégories
d'espèces :

1. Les espèces qui dévorent les autres sans être dévorées par
• aucune;

2. Celles qui sont dévorées par d'autres sans en dévorer
aucune ;

3. Celles qui sont dévorées par d'autres espèces et en dévorent
aussi d'autres.

Il peut arriver que toutes les catégories existent, ou qu'il en
existe deux. S'il n'en existe qu'une seule, elle doit être de la
troisième sorte.

Supposons maintenant qu'on diminue tous les coefficients
d accroissement; on peut démontrer alors, par un raisonnement
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très subtil, qu'il y aura au moins une espèce appartenant à la

seconde ou à la troisième catégorie dont la population d'équilibre
augmentera et qu'il y en aura une au moins qui appartient à la

première ou à la troisième catégorie dont la population diminuera.
Ce résultat a un grand intérêt pour ce qui suit parce qu'il est

à la base de l'une des lois fondamentales des fluctuations

biologiques.

§ IX

On sait que, dans la mécanique, on déduit des équations

fondamentales certaines intégrales qui ont un intérêt considérable

par les conséquences qu'on en tire. De même ici on peut

trouver des intégrales importantes des équations (3). Nous ne

développerons pas l'analyse qui permet de les obtenir, ni même

nous ne les écrirons toutes, mais nous nous attacherons à la

considération des lois générales qui en sont les conséquences.

Commençons par établir le principe que nous avons appelé

de la conservation de Vénergie démographique.

Posons
n n

2 ßrNr L •

1 r 1

Puisque ~ est l'équivalent de chaque individu de l'espèce,
rf n

ßr peut être regardé comme sa valeur et par suite L 2r ßr
1

est la valeur de toute Vassociation.Aupoint de vue biologique,

on peut la regarder comme une énergie démographique actuelle
n

tandis que M =C —2rßrerXr sera considérée comme une

énergie démographique potentielle, étant supposé que la constante C

n
est la limite supérieure de 2 ßr £r Xr, appelé potentiel démo-

1
r

graphique. Or, la pi^emière intégrale qu'on tire des équations (3)

est
L + M const.
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