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ALGEBRE DES POLYNOMES 301

déduite de la précédente division, puis nous montrerons que les
deux divisions peuvent étre ramenées l'une a l'autre.

LA DIVISION EUCLIDIENNE

Soit A et B deux polyndémes. Soit B £ 0. S1 A = 0, on
a A = BO donc A est divisible par B. Supposons A # 0 et
parmi tous les polynémes A — BX soit A — BQ tel que
deg (A — BQ) << deg (A — BX) quel que soit X, lorsque A
n’est pas divisible par B.

Montrons que 1°: deg (A — BQ) < deg B; 2° ) est unique.

10 Soit en effet:

B = bye, + ... + bpep(bp # 0)
A—BQ =cye, + ... + cpep + o+ ey

et supposons m > p et ¢, % 0, m étant le plus petit degré
possible de tous les polynomes A — BX.

On a alors:
m~pB = boem_p + ...+ bp em
Cim by c Eon
b_e'm—pB: b em—p+"‘+b bpimi—l- m ém -
D D D
D’ou

m cm
A—BQ—g=e, , B=A—B (Q N b_p_ewp) -

D y

(&
= Cpey + ... + (Cm~1 bm bp 1> Cm-1 -
Yy

Q" désignant le polyndme Q + Cb—m—em_p, A — BQ’ serait de
p

degré << m ce qui est en contradiction avec I’hypothése faite
sur m. L’hypothése m > p est donc incompatible avec " m est
le plus petit degré possible de tous les A — BX”. On a donec
m < p, c’est-a-dire deg (A — BQ) < deg B. |

20 Si existait Q" # Q tel que deg (A — BQ’) < deg (A—BX)
quel que soit X, on aurait deg (A — BQ’) < deg B d’aprés ce
qui précede. Donc

deg (A —BQ — (A —BQ’)) = deg B (Q’ — Q) < deg B .
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Or si on suppose Q" £ Q, on a deg (Q"— Q) > 0, donc
deg B (Q"— Q) > deg B ce qui contredit degB (Q'— Q) < degB.

Nécessairement Q' = Q.
D’ou:

THEOREME. — Eltant donnés deux polynomes A et B, B £ 0
U existe un polynéme Q et un seul tel que A — BQ = 0 ou bien
tel que deg (A — BQ) << deg (A — BX) quel que soit le poly-
nome X ; de plus dans le second cas deg (A — BQ) < deg B.

Ce résultat peut alors étre écrit:

A=BQ+ R, deg R < deg B

ou le couple Q, R est unique. Q est le quotient, R le reste.
On notera que la premiere partie de la démonstration fournit
la méthode pratique bien connue.

LA DIVISION SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES

Soit A = a,e, + ... + a, e, un polyndme non nul, de
degré n (a, # 0). Appelons polynéme transposé de A le poly-
ndéme A = a,e, + a, ;¢ + ... + a,¢e,. Quel que soit A # 0,
0 (A) = Oetdeg A = deg A — ¢ (A); on a donc deg A < deg A.

Cherchons les propriétés de 'opération qui a A associe A
relativement au produit de A par une croissante «, a la somme
A + B, au produit AB.

10 Si o £ 0, on a («A) = oA.

20 Soit A = agey + ... + a,¢, (a, ;ﬁ())etB_-beO—l— L
b, e, (b, # 0) et supposons par exemple deg A = n > deg B = p.

Remarquons que quel que soit &, (e, A) = A €

a) Sideg A =n > p = degB, on a:
(A+B)=A+e¢, B

b) Sideg A =n =p = degB et si deg(A 4 B) = deg A
(c’est-a-dire si a, + b, # 0), on a:
A+B=A+3B
c) Si deg A = degB et si deg(A + B) < deg A (c’est-
a-dire si a, + b, # 0), soit alors m = deg (A 4 B) < n.
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