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56 J. P. KAHANE

partout. Nous devons donc supposer, pour construire notre
exemple, que lim h~{ x W =oo. Moyennant cette hypothèse,

h->- oo

la construction est possible.
Considérons en effet

oo

g (x) 2 2
*v

9 (2*vfl?) (5)

v=l

où kv est une suite d'entiers croissants à déterminer. Le
raisonnement de M. de Rham montre que g n'est dérivable en aucun
point.

D'autre part *

| g (x -f h) — g (x) | < vh -{-2-2 ^v+1
pour tout v

Soit co (h) le module de continuité de g; pour 2 hv+i < h < 2~^v,

on a oo (h) < (v + 2) h.

Quitte à diminuer x W? on Peu^ supposer h~{ x {h) j 00

et Z(A)|0 quand h \ 0. Il suffit alors de choisir { kv} de sorte que

v + 2 < y (2 ^v) pour avoir 00 (h) < x (h) pour tout h > 0.

Ainsi, dans toute classe de fonctions, définie par une majoration
des modules de continuité, contenant des fonctions non lipschit-
ziennes, il existe des fonctions n'admettant de dérivées en aucun
point.

3. Exemple d'une fonction continue, dont le module de
CONTINUITÉ EN CHAQUE POINT EST MINORÉ PAR UNE FONCTION

DONNÉE.

Soit h > 0, (h) une fonction positive tendant vers zéro

quand h j 0. Nous allons construire une fonction continue dont
le module de continuité cùx (h) satisfait en chaque point x

<*x W > + W (6)

quitte à majorer ^ (^), on peut supposer croissante.
Considérons

00Si(4^Pv2K9(2KX) (7)

V=1
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où { ftv} et { pv} sont des suites croissantes de nombres positifs,
à déterminer. Vu la croissance de <];, (6) est satisfaite dès que,

pour tout v,

<ox(2-M >4-(2"Vl) "
(8)

Or un calcul immédiat donne

cox(2"N > 2^ - Pv_{ - Pv_o ...-M-2 ^ 2
V 7

V + l

Donc (8) est vérifiée dès que, pour chaque /, on a

Pj > 13 pH

l 1
(ce qui entraîne />v_i + pv_2 + Pi < ^ /\

7) 2'3+1 <r — d. 2' 3

Pj+i1 < is PJ

ce qui entraîne 2 Pj 2 3 < J2
2

v + l

2 3 > 12 Sj

\Pour cela, il suffit de choisir de sorte que 1° z^+i < ^ e3-;

k~ k • \2° 2 3
s3- > 13 2 3-1

£3-_1 (ces inégalités permettent le choix de

ft., une fois fixés ft^ et /c3_2), puis, de choisir — 12 2 3 z-.

Le lecteur aura remarqué que dans ce § 3 la fonction 9 pourrait

être remplacée par n'importe quelle fonction périodique
lipschitzienne, non constante. En fait, les considérations du § 3

se rattachent autant à l'exemple classique de Weierstrass qu'à
celui de M. de Rham, au contraire de celles du § 2.
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