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§ 2. Exemple d'une fonction continue sans dérivée
COMPRENANT TOUTE L'ÉCHELLE LOGARITHMICO-PUISSANCE

Considérons la fonction / (x) de la forme

00

/(*) Z k-x(b-(14)
k= 1

où (p (x) est une fonction définie par la formule (2) et b > 0

est un nombre pair. Le domaine de variation des paramètres oc,

ß qui y interviennent sera le suivant:

0<j8<l, (15)

et si ß 0, on supposera oc > 1, tandis que si ß 1 on
admettra a < 1. Ceci étant, la continuité de la fonction / (x) et
les hypothèses du théorème 1 sont réalisées.

Remarquons que
pour 0 <ß <u les valeurs du paramètre oc étant arbitraires,
pour ß 0, ôc > 1 et pour ß — 1, a < 0 le produit

akbk k-ab(1-ß)k (16)

est minoré par une constante indépendante de k. La fonction /
étant partout continue est en vertu du théorème 2 partout non
dérivable pour ces valeurs des paramètres ß, a.

Quant aux conditions suffisantes pour qu'une fonction / (x)
de la forme (1) appartienne à la classe H (S, y) lorsque les

coefficients ani bn satisfont aux conditions (7), elles ont été

exprimées par l'inégalité (33) de [4] (p. 26). Si l'on tient compte
de celle-ci ainsi que de la forme de la fonction (14), on peut
formuler la condition suffisante pour que la fonction (14) soit
de la classe if (S, y) moyennant les deux inégalités

n

b(.s-i)nn-y£k-*b(l-ß)k <M(17)
k l

00

foô(K+i)(n _|_ i)-y £ k~xb-ßk<M, (18)
k n + 1

où M est une constante indépendante de n.
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Afin de trouver la limite de f expression à gauche de l'inéga-
lité (17) lorsque n co, on appliquera le théorème de Stolz avec
les suivantes valeurs de paramètres S, y, ß, a:

0 < S <1, y arbitraire ou S 1, y > 0

et simultanément

0 < ß < 1, oc arbitraire ou ß 1, a < 1.

La recherche de la limite de l'expression à gauche de l'inégalité
(17) sera remplacée par la recherche de la limite du produit

(19)

où les paramètres admettent les valeurs considérées ci-dessus.
On voit bien que cette limite est finie dans le cas où

0 < /? < 1 8 ß oc+y >0, (20)

ainsi que dans celui où

ß 1, S ß, y 1 — a (21)

Voyons maintenant si pour les valeurs des paramètres
S, y ainsi établies, la condition (18) est vérifiée. Si l'on pose
k—n—1 p et l'on admet S ß, l'expression à gauche de

l'inégalité (18) peut s'écrire sous la forme

oo

£ b-ß>(n + l)->(p + n + iy (22)
p 0

a) Si 0 < ß < 1, y —a, on a

f n+1 \a
pour a > 0: b~fp[ < b~fp, la série (22) est donc

\p + n + lj
oo

bornée pour chaque n par le nombre M £ b~ßp ;

p o

pour a < 0 on a pour tout n > 1 : (——- +
< (— +

V n+1 J \2 J

w~(a+y) bn (ö~ß) 1-
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Dans ce cas l'inégalité (18) est satisfaite en admettant

M Y, b~ßp j^- + 1^ pour tout n.

b) Si ß 0, oc > 1, la série (22) prend la forme

00

1 (n + iy?(p+n + l)-«
p o

En appliquant le critère intégral de la convergence des séries on
limite la somme delà série par les nombres (a—l)"1 (ft-j-l)~a~y+1,
i+(a-l)-1 (n+l)-«~y+1.

L'inégalité (18) est donc vérifiée indépendamment de la valeur
de n lorsque — oc— y+1 < 0, c'est-à-dire y > 1 —a.

c) Admettons ß l,y l —oc. De même que dans le cas a)
l'inégalité (18) est satisfaite pout tout n: si oc < 0 pour

1 00 (v Va 1 00

M — — Y b P —1~1 et si a > 0 pour M — Y b P
•

^ p o / 2
p q

Si l'on rapproche les cas a), b), c) ainsi que (20) et (21), on
trouve

a) si 0 < ß < 1. a est arbitraire, on a f eH (ß, — a),

b) si ß 0, a > 1, on a / e H (0, 1 — a),

c) si ß =• 1, a ^ 1, on a /eïï(l, 1— a).

Le théorème 1 servira à trouver une condition suffisante

pour que la fonction / (x) définie par la formule (14) satisfasse

aux points de l'ensemble Z1) la relation (4) avec ^ (h)
hô | log h |7 ou, comme nous le dirons dans la suite, pour que la
fonction f (x) soit aux points de l'ensemble Z de la classe

_ff°°(§, y). Cette propriété de la fonction f(x) pourra s'écrire sous
la forme / e H% (S, y).

Prenons un point x0e Z parmi les points du partage des

i) L'ensemble Z a été défmi à la fin de la démonstration du théorème 1 comme
l'ensemble de tous les points du partage de chacun des intervalles < p, p +1 >
(p entier) en ô" intervalles égaux.
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intervalles < p, p+i > (p entier) en &"° sous-intervalles égaux.
Si pour 72 —> co

7^f(x0 + b;l)-f(x0)
_

(b;1)01 log b;1 r
00 '

la fonction / (x) est au point de la classe Hœ (S, y). Si Ton
présente le quotient sous la forme

f(x0+K1)-f(x0) b;1
(b;1)31 log b;1 r

et l'on tient compte des relations (13) et (16), on trouve comme
valeur de ce quotient

l(«5-1)/i l(<5-1)h n-î
Pn + — y k-«b^-ß)k.

«aïog c «7(iog bykïn,

Attendu que le premier composant de cette somme tend vers
zéro, lorsque n ->oo, dans tout le domaine de variation des

paramètres S, y, on pourra se contenter d'examiner uniquement
le second composant» L'étude de la limite de cette expression sera
remplacée par l'étude de la limite du produit

i-i
— l)-(« + V) (ö-ß) + ß~l n \y

-b0'1
n — 1

et l'on y admettra les mêmes valeurs des paramètres que dans le
cas de l'étude de l'expression à gauche de l'inégalité (17).

Considérons les cas qui correspondent h a), b), c) énumérés
ci-dessus. Si

0 < ß < 1, 8 — ß, y< —a
ou bien

ß 0, S ß, y < —a, a > 1

on conclut que / e H% (ß, y).

Dans le cas où ß 1, S ß, y > 0 on trouve / e H£ (1, y)
avec y < 1 —a.
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En résumé, il vient:
si 0 < ß < 1, a est arbitraire, on a f e H (ß. —oc),

et si y < — oc on a / e Ef% (ß, y),
si ß 0, oc > 1 on a / e H (0, 1 — a)

et lorsque y < — a, on a / e H% (0, y),
si enfin ß 1, a < 1, on a f e H (1,1 —a),

et lorsque 0 <y <1 —a, on a je (1, y).

Ainsi la fonction de l'exemple de M. G. de Rahm (ß 1,

a 0) est de la classe H (1, 1), sans appartenir à aucune des

classes H (1, y) (y < 1), car pour y < 1 elle est de la classe

m ï)- De même la fonction dont les coefficients sont définis

par (3) ß 0, a 2) appartient simultanément à la classe

H (0,-1) et à Hz (0, y) avec y <—2. Elle n'appartient donc
à aucune des classes H (0, y) avec y < —2. La méthode donne

en deuxième cas ß 0, oc > 1) la localisation de la fonction
f (x) non complète.
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