
8. Les variétés de contact lagrangiennes.
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qui se présentent, pour 2 ^ k ^ n — 2 surtout: d'ailleurs, pour
k 1, on pourra y chercher F explication mathématique de

phénomènes de turbulence.
Les variétés greffées sont évidemment un cas particulier des

variétés généralisées B. Nous ne possédons, à vrai dire, pas

d'exemple de variété généralisée B non greffée. Un tel exemple
existe probablement: nous avons récemment résolu affirmativement

une question dans le même ordre d'idées [21 Y]. D'autre
part, en utilisant la remarque à la fin du paragraphe précédent,
on peut démontrer qu'en ajoutant, à une variété généralisée S,
une variété singulière d'étendue aussi petite que l'on voudra,
on aboutit à un mélange de variétés greffées.

8. Les variétés de contact lagrangiennes.

Il serait bon que nous précisions la notion de mélange. Nous

nous permettrons donc d'intercaler quelques remarques qui se

rapportent à nos conventions de mesurabilité. Soit A un ensemble
de variétés généralisées ifa; nous conviendrons de considérer les

suffixes a comme des étiquettes pour distinguer les J£?a dans A,
et nous désignerons par doc une mesure dans A, ou, ce qui revient
au même, dans l'espace des étiquettes a. Une variété généralisée
se laissant exprimer sous la forme

(8.1) 5£(f) \ &a if) doc

sera dite mélange des J2?a, ou mélange de A. Or nous avons
convenu de ne considérer que des ensembles boréliens, ce qui
présuppose une topologie.

Expliquons-nous.
Nous allons voir dans un instant qu'on peut se borner aux

variétés généralisées situées dans un cube fixe, c'est-à-dire qui
ont une intersection nulle avec le complément de ce cube L
L'espace de telles variétés généralisées sera doué de la topologie
faible en ce qui concerne la convergence des suites: on dit que
la suite «5fv (v 1, 2, converge si celle des valeurs JS?V (/)
converge pour chaque intégrant /. Cette topologie est équivalente

1) Plus généralement, nous dirons d'une variété généralisée se qu'elle possède un
support borélien E dans l'espace des x, si son intersection avec le complément s'annule.
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à celle d'une métrique particulière, que nous appellerons métrique
de McShane : sa définition se calque sur [6, p. 534]. Nous n'utiliserons
cette métrique ici guère que pour en tirer la notion d'ensemble
borélien et celles de mesurabilité, etc., que nous avons convenu
de sous-entendre : donc, n'en parlons plus.

D'accord avec la topologie faible, la formule (8.1) signifie

pour chaque intégrant /. Puisque if est situé dans un cube fin1

[8 (3.1)], presque chaque ifa sera situé dans ce même cube. On

pourra donc se borner à la partie de A qui comprend des variétés
généralisées situées dans ce cube.

Cela étant, nous dirons d'une variété généralisée if qu'elle
est, par rapport à A, lagrangienne, si elle se laisse exprimer sous
la forme (8.1), c'est-à-dire comme un mélange de A. Dans le cas

où, pour la mesure doc, les membres ifa de A, sauf ceux d'une sous-
classe éventuelle de mesure doc nulle, possèdent des supports
boréliens disjoints, if sera dite, par rapport à A, lagrangienne
par décomposition.

Nous écrirons A (A)3 Ad (A) respectivement, pour les classes

de variétés généralisées, qui sont, par rapport à A, lagrangiennes,
ou lagrangiennes par décomposition. Nous dirons simplement:
variété lagrangienne, variété lagrangienne par décomposition,
lorsque A se réduit à la classe des variétés B. Les classes

correspondantes seront désignées par A, Ad. Dans le cas d'une variété
de contact, nous dirons variété de contact lagrangienne, etc.
Nous dirons aussi variété non lagrangienne, etc., pour une
variété généralisée qui ne possède pas la propriété lagrangienne
correspondante, et variété lagrangienne généralisée, etc., lorsque
A est la classe des variétés généralisées B: dans ce dernier cas,

nous écrirons AGl AGd pour A (A), Ad (A). Nous dirons encore
variété lagrangienne greffée, etc., lorsque A est la classe des

variétés greffées, et nous écrirons dans ce cas, pour les deux
classes obtenues, Agi Agd.

Nous dirons enfin, en abrégeant au besoin comme ci-dessus,

que ££ est, par rapport à A, presque lagrangienne, et nous
remplacerons dans les classes correspondantes A par A +, s'il existe,

pour tout e positif, une variété singulière Se, dont l'étendue est
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inférieure à s, telle que if + Se, soit, par rapport à A, lagran-

gienne.
Désignons, pour une classe quelconque Jf de nos variétés

généralisées, par tJf, ôJf les classes correspondantes de substrata

rif, et de frontières 5 if, de membres if de if. Les expressions
T_1 tJf, ô_1 fJf désigneront les classes de variétés généralisées
chacune desquelles a le même substratum, ou la même frontière,
qu'un membre correspondant de if.

Nous aurons les inclusions suivantes:

(8.2) AaczA œAsŒAgŒA^ C T-'TA+ŒÔ-1 dA

Or, on remarque de suite que

(8.3) t'1 tAq =z~1 tA, d~x OAqÔ _1 dA,

et que, d'après ce qui a été dit à la fin du paragraphe 4, la classe

ô~1 ôA est celle des variétés généralisées qui possèdent une frontière

A, c'est-à-dire les mêmes frontières que des ex-polytopes
avec poids. Quant à la classe t-1 tA, nous dirons pour abréger
que ses membres sont les variétés à substratum lagrangien. Cette
classe n'est pas universelle: elle est comprise dans la classe des

variétés généralisées de frontière A, et l'on remarquera qu'il
existe des variétés généralisées sans frontière A, par exemple la
variété généralisée if définie par la fonctionnelle (/) / (#0, /0,)
où x0, /o désignent un point et un multivecteur fixes. (On supposera

/0 simple et de grandeur unité.) Ainsi il existe certainement
des variétés à substratum non lagrangien: pour le mouvement
des fluides, on constate donc que la description eulérienne est
bien plus générale que celle de Lagrange; nous reviendrons cependant

sur cette question dans le paragraphe suivant.
Remarquons encore, d'après ce qui a été dit à la fin du

paragraphe précédent, que

(8.4) At=AÏ.
Nous pouvons donc récrire (8.2), en lui ajoutant quelques inclusions

évidentes, comme suit:

AjcAcAg]
(8.5) AdcAgd<=Agf<=AgIAgdc= AGd c AG j <=A* ci-11 ici)-1 dA
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On remarquera sans peine que certaines des inclusions (8.5)
sont strictes, mais il est possible que d'autres se réduisent à des

égalités.
Les mêmes inclusions sont encore valables, si l'on désigne par

les symboles Ad, A, Ag, etc., les classes correspondantes de

variétés de contact d'un système donné d'équations différentielles

de la forme (2.1), ou d'un système analogue A-dimensionnel.
Pour bien comprendre un tel système, et pour bien

comprendre la notion de variété, au sens généralisé que nous utilisons
ici, il faudra avant tout, selon la remarque à la fin du
paragraphe 3, étudier la question de savoir quelles inclusions (8.5)
se réduisent peut-être à des égalités. Par exemple, l'égalité
ôg A-1 dA signifierait, pour les variétés de contact, que toute
solution de frontière A de (2.1) se réduit à une variété de contact,
presque lagrangienne, greffée. Ensuite, pour les inclusions strictes,
on cherchera à caractériser chaque fois les membres de la classe

étroite parmi ceux de la classe large.

9. L'équation de continuité des fluides.

C'est d'abord l'inclusion finale de (8.5) qui nous intéresse.
Se réduirait-elle à une égalité

Pour simplifier, bornons-nous aux variétés généralisées closes

faisant partie des classes considérées. Cette réduction n'est
possible, à vrai dire, que pour k < n, nous y reviendrons après
ce paragraphe. Rappelons qu'une variété généralisée est dite
close, lorsque sa frontière s'annule.

La question que nous nous sommes posée devient la suivante:
une variété généralisée close a-t-elle le même substratum qu'une
variété lagrangienne En d'autres termes: un substratum clos

est-il lagrangien Nous allons donner à cette question une autre
forme, qui nous rapproche encore de la mécanique classique des

fluides.
Nous aurons besoin de quelques notations.
Nous utiliserons pour la multiplication extérieure des multi-

vecteurs le signe X. On définit alors la comultiplication ® par
la formule a ® b (a* X &)*, où l'astérisque désigne la
normale. Rappelons que la normale a* d'un A-vecteur a se définit
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