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transformation du type F A Fl9 G AGl9 avec ,4 e Gl {m, KS).
D'après le corollaire (6.4), on peut donc supposer k 1, et M constant;
on peut même supposer que M est triangulaire inférieure; alors en
raisonnant par récurrence, on est ramené à démontrer le résultat lorsque D

à
est l'opérateur différentiel scalaire x 2, k eC; ce cas peut être laissé

dx
au lecteur, (ici, on pourra même prendre / 0, mais peu importe).

§ 8. — Le cas favorable

La proposition suivante est classique :

Proposition 8.1. Avec les notations du lemme 7.2, supposons k > 1, et

supposons que les valeurs propres Àj de M (0) vérifient R e (Ifi ^ 0. Alors
le lemme 7.2 est vrai avec l 0.

Démonstration

i) Il suffit de démontrer la proposition pour M M (0) ; en effet,

supposons le résultat établi dans ce cas; soit K° : B(p; a)m -» B(p; a)m

l'inverse à droite de xk+1 M (0) (K° dépend de a, mais non de
dx

P^>Po)l on Pose al°rs M (x) M (0) + x N (x), iVeEnd (<Sm), et on
note L l'application F |-> x NK 0 F; il suffit de trouver K1, inverse de

I — L, car alors K° K1 K sera un inverse à droite de D.
Or, pour a < a09 on a | K0 F | Po< C | F\Po (cf. remarque suivant

l'énoncé du lemme 7.2), d'où, par un calcul analogue à ceux du § 7 :

| L F \Po < C ' a | F \Po; en choisissant a pour qu'on ait C' a < 1, on voit
que la série K 1 I Ln converge dans l'espace des applications linéaires
continues de B(p0; a)m dans lui-même.

Montrons par récurrence sur p > p0 que K 1 envoie continuement

B(p;a)m dans lui-même; supposons donc le résultat acquis pour p — 1;

l'équation H K1 G équivaut à/7 G+ L77;siG parcourt un borné
de B (p, a)m, H parcourt un borné de B {p — 1 ; a)m par hypothèse de

récurrence; donc LH xNK° H parcourt un borné de B(p;a)m; donc

H C + L H parcourt un borné de B (p ; a)m, ce qui démontre le résultat.

Il est alors clair que K K° K1 répond à la question; d'où la proposition.



ii) Démontrons maintenant le résultat pour M constant; on peut

supposer M triangulaire inférieure; alors par récurrence sur m, on est

fc+i ^
ramené à établir le résultat pour l'opérateur différentiel scalaire x — — /,

avec ÀeC, ReÀ ^ 0; posons X k (g + iv); la transformation /
exp (—ivx~k)f1 nous ramène au cas où v 0; alors la solution générale

d fde l'équation xfe+1 kgf — g s'écrit
d x

/(x) J rfc_1 exp [g(rk-x~k)~]g(t)dt.
x0

Pour g > 0, on choisira x0 a (par exemple x0 1), et pour g < 0,

on choisira x0 0; dans les deux cas, on doit démontrer que pour p e N,
et x tendant vers 0, on a

jXotp~k~1 exp [(g(rk-x-k)]g(t)dt 0(xp)

Faisons la démonstration pour g > 0 (le cas g < 0 est analogue et un

peu plus simple); par le changement de variables s — t~k, y — x~k,

pjk q, on est ramené à démontrer qu'on a, pour y -» + oo.

V

j s~q exp n(s—y) d y0
1

En intégrant par parties, on trouve que le terme tout intégré est de
y

l'ordre voulu, et il reste à évaluer J s~q~1 exp g(s—y)dy; supposant
1 y/2 y y/2

y > 2, on coupe la dernière intégrale en J et J ; on majore J en y
y - i y/2 1

remplaçant s~q~1 par 1, et J en y remplaçant exp g {s—y) par 1; nous
y/2

laissons les détails au lecteur (en fait, en continuant les intégrations par
parties, on obtiendrait un développement asymptotique de l'intégrale
envisagée; cela correspond en fait à démontrer le théorème 7.1 pour l'équa-

k+1 d ftion x kg f xp, et la solution formelle évidente de cette
d x

équation!). La proposition est donc démontrée.

Corollaire 8.2 (cf. Wasow [1]). Dans les hypothèses du théorème 7.1,
d $

supposons en outre qu'on ait k > 1, et que la matrice (0, Y0) ait toutes

ses valeurs propres de partie réelle non nulle. Alors le théorème (7.1) est vrai.
Cela résulte de la démonstration de l'implication (7.2) => (7.1).
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Remarque 8.3. Dans les hypothèses précédents, et même dans l'hypothèse
d 0

plus faible « #(0, 7°) 0, (0, 7°) inversible », il exsite une et une
^ Y

d H A
seule série formelle H vérifiant H (0) 7° et xk+i 0 (x, H). Cela

dx
se voit par le même calcul que le théorème des fonctions implicites pour

d H
les séries formelles (puisque l'application H -> xk+1 augmente stricte¬

st x
ment le degré des monômes).

Donnons maintenant une application des résultats précédents qui
jouera un rôle essentiel dans la suite.

Proposition 8.4. (Sibuya; cf. Wasow [1]). Soit D xk+1 — — M, avec
d x

M g End ($m). Supposons qu 'on ait une décomposition de M (0) en deux

blocs M (0) ^ ^j P g End (Cp), Q g End (C*), p + q m; désignons

par X i (resp les valeurs propres de P (resp de Q) et supposons que, pour
tout (/, /), on ait Re(Xt) # Re(pij). Alors il existe A e Gl (m, S*), avec

A (0) I tel que la transformation F A F, transforme D en xk+1 N,
/N' 0 \

avec N À TV' g End {êp\ N " g End (Sq).

Posons M avec ^ii e End (Sp), etc.; on cherche a
\M 2 1 TVZ22/

/0 A'\
priori A sous la forme A I +( j, A' (0) 0, A" (0) 0; on doit

d Al
avoir xfc+1 M A — A N; en égalant les blocs d'indice (11) et (21)

d x
dans cette équation, on trouve

Mu + M12A" N '

M21 + M22A" A" N' + xk+ld^~
d x

En tirant TV' de la première équation, on trouve l'équation suivante
d A "

pour A : x M21 + M22 A — A MX1 — A M12 A
dx

Nous allons appliquer à cette équation la remarque 8.3 et le corollaire

8.2 (le fait que notre équation soit à coefficients complexes n'est pas
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gênant, il suffirait de séparer les parties réelles et imaginaires); on prend

ici $(x, A") M21 +M22A"A" Mtl - A" A"; on a bien

d 0
$ (0, 0) M,i (0) 0; et r,(0,0) est l'application a H- M22 (0) a —

ô A
a Mtl(0) Qa — aP, a e Horn (C, C); le lemme (6.2) montre que
les valeurs propres de cette application sont les /q- — donc ont leur

partie réelle non nulle; la remarque 8.3 donne alors l'existence d'une
A

solution formelle A\ et le corollaire 8.2 l'existence de A"\ on opère de

même avec les blocs (1 2) et (2 2) pour trouver A'.

Remarque 8.5. Si l'on affaiblit les hypothèses de la proposition 8.4 en

supposant seulement qu'on a, pour tout (i,j) At / fip la partie formelle
du raisonnement précédent montre qu'on peut trouver A, avec A (0) /,

A (N ' 0 \
tel que N soit de la forme N I a 1. Cela jouera un rôle important

\0 N7
dans la suite (en fait, le théorème (7.1) montrera finalement que la propos
sition 8.4 reste vraie sous cette hypothèse affaiblie; mais, au point où nous
en sommes, nous n'avons pas encore le droit d'utiliser ce résultat; comme
on va le voir, cela va nous obliger à quelques contorsions!).

§ 9. — Démonstration du lemme eondamental

d
A. Démontrons d'abord le résultat pour m l;soitD x — m,dx

me S; si Rem(0) ^ 0, cela résulte de 8.1; si k > 1, et m (0) ikX,
À =£ 0, la transformation / exp — iXx~k) fx nous ramène à m (0) 0,
donc on est ramené de k à k — 1 ; par récurrence, on est ramené à k 0,
i.e. au cas d'un point singulier régulier.

Dans la suite, nous procéderons par récurrence sur m, et supposerons
donc le résultat établi pour 1,. .m — 1.

B. Si k 0, le résultat est établi par la proposition 7.3. Supposons donc
fc > 1, et soient Xu Àp les valeurs propres distinctes de M (0); supposons
qu'on ait, pour un i au moins Re (Xt) # 0; alors le lemme fondamental
résulte de l'hypothèse de récurrence; en effet, si pour tout i on a R e At # 0,
on est dans le cas favorable 8.1; si, pour un j, on a ReAj =0, on peut

décomposer M (0) par une transformation linéaire en deux blocs les
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