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Les transjordaniennes T et 7’ ayant le méme spécifique (qu’elles enre-
gistrent) sont confondues.

¢) Toute transjordanienne T appartient a la classe (Cr). Au total: il y a
bijection entre { matrices transjordaniennes 7'} et { Classes d’¢qui-
valence (C) }

Réunissant les deux bijections, il y a bijection entre

{ classes d’équivalence (C,) } et { spécifiques (S) }.

D’ol1 le théoréme qui justifie introduction des transjordaniennes et des
spécifiques:

D) THEOREME. Pour que deux matrices A et B soient équivalentes il
faut et il suffit que leurs spécifiques soient confondus.

E) Remarque importante. Les théorémes précédents d’unicité et de
bijection disparaissent si, au lieu de réduites transjordaniennes, on prend
des réduites jordaniennes J.

Cela provient du fait qu’un endomorphisme possede plusieurs réduites de
Jordan. Dans chaque classe (Cy) il y a plusieurs représentants jordaniens
(mais un seul transjordanien).

V. APPLICATIONS

L’utilisation des transjordaniennes, de leurs profils (avec les sauts J,
et les indices p,) permet de résoudre facilement certaines questions. On peut
ainsi obtenir certains résultats donnés ici sans démonstration.

A) Polynomes minimums. Soit un polyndome Q € C [X] et 4 une matrice
(n, n) donnée:
P ' P ‘
Q) = Y a; X, Q(4) = ) o;47, o;eC.
ji=1 i=1
Soit & ={QeC[X]; Q(4) = 0}. On sait que £ est un idéal de
C [X]; cet idéal est principal; soit 7 son générateur:
Qe < 0(4) = 0< Q multiple de .
Or le polyndme caractéristique P de 4 appartient & & (Cayley Hamilton),

P = (=D (A= A2 (A=)




— 126 —

Donc, n étant un diviseur de P,
() = (A =D (A, =D)2 . (A, =) )

oU oy 7y, Uy <Py, ..., &y < Fe. On démontre que o, = p, (v=1, 2, ..., 5),
c’est-a-dire:

THEOREME DE L’INDICE. Le polyndme minimum de 4 (défini & une cons- |
tante multiplicative prés) est | i
n(A) = (A=2)P (A=) .. (A=2)Fs.

Cas particuliers.

1°9) Si A4 est diagonalisable: = (1) = (A—4,) (A—41,) ... (A —4y).

20) Si Aest «one byone step»: t(d) = A—A) 1 (A—1,)2...(A=A)"
= P

B) Matrices commutant avec une matrice donnée A. Soit E' = { X € E;
AX = XA { ou E est I’espace vectoriel des matrices n, n sur le corps C
(AeE’). E' est un sous-espace vectoriel de E. Sa dimension dépend bien
entendu du spécifique de 4. On peut démontrer qu’elle est égale a la somme

des carrés de tous les sauts.
Py

simE) = 5[5 @]

| S R A

Cas particuliers:
19 A diagonalisable: dim (E') = r} + r3 + ... + rl.

20) A «one by one step»: dim(E’) =r; +r, + ...+ 1, = n.

C) Série entiere en A. 1l est facile de former la puissance giéme d’une
transjordanienne, d’ol la puissance gieme d’une matrice A. Soit la série
entiére

1= % 4

de rayon de convergence R. On considére la série de matrice 4

0

S oa, A%,
q=1
Elle est convergente de somme la matrice f(A4) a condition que | 4, |
< R(=1,2,..,5). Passant par lintermédiaire de la réduite transjor-
danienne T de A, on construit effectivement
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o0

(= » aT°

q=1

au moyen des valeurs de f(z) et de ses dérivées pour z = Ay, ...,z = A,
On a alors f(4) = Po f(T)o P~*, P étant la matrice de passage (A4
= P TP~ 1. On peut obtenir un théoréme généralisant celui des polynémes
minimums

f(A) = 0 < f(z) admette A, comme racine d’ordre > p,

v =1,2,..,5.

D) Limite lorsque q — oo de la direction (4,) transformée par f*
de la direction donnée (4,). Soit x # 0, fixe, un vecteur directeur de (4,);
le vecteur f9 (x) ou tout vecteur W, colinéaire a ce dernier, est directeur de
(4,). Silim W, = L, la direction limite de (4,) sera celle de vecteur direc-
teur L. 7%

On décompose x = x' + x> + ... + x*; x*e K’ = K}, et obtient

(D) 1) = Ax" + Cp 4771 g, (") + .o+ CPP 121D ghv =ty
On classe les valeurs propres par module décroissant:
[ A= 1A= =14,

Si |Ay] >1A,] et x5 0, on obtient le résultat connu: il y a une limite
de (4,) de vecteur directeur L € K 1 que I'on détermine.
Si | Ay | = |4y, I'étude se poursuit au moyen de (1) ...

E) Résolution du systeme différentiel linéaire.

(2) ax AX
dt
xq (1)
X =]\ = unicolonne de # fonctions inconnues de C dans C, 4 (n, n)
Xy (1)

connue. On transmue (X) en (S) par la matrice de passage P telle que
T = P~' A P, T réduite transjordanienne de 4, en faisant le changement
d’inconnue X = P Y:

dY

(5) — =TY.




e

— 128 —

Ce systeme (S) se décompose en

dy'’ Loy dY? dy*
— =T YY", ———=T2Y2, ooy —— =T Y",
dt dt dt

TV étant le bloc transjordanien afférent a A,.

v

Le systeme — = TV YV sera trés simple, la dérivée d’une composante
x . dyi
¥, étant SJmplementd—t =AW+ oV, 2 =0o0ul, 0<I<r, —k

I’intégration de (S) est alors immédiate; on en déduit celle de ().

1°) Systéme (X) a solutions exponentielles pures ou a solutions algébrico-
exponentielles (x, = somme de produits d’exponentielles par des constantes
ou somme de produits d’exponentielles par des mondmes dont I’un au moins
a un degré > 1).
(2) a solutions exponentielles pures <> A4 diagonalisable

20) Systemes (X) monoréductible. C’est un systéme ou la résolution se
raméne a la résolution d’une équation différentielle d’ordre n par rapport a
une composante, les autres composantes s’obtenant par dérivations de
celle-la. On montre que

(X) monoréductible <> 4 « one by one step ».

( Regu le 5 septembre 1976)

A. Fontaine
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