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4 R. DANSET

On obtient ainsi:
1°) Une présentation unifiée des arcs majeurs.

2°) Une expression globale pour la série singuliere et l'intégrale singu-
liere qui met en évidence la transformée de Gauss globale F* (selon la
notation d’Igusa, cf. bibliographie) associ¢e a une fonction de Schwarz-
Bruhat d’un type précis.

Remarque. Un résultat analogue pour d’autres fonctions de Schwarz-
Bruhat est une des espérances que ce travail peut susciter.

3°) L’exposé¢ d’'une méthode suffisamment générale comme le montrent
les exemples du paragraphe 5 et dont les hypothéses initiales sont nettement
dégageées.

4°) La démonstration au lemme 1-6 d’'une majoration geénérale d’une
somme de modules d’intégrales oscillantes.

B) NOTATIONS ET HYPOTHESES PRINCIPALES

Soient f = (f;,.., f,) r formes de degré d > 2, en n variables
x = (x{, .., X,) avec r < n et a coefficients entiers.

Soit g un polyndme quelconque de degré < d et a coefficients entiers,
en les variables x.

Remarque. Tout ce travail pourrait se faire sans mentionner un tel
polyndme g, sur ce point on pourra lire la remarque finale du paragraphe 1
et le paragraphe 5A.

Soit 4 une boite de dimension n (parallélépipédé de cotés paralléles
aux axes de R" ou encore: {x e R"|1 < i < n,q; < x < b;}) et de cotés au
plus égaux a 1 (le.:1 <i<nb, —a <1 }

Soit P € R, et destiné a étre tres grand.

Soit € > 0 et destiné a €tre tres petit.

Soit ve Z".

Soit a« = (g, ...,o,)€(R/Z) ouencore: 1 <i<r0<auo <L

Soit la somme trigonométrique

Sy = Y exp [m( 5 oc,-f,-(x)+g(x)ﬂ

XePBNL" Jj=1

On définit les hypotheses suivantes concernant les sommes trigono-
métriques S(o) et donc le systeme f:
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(H1) Il existe une constante Q > 0 telle que pour tout A > 0, pour tout
polyndéme g de degré < d, pour toute boite # incluse dans un domaine
borné de R”, pour tout P > 0, pour tout & > 0, pour tout x e (R/Z),
on ait l'alternative suivante:

ou bien 1) | S(o) | « ProAaets

J]a constante impliquée dans le symbole « « » dépendant seulement des
coefficients des formes f;, du domaine borné dans lequel la boite # est
choisie, de ¢ > 0 et, a cause de cette constante, I'inegalité étant triviale
pour P petit;

_ a a a,
ou bien ii) 1l existe des approximations rationnelles 5 = (—ql—, - ;) de

o = (o, ..., &) telles que
pgcd(a,, .., a,,q) = 1 (on ne considére que les a;#0),
1 <q< P,
0<aq <aqg,

(I<i<n|qo —a| < P77,

(H2) Q étant la constante définie dans 'hypothese (H1), on a
Q>r+1.

Remarques.

a) Comme annoncé précédemment, '’hypothese (H1) peut faire frémir.
En plus romance, elle énonce une propriété fréquemment rencontrée ou
désirée chez les sommes trigonomeétriques: ou bien on dispose d’une bonne
majoration du module des sommes trigonométriques étudiées (ici les sommes
S()), ou bien le coefficient principal de 'exposant (ici la variable o) posseéde
de bonnes approximations rationnelles.

b) On peut remarquer quen raison du théoréme classique d’approxi-
. mation rationnelle simultanée de r nombres réels (cf. Hardy and Wright,
4¢ edition, paragraphe 11.12) le cas ii), et donc P'hypothése (H1), sont

.o Y
triviaux pour A > ——d.
r+ 1

¢) On a preferé distinguer les hypotheéses (H1) et (H2) car elles jouent
des roles trés distincts dans les démonstrations de ce travail.

d) Pour une justification de ces hypotheses, on doit voir le paragraphe SA.




6 R. DANSET

e) L’ensemble des o e(R/Z), qui satisfont aux conditions de bonne
approximation rationnelle énoncées dans ii), constitue ce qu'on appelle clas-
siquement les arcs majeurs. L’origine de ce nom se comprend en observant
lecasr = 1.

L’ensemble complémentaire du précédent dans (R/Z)" constitue les arcs
mineurs. Dans la plupart des applications de la méthode du cercle, dont le
nom se comprend soudain mieux (prendre encore le cas r = 1 et se demander
ce quest R/Z), le traitement de ces arcs mineurs est la partie la plus
delicate car il s’agit d’obtenir, sur eux, une « bonne » majoration du module
des sommes trigonométriques étudiées.

On comprend donc que ’hypothése (H1) avec le cas i) escamote comple-
tement cette difficulté qui, bien entendu, réapparait selon un Principe de
conservation bien connu, dans le probléme, déja évoqué, consistant a trouver
une propriété du systéme f qui entraine I’hypothese (H1) (et aussi (H2)
d’ailleurs!). Pour cet aspect qui, cela a déja été dit, sort du cadre de ce
travail mais lui est immédiatement associ¢, il faut lire le paragraphe 5.

Si le lecteur a eu la patience de lire ce qui précede, il sait que le
but de ce travail est de montrer que les systémes f, dont les sommes trigo-
nométriques & () associées répondent aux hypotheses (H1) et (H2), observent
le principe de Hasse fin.

Cependant, comme la méthode du cercle se préte trés bien a I'’étude du
systéme diophantien f = v (et pas seulement f = 0) qui parait méme mieux
adapté a la nature profonde de celle 1a, il vaut mieux énoncer deux nou-
velles hypothéses pour le cas général dont la restriction au cas v = 0
rappellera irrésistiblement les conditions du Principe de Hasse fin.

(H3) Pour un ¢lément v de Z', le systtme f = v admet une solution
non singuliére dans Z7, pour tout entier premier p.

(H4) Le systéme f = 0 admet une solution non singuliere dans R”".
Remarque. Si v # 0 ’hypothese (H4) ne dit pas que la variété réelle
V) = {xeR"| f(x) = V}

admet un point réel non singulier mais qu’elle admet un point a [linfini
réel non singulier; pour une justification de cette « anomalie », voir le para-
graphe 5C.

Le lecteur sait également que la présentation adoptée dans ce travail
utilise les adéles. Il est temps d’en parler.
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