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L'Enseignement Mathématique, t. 32 (1986), p. 79-94

LES SURFACES EUCLIDIENNES À SINGULARITÉS CONIQUES

par Marc Troyanov

Introduction

Une surface euclidienne est une surface possédant localement la structure
du plan euclidien; on peut, de manière équivalente, la définir à l'aide d'une
métrique riemannienne plate (c'est-à-dire à courbure nulle).

Une surface euclidienne à singularités coniques (on abrégera s.e.s.c.) est
une surface possédant localement la géométrie d'un cône standard; on peut
également la définir à l'aide d'une métrique riemannienne plate avec des
singularités spécifiques.

Un cône standard possède un unique invariant: son ouverture (qui est
un nombre réel positif). La s.e.s.c. possède donc un invariant pour chacune
de ses singularités.

En outre, une surface euclidienne (ou riemannienne) avec singularités
coniques détermine une unique structure conforme.

Le but de cet article est de montrer que la donnée de ces invariants
caractérise complètement une s.e.s.c. compacte et orientable, et d'obtenir
ainsi une classification de ces surfaces (Théorème du § 5).

L'exposé présenté est élémentaire et ne nécessite, pour sa compréhension,
aucune connaissance autre que les définitions de surface de Riemann et de
métrique riemannienne (à l'exception d'un résultat technique donné en
appendice).

§ 1. Structure locale d'une singularité conique

métrique^ {(r;t):r ^ 0; teR/0Zty(O; ~ (0; f) muni de la

ds2 dr2 -I- r2dt2
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s'appelle le cône standard d'angle total 0. On utilise parfois les nombres
k 2k — 0 et ß (ß/2n) — 1; k s'appelle la courbure concentrée de Vd,
ß le poids ou le résidu. Les nombres 0, k et ß sont des mesures de

l'ouverture du cône Ve.
Ces appellations peuvent être justifiées ainsi : prenons le cas où 0 < 2k

et plongeons le cône Ve dans l'espace euclidien R3 (fig. 1). Si on considère
une sphère unité tangente intérieurement à Ve on remarque que l'image
sphérique de toute approximation (lisse et convexe) de Ve est une calotte
sphérique d'aire 27t — 0 d'où le nom de « courbure concentrée » pour ce
nombre.

Si un cône est fabriqué à partir d'un secteur d'angle 0 en recollant
les bords par une isométrie, l'angle total de ce cône est précisément 0

(remarquons que 0 peut être supérieur à 2n). 0 est en fait la longueur du
cercle de rayon 1 centré au sommet du cône (fig. 2).

Le nombre ß est introduit pour des raisons plus techniques venant de

la structure conforme :

Proposition 1. C, muni de la métrique ds2 | z |2ß | dz |2, est

isométrique à VQ.

Preuve. Si z x + iy, l'isométrie est donnée par

Figure 1 Figure 2
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Définition. On dit qu'une fonction

h:U ^ R

(U ouvert de C) est harmonique avec singularité logarithmique de résidu

(ou poids) ß en p e U si la fonction

z i-> h(z) — ß log I z-p I

est harmonique.
On remarque que cette notion est indépendante de la coordonnée z

choisie.

Proposition 2. Si U est un ouvert de C, et si h:U -» C est

harmonique avec singularité logarithmique de poids ß > 1 en p e U

et si on munit U de la métrique

ds2 e2h | dz |2

alors il existe un voisinage de p dans U isométrique à un voisinage du

sommet du cône Ve (pour 0 27t(ß + X)).

Définition. On dira dans ce cas que p est une singularité conique
: d'angle 0 pour la métrique ds2.

] Preuve. Supposons pour simplifier que p 0 ; alors il existe une fonction

I g{z) holomorphe dans un voisinage de 0 et telle que

f Re g(z) h(z) - ß log | z |,
I
£ car cette fonction est harmonique par hypothèse. On a

e9{z) a0 + a±z + a2z2 + (ao^0) •

Posons

h - ß + 1

k
ß + k+1 *'
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alors la série £&fczfc converge dans un voisinage de 0 vers une fonction
k

analytique / telle que /(0) ^ 0. Considérons la fonction

w z/(z)1/ß + 1

(On a choisi une détermination du log au voisinage de /(0)). On a

ß _f_ i
wß+1 J t^e9it)dt pour toute détermination. Donc w^dw zße9(z)dz

e9iz) + Vloszdz et

| w |ß | dw | eRe(0(z) + ßiog(z)) \dz\ ehiz) \dz\.
Donc ds2 | w |2ß | dw |2 ce qui prouve la proposition 2 grâce à la
proposition 1.

Remarques. 1) On n a nulle part utilisé que ß ^ 0, donc on a montré
que si h est harmonique, alors

ds2 e2h | dz |

est une métrique plate.

2) La démonstration montre également que si p(z) est une fonction
holomorphe possédant un zéro d'ordre m à l'origine alors il existe une
coordonnée w telle que

wmdwq \i(z)dzq

(où q 1,2,3,...). Ce fait est important en théorie des formes modulaires
et des différentielles quadratiques. On appelle w la « coordonnée normale »
au voisinage du zéro.

Définition. Deux métriques riemanniennes ds0, dsx sur une variété M
sont dites conformes s'il existe une fonction h: M -+ R telle que

ds2 e2hds%

Une classe d'équivalence de métriques conformes sur M s'appelle une structure
conforme. Si M est une surface orientable, alors les structures conformes
s'identifient avec les structures complexes (cf. [2], [3]). Une surface orientable
munie d'une structure conforme (ou complexe) s'appelle une surface de
Riemann.

Proposition 3. Soit S une surface munie de deux métriques conformes
ds0,dsx (alors ds1 ehds0). Supposons que ds0 soit plate.
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Alors: is! est plate si et seulement si h est harmonique.

De plus: peS est un point conique d'angle 9; pour 1,2)

si et seulement si h a enpunesingularité logarithmique de poids

Pi-ßo (°"Pi è_1)'
n'est pas nécessairement différent de 2n).

Preuve. Soit S0 S — {singularités de ds0 ou isj. Soit peS0; si h

est harmonique et ds0 plate la proposition 2 implique que ds± est également

plate en p (cf. remarque 1). Inversément, si ds0 et ds1 sont toutes deux

plates, alors il existe deux systèmes de coordonnées, (x;y) et (u;v) au

voisinage de p tels que :

dsl dx2 + dy2 et ds\ du2 4- dv2

Notons z x + iy et w u + iv et soit w g(z) l'application identité

dans ces coordonnées. Alors g est holomorphe et on a

dsl I dw I2 | g\z) |2 \dz |2 ;

or

ds2 e2hdsl | iz |2

Donc /i(z) log | ^'(z) I est bien harmonique. Si p $ S0, p est un point
conique d'angle pour dSi(i= 1,2). Alors il existe des coordonnées z et w

au voisinage de p telles que z w 0 en p et

dsl | z |2ßo | dz 12 dsl I w 12ßl I dw |2

(cf. proposition 1).

Soit w g(z) l'identité ; g est holomorphe en z ^ 0 mais comme g est un
dififéomorphisme g est encore holomorphe à l'origine. De plus g'{z) ne s'annule

pas. #(0) 0 est donc un zéro simple c'est-à-dire il existe gl tel que
g{z) zgffz) et 0X ne s'annule pas. Ainsi

dsl I w |2ßl | dw I2 I Z0,(z) |2^ I 0'(z) I2 I dz I2

mais

dsl e2hdsl e2h \ z \2ßo | dz \2

Donc h(z) (ßi-ßo) log | z | + ßj_ log | gx(z) \ + log | g'(z) \ est harmonique
avec singularité logarithmique de poids (ßi~ß0) en z 0 (car g' et g1
ne s'annulent pas).
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