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7. UN CODAGE DU FLOT GEODESIQUE SUR UN ALPHABET FINI

Un choix différent de la surface de section conduit & retrouver d’autres
algorithmes de fractions continues. En particulier, si, dans la procédure donnée
au paragraphe 4, on inverse les deux derniéres étapes, c’est-a-dire si on
prolonge le segment vertical jusqu’a rencontrer une deuxiéme fois le segment
horizontal avant de poursuivre celui-ci (cf. Fig. 6), on obtient un domaine
fondamental différent, caractérisé par 0 < ¢ < 1 < b <1 + q, sans condition
sur les deux autres coefficients, sauf ad + bc = 1.
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On peut alors refaire la méme étude qu’au paragraphe 5, en définissant
deux domaines Q; et Q{, avec des faces rentrantes et sortantes. L’une des

) a c
faces rentrantes, 2., est formée des matrices du type ( ) avec

a <1 et c,d positifs, et L] est définie de facon symétrique. La surface de
section sur laquelle on définit ’application de premier retour est X, U 25 .
On peut paramétrer | par a et ¢, tous deux compris entre 0 et 1, et X’

par (a,c, €), avec € = 0 ou 1. Un calcul simple montre que ’application de
premier retour en ¥’ est donnée par

T{: I W
) 1
(a,c,e) ,c(l—a),g) Si a<§
1-a . 1
(a,c,e) ,l—c(l—a),l—s) si a>5.
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C’est un revétement d’ordre 2 de I’application représentée ci-dessous
(cf. Fig. 7); elle a un domaine de définition trés simple, mais des formules un
peu compliquées (en particulier, elle ne préserve pas la mesure de Lebesgue).
En utilisant la partition de Markov naturelle pour cette fonction, on peut coder
le flot géodésique par un alphabet a deux lettres.

En utilisant comme coordonnées non plus (a, ¢) mais (a, d), avec 0 < a < 1
et 0 <d< 1/a, on trouve pour ’application de premier retour la forme
suivante:
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FIGURE 7
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a . 1

(a,d,e)— ,d(l—a)2+(1——a),8) S a<5
1—a . 1

(a,a’,z—:)r—>k a—a*d,1 —¢ si a>£.

a

C’est un revétement de ’application schématisée dans la figure 8; cette
application préserve la mesure de Lebesgue, et son domaine est de mesure
infinie.

Dans les deux cas, ’application de premier retour se projette sur la
premiére coordonnée en I’application 7" de !intervalle [0, 1] définie
parT'(x) =x/(1 —x)six< 1/2, T'(x) = (1 —x)/xsix > 1/2. On peut voir
cette application comme la version projective de ’algorithme qui consiste a
prendre deux nombres positifs a et b, a soustraire le plus petit du plus grand
et a itérer I’opération; on réalise ainsi I’algorithme d’Euclide en ne faisant que
des soustractions, donc avec beaucoup d’étapes intermédiaires. Il s’agit d’une
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version «lente» de P’algorithme des fractions continues: si x est compris entre
1/(n+1) et 1/n, alors {1/x} = T'"(x).

FIGURE 8
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