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L'Enseignement Mathématique, t. 45 (1999), p. 253-270

LA VERSION DE DIAMOND

DE LA MÉTHODE DE L'HYPERBOLE DE DIRICHLET

par Michel Balazard

L Nombres de Beurling

La démonstration, en 1896, du théorème des nombres premiers par
Hadamard et de la Vallée Poussin, conclut un siècle de recherches, menées

notamment par Gauss, Legendre, Dirichlet, Tchebycheff et Riemann. Une

énigme résolue, une autre apparut: quelle était la vraie nature de ce résultat

au carrefour de l'analyse et de l'arithmétique, du continu et du discret? Ces

questions presque philosophiques ont été examinées par trois des plus grands
mathématiciens du vingtième siècle. En 1949, Erdös et Selberg donnèrent

une démonstration élémentaire du théorème, élucidant ainsi une partie de sa

nature combinatoire. En 1937, Beurling créa la théorie des nombres premiers
généralisés.

Son idée fut d'envisager une étude "dynamique" du théorème des nombres

premiers. Considérons une suite croissante

ß : 1 < ßi < ß2 < lim ßn -boo
n—-(-oo

et formons tous les produits :

ß^ := ß?ß?...

où -V := (zq, v2,... désigne une suite arbitraire de nombres entiers naturels,
nuls à partir d'un certain rang. Rangeons ces produits dans l'ordre croissant:

1 a\ < a2 < lim an -boo
H— +OO



254 M. BALAZARD

Les ßn sont les nombres premiers généralisés et les an les nombres entiers

généralisés de Beurling. Le problème général est d'étudier les relations existant

entre les an et les ßn, ou plus précisément entre les fonctions de comptage :

Pix) := X] 1

ßn<X

et

"(*)••= £1 E '•
OLn <X ß v <X

Cette étude se divise en deux parties : le problème direct est la détermination
des propriétés de N(x) connaissant celles de P(x), et dans l'autre direction

on parle de problème inverse.

Le projet initial de Beurling est l'analyse de la stabilité du théorème des

nombres premiers. Posons donc

P(x) — li(x) + xrj(x),

N(x) Dx + xe(x),

où li est la fonction logarithme intégral et D une constante positive1). On a

les résultats suivants:

Théorème 1 (Beurling 1937, [5]). Si 7 > 3/2 et e(x) 0((logx)-7),
on a 77(E) o{\/ logx) (c'est-à-dire P(x) x/ log*;.

Ce théorème est optimal : l'énoncé devient faux si 7 |. D'autre part,
une conjecture de Bateman et Diamond (1969, cf. [4]) récemment confirmée

par Kahane donne la généralisation suivante du théorème 1 :

Théorème 2 (Kahane 1997, [11], [12]). Si

+°° dx
(£(x)\ogx)2— < Too,

X

alors P(x) ~ x/ logx.

Des hypothèses plus restrictives sur e(x) permettent naturellement de

donner des informations plus précises sur rj(x). On dispose ainsi des résultats

suivants :

1 On notera, par exemple dans le cas des nombres entiers usuels, que l'omission d'un nombre
fini de nombres premiers ne modifie pas le comportement asymptotique de P(x) mais change la
valeur de la limite de N(x)/x quand x tend vers l'infini. L'apparition d'une constante positive
D dans l'expression de N(x) est donc inévitable.
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Théorème 3 (Wegmann 1966, [17]). Si a > 3, a > 3b et e{x) —

0(\og~a x), alors rj(x) 0(log~b x).

THÉORÈME 4 (Hall 1972, [10]). Soient a, c et b tels que

0<a<l, c > 0, b< a/1.91.

Si e(x) 0(exp(-clogflx)) alors rj(x) 0(exp(-log*7*)).

Les théorèmes 1 à 4 concernent le problème inverse de Beurling: il s'agit

d'obtenir des conclusions sur les nombres premiers à partir d'hypothèses faites

sur les nombres entiers. Le problème direct est l'objet des résultats suivants2).

Théorème 5 (Diamond 1977, [8]). Si

alors N(x)/x tend vers une limite positive quand x tend vers Vinfini.

Théorème 6 (Diamond 1970, [7]). Soit a > 1. Si p{x) <9(log-ax),
alors e(x) 0(log3-ax).

THÉORÈME 7 (Diamond 1970, [7]). Soit a tel que 0 < a < l et b —
1 + a

Si tj(x) 0(exp(— loga y)), alors e(x) 0(exp(—(log x log log x)^)).

Il est intéressant de constater que les démonstrations des théorèmes 1, 2

et 4 utilisent l'analyse harmonique, alors que celles des théorèmes 3, 5, 6 et 7

sont essentiellement élémentaires. Le présent exposé a pour objet de rappeler,
sans démonstrations, le cadre conceptuel proposé par Diamond pour traiter
le problème direct de Beurling (paragraphe 2), d'isoler le principe technique
fondamental intervenant dans les démonstrations (paragraphe 3) et enfin de

présenter une application nouvelle (paragraphe 4).

2) Les travaux [18] et [1] donnent également des informations intéressantes sur ce problème.
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2. L'algèbre M

Définition

Pour tout x >1, soit Bx la tribu des boréliens de [l,x] et soit B Ujc>i
l'ensemble des boréliens bornés de [l,+oo[. On notera A4 l'ensemble des

applications /x : 23 —> C dont la restriction à chaque tribu Bx est une mesure

complexe (voir [14], chapitre 6). Dans la suite, les éléments de A4 seront

appelés simplement mesures. A titre d'exemple, observons qu'on peut associer
à toute fonction arithmétique / : N* —> C une mesure q, par la formule :

M A") '

n> 1

où 6a, a > 1, désigne la masse de Dirac au point a.
A chaque mesure fi est associée3) sa "fonction sommatoire"

a(x) := /x([l,x]), x > 1

C'est une fonction complexe continue à droite, à variation bornée dans tout
intervalle [1 ,M], M < +oo. La correspondance ainsi établie entre A4 et cette
classe de fonctions est bijective. On écrit: fi — da.

La convolution dans M
Si da et dß appartiennent à M, on définit leur produit de convolution

da * dß par la formule4)

I da* dß If da{s)dß(t), E G B
JE J JsteE

On montre que cette définition a un sens et que da * dß appartient à A4.
Supposons, par exemple, que

da X/(W)V dß X
n> 1 n>l

où / et p sont deux fonctions arithmétiques. Alors,

da* dß h(ri)ôn

/i>i

3) L'emploi de la lettre a ne doit mener à aucune confusion avec la notation des nombres
entiers généralisés de Beurling an.

4) Nous présentons ici la théorie multiplicative, en vue de son application au problème de

Beurling. Il y a, bien entendu, une théorie additive isomorphe.
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vu ^ n\
h(n)/ * g(n)^ ;

J|/7

/? est le produit de convolution de Dirichlet des fonctions arithmétiques /
et g.

La proposition suivante indique comment effectuer des calculs de convolution.

PROPOSITION 1. Soit da et dß des mesures et f une fonction borélienne

complexe sur [1,+oo[ bornée et à support borné. On a:

Jf(u)da * dß jjf(st)da(s)dß(t).

En particulier, pour tout x > 1,

J da*dß a(^jdß{t) ß(^jda(s).

On notera (da)*n la puissance n-hme de convolution d'une mesure da.

Propriétés de M
L'addition, la convolution et la multiplication par les scalaires confèrent à

M une structure de C-algèbre associative, commutative et unitaire (l'élément
neutre étant 6 6\

Cette algèbre est intègre5). Ce fait, non trivial, résulte facilement d'un

important théorème de Titchmarsh (cf. [16], Theorem VII).
Il est facile de voir qu'un élément de M est inversible si et seulement si

sa masse au point 1 est non nulle. A4 possède un unique idéal maximal :

M0 {dae M, Q;( 1 0}.

Diamond s'est intéressé aux dérivations de A4, c'est-à-dire aux applications
C -linéaires D : A4 —> A4 telles que

D(p * u) p * D{y) + D(p) * v

quelles que soient p et v dans A4.

5) On peut donc considérer le corps des fractions de M. C'est le corps des «opérateurs
de Mikusinski», base d'une présentation originale du calcul opératoriel. Dans [13], Mikusinski
développe cette théorie, qui a des liens avec celle des distributions (cf. [15], p. 254).
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THÉORÈME 8 (Diamond 1968, [6]). Les dérivations de A4 sont les

applications de la forme

ß i—» ß0 * (logt. ß) s

ßo étant un élément fixé, arbitraire, de Ai.

On notera L la dérivation fondamentale dans M, à savoir la multiplication
par la fonction log A

Transformation de Mellin
Si da appartient à M, l'ensemble des nombres réels a tels que l'intégrale

/+oo t~ada(t)

converge6), a une borne inférieure crc. La fonction

/+oo rsda(t),

appelée transformée de Mellin de da, est alors définie et holomorphe dans le

demi-plan 9R(,s) > ac ; elle peut éventuellement se prolonger analytiquement
au-delà.

La propriété fondamentale de la transformation de Mellin est la suivante.

Si

/+oo rsdß(t), dßeM,

alors

/+oo rsda * dß(t) F(s)G(s)

pour tout s tel que les trois intégrales convergent, par exemple pour tout

s a + ir tel que

/+oo
r+oo

t~a\da\(t) < Too et J t~a\dß\(t) < Too

Observons également que la transformée de Mellin de L(da) est —F'(s).

6) Nous entendons par là l'existence de la limite limx_,+qo fjx t ada(t).
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TOPOLOGIE

Pour tout x > 1, la relation

\\da\\x:=J^ \da\, da G M

définit une semi-norme sur A4. Si da et dß appartiennent à A4, la mesure

\da\ * \dß\ — |da * dß\ est positive donc on a l'inégalité:

\\da*dß\\x <

qui montre que la famille de semi-normes (|| \\x)x>i munit A4 d'une structure

d'algèbre topologique. Cette algèbre est complète.

Calcul fonctionnel

L'emploi dans A4 des séries entières à coefficients complexes est fondé
sur la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soit f(z) Y2n>oanZn une s^4e entière complexe, de

rayon de convergence p > 0. Alors1),

(i) f(da):=£„>0an(da)*n converge dans A4 si |a(l)| < p;
(ii) la série ^n>QCLn{daYn diverge dans A4 si |a(l)| > p;
(iii) da \—> f(da) est continue dans l'ouvert de A4 défini par

|o(l)| < p;

(iv) pour da dans cet ouvert, on a L(f(da)) =ff(da) * L(da).

L'exponentielle

exp (da)=eda y ni
n>0

est un exemple fondamental. Ses principales propriétés sont résumées dans la
proposition suivante.

PROPOSITION 3. L'exponentielle est une fonction continue de A4 dans
A4 \ A4o, vérifiant:

(i) eda+dP eda * edß pour da et dß dans M ;

(ii) eda dXd\*L{da)L(d\)etea(1) A(l).

7) (da)° - 6
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PROPOSITION 4. Avec les notations du paragraphe 1, on a:

dN edn

où n<» := P(x) + \P(x^2) + \P(x'/3)+

Cette proposition traduit l'identité eulérienne formelle:

£ 4 II Ar «e £ *&n> 1 n n> 1 ßsn n>\,k>\

Ainsi, la théorie de Beurling ressortit à l'étude de l'exponentielle et du

logarithme dans l'algèbre de mesures A4.

Formulaire

Nous donnons ci-dessous une liste de propriétés d'usage constant pour le

calcul dans A4.

1. La multiplication par f est pour tout nombre complexe r un automor-

phisme de l'algèbre A4. En particulier, pour toute série entière f(z),
on a

ff(da)=f(fda).
2. da* ja{t)f.

(lozt)n~l
3. (dt)*" \ ë 7. dt.

{n - 1)!
dt

4. (6 +dt)*(<5 — -) 8.

5. 6 + dt edT, où

rW := / 1 -
dt

t J logt

3. La méthode de l'hyperbole revisitée

Si da* dß dj, on a

7(x) J da(s)dß(t) ß(*^jda{s) a{^jclß(t)

ß(ßjda(s) +

pour tout x et tout y tels que 1 < y < x.
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Cette façon de calculer un produit de convolution en introduisant un

paramètre 3/, déterminé ensuite au mieux suivant la question considérée, a

été imaginée par Dirichlet dans [9]. C'est la méthode de l'hyperbole. L'idée
de Diamond est que l'itération de ce principe de calcul permet d'étudier des

mesures définies dans M au moyen de séries entières comme au paragraphe

précédent, par exemple des exponentielles d'autres mesures.
On a immédiatement l'estimation suivante:

LEMME 1. Si da et dß appartiennent à M, on a, pour dj da* dß
et x yz, où y > 1, z > 1 :

|7(x)| < ||rfa||ysup|/3| + \\dsup|a| +
[z,x] [y,*]

Le lemme suivant donne l'inégalité fondamentale dans la méthode de

Diamond :

LEMME 2. Soit da une mesure. Posons pour tout entier n> 1,

dan (da)*n

et supposons que :

1) \\da\\x < A(x) ;

2) |a(*)| < B(x)C(Logx) <M,
où A et B sont croissantes au sens large et C décroissante au sens large, et
M est un nombre réel positif.

Alors, pour n > 1, n entier, et x > 1, x réel, on a :

Ktoi < n(A(x) +M)n~lB{x)c.
Démonstration. Observons pour commencer que l'hypothèse 1) entraîne:

\\dan\\z<A(x)n,

pour n >1, 1 < z <x.
On procède par récurrence sur n. Le cas 1 est contenu dans l'hypothèse

2). Le passage de nà n+ 1 se fait en appliquant le lemme 1 avec
y z x^fï ,et ßan.Ona :

\an+l(x)\< «(A(x) + M)""16(x)c(^)a(x)

+ ß(x)C(logy)A(x)" + +
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i 1°%Z 1°&X aOr logy donc
n n + 1

\an+i(x)\ < B(x)C(^4)\nA(x)(A(x) + M)""1 + A(x)n + + M)""1!
\n + 1 /

< (n + l)(A(x) + M)nB{x)c(—\
\n + 1 /

ce qui démontre le lemme 2.

Ce résultat fournit une estimation générale, facile à utiliser, comme nous
le verrons au paragraphe 4. Il faut cependant garder à l'esprit la possibilité
d'obtenir parfois de meilleures majorations grâce à des renseignements

supplémentaires, spécifiques au problème considéré.

Ainsi, nous allons conclure ce paragraphe en donnant la démonstration

complète du théorème 6. Pour rédiger cette preuve, qui ne figure pas dans

[7], nous avons bénéficié de fructueuses conversations avec H. G. Diamond.

On démontre en fait un résultat plus fort que le théorème 6. Soit donc ß

une suite de nombres premiers généralisés telle que (avec la notation de la

proposition 4)

cJiî J î tlogt
où c et a sont des constantes positives. Alors

N(x) ex -H 0(x log2~"flx).

C'est l'énoncé du theorème 3.3a de [7]. Sa démonstration repose sur

l'inégalité fondamentale suivante. Si

dv := — dr — (logc)<5) et dvn := (dv)*n

alors

Wn(x) I < JïAq(2 log log 3x +Ai)n~l log~ax

pour n > 1, a > 1, où Ao et Ai sont des constantes positives. Observons que

l'application du lemme 2 donne ici un facteur supplémentaire na.

Pour démontrer cette inégalité, on procède bien entendu par récurrence

sur n. Introduisons au préalable des constantes K\, K2 et £3 telles que les

inégalités suivantes soient vérifiées pour x > 1 :

\v(x)\ < Kilog~ax;

< k2:Il dv\\<2 log log
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LEMME 3. Sous les trois hypothèses ci-dessus, on a, pour n > 1 et x > l,

rv^r/ logr
1 Ï J -1

log Y
\di/n\(t) < nK4(2 log log 3x + K3)n

1

où K4 est une constante positive.

Démonstration. Si 0 < u < 1/2, on a (1 — u) a — 1 <C u. L inégalité

à démontrer est claire si 1 < x < 2, pourvu que K4 soit assez grande. Si

x > 2, l'intégrale est

rVx ryß

« (log x)
1 / log t\dvn\ (t)<(logx)

1 / log t\di/\*n(t).

Comme la multiplication par logt est une dérivation de Ad, la dernière

intégrale vaut

/y/x
ry/x ry/x/t v

|di/|*(n_1) * (logt\du\)(t) n j yj \dv\^n 1}J log t\dv\(t)

< n{2 log log 3x + K3)n
1 f ——(/ill + dr + |log c|<5)

t
yfxrvx

rc(2 log log 3x + K3)n~l J logtydv + 2— + (loge + |logc|)6J

< n(2 log log 3x + K3 )n log x,
d'où le résultat.

On peut maintenant démontrer l'inégalité fondamentale ci-dessus. Posons

Aq — K\ et Ai K3 + K4 + 2aK3. L'inégalité étant alors vérifiée pour n — 1,

supposons la vérifiée au rang n. Nous aurons, pour x > 1 :

rVx /vx ryfx
Vn+l(x)=s j vn (ç^dv{t)+J (yj - vn(y/x)v(y/x)

La première intégrale est majorée par

nA0(21oglog3x + A1)"~1 f (logj)

< «A0(21oglog3x + Ai)" (2 log log 3x + log "x.
La deuxième intégrale est majorée par

< Ki logx [(2 log log 3x + K3y + log log 3x + K3)n~l]
t>
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Enfin,
I vn(y/x)v(y/x) \ < n2aK2A0(2loglog 3x + Ks)"'1 log"" x.

L'inégalité fondamentale au rang n + 1 résulte donc de:

nA0(L + Al)n~\L + K3+ K4) + Ki(L+
+ nK\K4{L+ K3)n~l + 2aK2A0n+ K3)n~l 1 + A,)"

où L 2 log log 3x, et cela est vrai, vu les définitions de A0 et Ai.
En conclusion,

dTl dr + (log c)6 + tdv

donc

d'où

dN edncedT * (tedc(ô + *

N(x)cj '

fX dv V" u"(x)
ex e ex + ex >ii ^ m

n> 1

L'inégalité fondamentale permet de majorer la dernière somme:

/ A 1 -a (21°gl°g 3x + Ai)n
1

A 2 _2^^r<Ao!og 7^1ïvA0e (log3x) log x,
n> 1

' n> 1
V J'

d'où le résultat.

4. Une application

Dans ce paragraphe, nous proposons une variation sur un thème abordé

dans [2] à propos de la fonction d'Euler.

THÉORÈME 9. Soit ß une suite de nombres premiers généralisés telle

que ßn diffère du n-ème nombre premier usuel pn par une quantité 0(na),
où 0 < a < 1. On a alors, pour tout c fixé, c < y/2(l — a),

e(x) <C C{x)~c,

pour x > 3 où£(x):= ev"0**1«*10«*.
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Observons que le résultat pour a 0 découle du cas a > 0 ; nous

supposons donc a > 0 dans la suite. Dans le cas particulier où la différence

ßn—Pn est constante, la méthode de [3] donne un meilleur résultat, comparable
à l'estimation de Korobov et Vinogradov du terme d'erreur dans le théorème

des nombres premiers.
La démonstration du théorème repose sur les lemmes suivants.

LEMME 4. Sous Vhypothèse du théorème 9 et en notant Iii et YI2 les

fonctions associées respectivement aux suites (pn) et (ßn) comme dans la

proposition 4, nous avons :

fx d(Xl2 - Ui)(t) n/ -VJl ViliogjD + 0(xa~l)JitOÙ

dn1 ~ Vf;.

Démonstration. Soit K un nombre entier fixé, supérieur à l/a. Nous
avons :

fX d(U2 — rii )(/•) yr 1 1

^ ~
k*kßkn

ßnk~PnkEL(*"*)+ E
k=l n>l,k>K

°( E £)+<>( E
k>K,ßt>x Pn

k>K,pk>x n

OU

ßn<t 1 P„<tPn

La majoration de Tchebycheff pour la fonction de comptage des nombres
premiers nous donne:

E î« E
1 xl'k

k>Ky.<*k AT<*<fc/log2

et de même,

E îk
k>KJ3^<x
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Par conséquent,

£ ißi+ £ 4c
>V Rk\ ^n V ^k^v ln J X

C+oo

<x*_1 <xa_1.
/

k>K,ßk>x n k>K,pk>x
'

Maintenant,

At(0 E^«~*
pn<t

OÙ

£*«:= E &"* + £ ÄT"-
Pn<tjßn>t pn>t,ßn<t

Comme pn — ßn 0(fta), et pn ~ n log n, on a, pour une constante positive
convenable // et pour tout fc fixé :

^ ja—kEk(t)< E r* < -—-z-^ log
|/?n—r| <//?ä

d'après l'inégalité de Brun-Titchmarsh. Il en résulte que

K-1

kE « ^_1
fc=l

Comme d'autre part,

Es E
&=1 pn<xl/k n>l,l<k<K 1 <k<Kpk>x

il suffit pour conclure de vérifier que pour chaque k fixé, on a:

Pn>X{/k

Or \ßnk ~Pnk\ <^nap~k~l donc

Pn>t

d'où le résultat.

+oo
ua-k~ldu « f~k
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LEMME 5. Soit da une mesure et b un nombre réel positif tels que

(i) \\da\\x log log 3x, x > 1 ;

(ii) a(x) <C x~~b, x > 1.

Soit dß eda, dj(t) » tdßit) et dp JAh * dj, où Nft) |r|.
powr towte constante c < y/2b, on a :

(iii) /?(x) - 1 + 0{C{x)~c), x > 3 ;

(iv) 7(x) <C xC(x)~c, x > 3 ;

(v) /i(x) x + 0(£(x)_c), x > 3.

Démonstration. Le lemme 2 s'applique avec:

A(x) Mi log log 3x, B(x) M2 C(m)

où Mi et M2 sont des constantes positives. Nous obtenons:

Jl n>0
'

77 > 1

i + E+E>
«<£ n^>K

où est un paramètre, choisi ultérieurement.

Nous avons pour n > 1,

KO)[ (Mt log log 3x + OÇl))"-1 _6!otv

«! (n —1)!

La formule de Stirling et un calcul facile montrent que cette dernière

quantité est maximale pour

n
J(2b + o(l))

l0g*
y log log x

et est donc, pour tout n > 1 :

« £(xr*®+o(i).

Si nous choisissons K logx, par exemple, cette dernière estimation se

transmet à J/n<K. Quant au reste, il est

(Mi log log 3x + 0{ 1 ))n~1
< 2^ (n _ < exp(-(l + o(l))logxloglogx)

77 > log X

donc négligeable: l'assertion (iii) est démontrée.
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L'assertion (iv) résulte d'une simple intégration par parties:

j^ tdß{t) xß(x) — ß(t)dt

«i£W^/lï+"(1) +

« xC(;crvS+o(I)

Pour démontrer l'assertion (v) nous employons de nouveau la méthode de

l'hyperbole :

/y
r-^/y

7 {ß)dNßt) +j Ni(^jdy(t) - Ni(y)j(^j

+^(-) +0(\\d1\l/y) + 0{x
n<y

U J

d'après (iv) et l'égalité

",(;) y+ 0<i,

Or

¥ll \tdßm\ t\dß\(t)<< < z(log3z)M|
'1 J 1

pour z > 1. Par suite, en utilisant (iii) et (iv),

H(x) x +0(x(logy)C(x/yyVrb+o(1)) + log 3 /y).

En choisissant y avec e positif assez petit, on obtient l'assertion (v).

Nous pouvons maintenant achever de démontrer le théorème 9. Soit N2

la fonction de comptage des nombres entiers généralisés engendrés par la

suite ß. En utilisant les notations des lemmes 4 et 5, posons :

d{n2 -nO (logD)<5 + dX

da(t) —-—

de sorte que, d'une part,

\\da\\x<J |(|iogD|ô + dn2 + dn,Xf)

< 21oglog(3x) + 0(1),
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a(x) <C xa
1

et d'autre part (lemme 4),

Or,

dN% edU2 * edU2-m' dNi * e^D)6+dX DdN\ * d-y

où d^y(t) tedoiit). Le théorème résulte donc de l'assertion (v) du lemme 5.
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