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L’ Enseignement Mathématique, t. 51 (2005), p. 87-115

CONTROLE DES BRAS ARTICULES
ET TRANSFORMATIONS DE MOBIUS

par Jean-Claude HAUSMANN *)

RESUME. Pour un m-uple a = (ai,...,an) de nombres réels positifs, le
bras articulé de type a dans R est I’application f%: (SY~'y" — R définie par
Sz, zm) = 201 a;z;. On se propose d’attaquer le probléme cinématique inverse

via les relevés horizontaux pour la distribution A“ orthogonale aux fibres de f“.
On montre que les composantes connexes par courbes horizontales sont les orbites
d’une action sur (SY~")" d’un produit de groupes de transformations de Mobius. On
détermine également, dans plusieurs cas, les orbites d’holonomie de la distribution A”.

1. INTRODUCTION

Soit f: M — N une application différentiable (C°°) entre deux vari€tés
M et N. Le probleme cinématique inverse pour f consiste a trouver un
procédé pour relever dans M les courbes lisses par morceaux dans N. Plus
précisément, étant donnés une courbe lisse par morceaux c¢(f) € N et un point
q° € f~1(c(0)), on aimerait disposer canoniquement d’une courbe lisse par
morceaux (1) € M telle que &0) = ¢° et f(&(t)) = c(¥).

Si M est une variété riemannienne et f est une submersion propre, on
peut alors procéder comme Ehresmann [Eh, § 1]. On considere une distribution
A', c’est-a-dire un champ de sous-espaces vectoriels A({ C Ty,M pour tout
g € M, en définissant AZ; comme le complément orthogonal a Ker7,f, ou
T,f: Ty M — Ty,N est application tangente a f en g. Une courbe lisse
par morceaux b(f) € M dont le vecteur vitesse b satisfait & b(f) € A,f(t)
est appelée une A/ -courbe, ou courbe horizontale. Le probleme cinématique

*) Cette recherche a bénéficié du soutien du Fonds National Suisse de la Recherche
Scientifique. L auteur tient a remercier P. de la Harpe et D. Thurston pour d’utiles conversations.
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inverse pour f est alors résolu de la maniére suivante: une courbe c¢(f) € N
définie sur un intervalle au voisinage de 0 admet un unique relevement
horizontal ¢(r) € M partant d’un point c(O) € f~1(c(0)). En effet, f: M — N
est ici un fibré différentiable sur lequel A*q constitue une connexion [Eh, §1].
Pour I’existence et ’'unicité de ¢ dans ce cas classique, voir [DNF, lemme 2,
p-212].

Pour une application différentiable f: M — N quelconque, avec M
riemannienne, on peut tout de méme considérer la distribution A/ ot A] est
le complément orthogonal a Ker 7, f. L’unicité du relévement horizontal d’une
courbe ¢(f) € N est alors préservée puisque T, f envoie Ag 1somorphiquement
sur I'image de T,f. Son existence est garantie en tout cas si ¢(z) reste dans
les valeurs régulieres de f, au-dessus desquelles f est une submersion. Cette
solution horizontale du probleme cinématique inverse est celle qui minimise en
chaque instant 1’énergie cinétique: &(f) est horizontale <i et seulement si &(¢)
est le vecteur au-dessus de ¢(r) tel que |c(t)|2 soit minimal. Observons que
A/ est une distribution de dimension non-constante : dlmM; = rang (T, f).
Par exemple, si N = RY avec la métrique standard et que 1’on écrit
f(@) = (xi(q),...,xs(q), alors A/ est la distribution engendrée par les
champs de gradients {grad x;},— 4. Plus généralement, pour f: M — N, la
distribution A/ est engendrée par gradients de ¢ of pour toutes les fonctions
¢o: N — R.

Comme distribution sur une variété riemannienne, A/ définit sur M
une géométrie sous-riemannienne ([Be],[Mo]) ou géométrie de Carnot-
Carathéodory [Gr]. En tant que distribution engendrée par des champs de
vecteurs, A/ définit également sur M un probléme de théorie du controle [Ju].
Ces théories s’accordent sur 1'utilit¢ du théoreme de Sussmann [Su, Th.4.1]
qui décrit, pour une distribution sur M, les compcsantes connexes par
A-courbes comme les feuilles d’une distribution intégrable associée a A.
Il s’agit encore d’un “feuilletage” dont les feuilles ne sont pas toutes de méme
dimension, I’exemple standard étant les orbites d’une action différentiable d’un
groupe de Lie sur M. Dans le cas qui nous occupe d’une distribution A/,
obtenir une paramétrisation de ces feuilles peut étre un pas préliminaire im-
portant pour la résolution du probléme cinématique inverse car il réduit le
nombre de variables dans les équations différenticlles.

Le but de cet article est d’étudier les questions ci-dessus dans le cas
ot M = (S97!)" est le produit de m spheres standard S9! de rayon 1
(muni de la métrique produit) et f: (S9~'y" — R? est un bras articulé. Si

=(aj,...,ay) € R>O , le bras articulé (de type a) dans R? est ’application
fe: (Sd_l)m — RY définie par
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m

FUz ) = Za.izj'

j=1

Les points de (S9~')" sont appelés des configurations. On peut s’imaginer
un bras de robot dans R?, partant de 1’origine, formé de m segments de
longueurs ay,...,a, et dont I'extrémité est f%(z). Notons que certaines
longueurs a; peuvent étre nulles, ce qui sera utile au paragraphe 2 pour
certaines démonstrations par récurrence.

SNz, 20,23, 24)

Dans le cas d’un bras articulé, le probleme cinématique inverse prend
la signification qu’il a habituellement en robotique: trouver, a partir d’une
configuration initiale ¢(0) du bras, un mouvement ¢(7) des différents segments
tel que f4(¢(¢)) = c(r). Ce point de vue nous parait stimulant et suggestif de
problemes mathématiques intéressants.

Le lecteur trouvera une étude des bras articulés dans [Ha], par exemple la
caractérisation des points critiques de f¢ qui sont les configurations alignées
z; = %z; Vi,j (voir aussi la remarque 2.10 plus loin), ainsi qu’une premicre
classification des préimages M, := (f9)~'({b}) pour une valeur régulicre
b € R?. Les espaces M, sont reliés aux espaces de polygones. Par exemple, si
d=2et b# 0, ’'espace M, s’identifie a ’espace des configurations planaires
d’un (m+1)-gone de longueurs (ay, ..., dn, |b|) modulo les isométries directes
du plan. La classification de ces espaces a récemment été poussée jusqu’a
m < 8 dans [HR]; I’espace M), correspond a Nz’”H(al, ...y am, |b]) dans les
notations de [HR]. En général, si b # 0, le groupe SO(d — 1), stabilisateur de
b pour I’action de SO(d) sur R?, agit sur M, avec quotient homéomorphe
a N ay, ... am, |b)).

Pour le bras articulé f¢, notons A” := A" la distribution déterminée sur
(§9=1y" par f¢. Comme indiqué ci-dessus, le premier travail sera d’étudier les
composantes connexes par A’-courbes. Notre théoréme principal ci-dessous
les identifie avec les orbites d’une action sur (S9~!')Y" par un groupe de Lie,
action que nous allons décrire maintenant.
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Soit f(a) le nombre de valeurs distinctes non-nulles de la suite ¢ :
fa) :=8{a; | i=1,...,m, a; # 0}. Par exemple, #(3,3,0,1) = 2. Désignons
par Mob,_; le groupe des transformations conformes de S¢~! préservant
I’orientation. C’est le groupe des transformations de Mobius, engendré par les
compositions d’un nombre pair d’inversions, dans R?U{ oo}, par rapport a des
spheéres perpendiculaires 2 S9~!. Soient by,..., by, les valeurs non-nulles
de la suite ;. Pour j € {1,...,4(a)}, soit Mébgil une copie du groupe
Mob,_;, que 1’on considére comme agissant sur (S¢~!')" de la maniere
suivante: si R € Mt')bg)_l, on définit R- (z),...,2m) = (2},...,2,) ol
R Zi si a; = b]

Z sinon .

Si j #j, les actions de Mébg)_ , et de Mt’>bg21 cornmutent et définissent
ainsi une action différentiable de G(a,d) := Mébfl(f)l sur (S9=1y" qui dépend
de a. Notre théoreme principal est:

THEOREME PRINCIPAL. Deux points z et 7 de (S4'Y" sont reliés par

une A%-courbe si et seulement si ils sont dans la méme orbite pour [’action
de G(a,d).

Le théoreme principal implique que I’on peut trouver les relevements
horizontaux par des équations différentielles dans le groupe G(a,d ), voir [Ro].

La preuve du théoréeme principal occupe les paragraphes 2 a 4. Elle utilise
le théoreme de Sussmann cit€é auparavant ainsi que le théoreme de Chow
([Gr, §0.4], [Be, Th. 2.4 et §2.5], [Mo, Ch. 2]). Dans lz paragraphe 5, on tire
quelques conséquences du théoreme principal, par exeraple que les invariants
classiques des transformations de Mobius, comme le birapport de 4 points,
produisent des quantités qui sont conservées le long des A“-courbes.

Les paragraphes 6 et 7 sont consacrés a I’étude des groupes d’holonomie
de A“. Si U est un ouvert de R? formé de valeurs régulieres du bras
fe (S y" - R? et si b € U, le groupe d’holonomie H,(U) est formé
des difféomorphismes de M, := (f“)~'(b) obtenus par transport horizontal
au-dessus de courbes dans U lisses par morceaux qui sont des lacets en b.
On montre que pour un bras générique (f(a) = m), le groupe H,(U) agit
transitivement sur chaque composante connexe de M, . Ceci contraste avec le
cas a = (1,...,1) ot ’on montre que, pour les bras planaires, les orbites
de I’action du groupe d’holonomie sont les lignes de gradient d’une certaine
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fonction de Morse p,: M, — S' dont on détermine les points critiques avec
leurs indices.

2. BRAS ARTICULES PLANAIRES

Ce paragraphe présente quelques outils pour la démonstration du théoreme
principal dans le cas d = 2 (bras planaires). On retrouvera essentiellement
les mémes énoncés pour les bras dans RY (§3), dont les démonstrations
utiliseront le cas d = 2 traité ici. De plus, le cas d = 2 a ’avantage d’utiliser
des techniques plus élémentaires et des calculs explicites.

Soit a :=(ay,...,a,) € RZ,. Le bras articulé planaire f¢ peut s’exprimer
comme I’application f: T™ — C du tore plat 7" = (S')Y" a valeurs
complexes :

m
fa(zla s aZm) — Zaizi .
i=1

En paramétrant le cercle S' par g — ¢4 (g € R) et en identifiant C avec
R?, on regarde aussi f¢ comme l’application de R”™ — R? donnée, pour

q:=1(qi,...,qn) € R", par
(1) S = () _aicosq:, y aising) = (X“(g), Y*(q)).
i=1 i=1

Par abus de langage, les points de R” sont aussi appelés des configurations.
La distribution A? := A/" est donc engendrée par les champs grad X¢ et
grad Y. On la regarde, soit comme une distribution sur 7, soit comme une
distribution périodique sur R™.

Rappelons que le groupe SU(1, 1) est formé des (2 x2)-matrices complexes

1
U ) Ce sont

M de déterminant 1 telles que MIM =17 od J = (0 1

: b
exactement les matrices de la forme (g a) avec |la|* — ||p]|> = 1. Le

groupe SU(1,1) est le sous-groupe de SL(2,C) dont l’action sur C par
transformations homographiques préserve l’orientation et le cercle unité; il
s’identifie donc a Mdéb; . Son algebre de Lie su(l,1) est formée des matrices
M telles que JMJ = —M" qui s’écrivent donc (zg —biu> avec u € R et
b € C. Enfin, rappelons que les algebres de Lie sl(2,R) et su(l,1) sont
isomorphes, en fait conjuguées dans GL(2,C) :
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Psl2,R) P~ = su(l, 1), ot P:= G _l‘) .

Désignons par Vec (M) l’algebre de Lie des champs de vecteurs sur une
variété différentiable M. Soit £¢ la sous-algebre de Lie de Vec(7™) (ou de
Vec (R™)) engendrée par les champs grad X* et grad Y“, ou X“ et Y“ sont
définis dans 1’équation (1).

Soit a,: su(l, DH® — VecT™ I’action infinitésimale associée a I’action
de G(a,2) = SU(1, 1)@ sur T™ définie dans I’introduction. Rappelons que
«, est un anti-homomorphisme d’algebres de Lie.

PROPOSITION 2.1. L’anti-homomorphisme o : su(l, DA — Vec (S')Y" est
injectif et son image est L°.

Le reste de ce paragraphe est consacré a la preuve de la proposition 2.1.
Nous avons tout d’abord besoin d’un certain matériel préliminaire. Prenons les
notations de I’équation (1) et considérons les champs S, C € Vec (R") donnés
par

sin q COS 41
(2) S = y C =

Sin ¢y, COS gm
On vérifie par calcul direct que

1
1

Ces relations sont satisfaites par les générateurs suivants de su(l,1):

@) C:= (-?/2 if)’ $ = (1(/)2 1(/)2>’ A= (i{)z —?/2>'

Les sous-groupes a un parametre de SU(1, 1) correspondant aux deux premiers
¢léments sont
~ cosh(z/2)  sinh(z/2)
Exp(zS) =
Xp(5) (sinh(t/Z) cosh(z/2)
et \
cosh(¢/2)  isinh(z/ 2))

Exp(tC) = (-isinh(t/2) cosh(z/2)
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En faisant agir ces sous-groupes & un paramétre sur S' par transformations
homographiques, on obtient les flots T7,T: S' — S' (¢ € R) définis par

cosh(z/2) z + sinh(7/2)

1 -
> = sinh(#/2) z + cosh(z/2)
et
(6) Ti(z) = cosh(#/2) z + i sinh(¢/2)

—isinh(z/2) z + cosh(z/2)
(I"exposant 1 ou i indique le point fixe stable du flot). Considérons les champs
de vecteurs S, C, et A de (2) dans le cas m = 1, c’est-a-dire sur S'.

LEMME 2.2. En tant que flot sur S', on a
(@) T} est le flot de —S, le flot du gradient de la projection sur I’axe réel;
(b) T estle flot de C, le flot du gradient de la projection sur I’axe imaginaire ;

(¢) z+> €'z (rotation a vitesse constante) est le flot de A.

Preuve. Soit W' le champ de vecteurs sur S' dont I'! est le flot. Soit
Re: S' — R la projection sur I’axe horizontal. Le champ W' est défini sur
un voisinage de S' et le calcul direct sur la formule (5) donne

,_dli@| 1-72

S gt 2

=0
Le champ W! est donc dirigé vers la droite et ses zéros sont +1. Il en est
de méme pour grad Re qui est la projection orthogonale sur 7S' du champ
constant §/0x. D’autre part, pour z = ¢? on a
|1 = 22|* = ||1 — cos260 — isin26|* = (1 — cos 26)* + sin’ 26
= 2(1 — c0s20) = 2(1 — cos® § + sin* ) = 4sin* 0 .

On a donc

|W.[|* = sin® @ = || grad_Re]|*.
On a ainsi établi le point (a) du lemme 2.2. Le point (b) se démontre de la
méme maniere et le point (c) est évident.  []

Plus généralement, pour s € S, considérons le flot sur S!

cosh(7/2) z + ssinh(¢/2)

ssinh(#/2) z + cosh(z/2)

Soit g,: S' — R la fonction “s-composante”: g,(z) = Re (z5). Soit @7 le flot
sur S' de grad g,. Les points (a) ou (b) du lemme 2.2 sont des cas particuliers
du lemme suivant.

(7) I(z) =
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LEMME 2.3. @] =17 (égalité de flots sur Sh.

Preuve. Soit my: S' — S' la multiplication par s et m; celle par 5. On
a g, = g1 om; et les champs grad g; et grad g, sont mi;-reliés:

T ms(grad_ gs) = grad; g .

On a donc @} = m, o ®! o ms. Par le point (a) du lemme 2.2, on a @} =T},
d’ou
@fzmsorrlomgzl";. L]

Pour s € S', soit

(0 s/2
Cs = <S/2 0 ) € su(l, 1).

Par exemple, C; = S et C; = C. Comme s = ¢, on a C, = PySP;", ou
Py € SU(1,1) est la matrice diagonale de coefficients /2, ¢=/2 1 action
par transformation homographique de Py sur S' est la rotation m,. On a
donc que exp(tC,) génere sur S' le flot T¥.

Soit a: su(l,1) — Vec(S!) I’action infinitésimale de I’action de SU(1,1)
sur S'. Vu ce qui précéde, le lemme 2.3 se paraphrase en

LEMME 2.4. o(Cy) =grad g,. []

REMARQUE 2.5. Comme « est un anti-homomorphisme d’algebres de
Lie, on a bien

a(A) = ([C, S]) = —[a(C), a(S)]) = —[C,~S] = A.

Preuve de la proposition 2.1. Elle se fait par récurrence sur f#(a). Le cas
#(a) = 0 est banal car su(1,1)° = 0 (par convention) et £* = 0 puisque
I’application f¢ est constante. L’injectivit¢ de «, est aussi évidente puisque
I’action de G(a,d) sur S%! est effective.

Supposons que f#(a) = 1. Soit b I'unique valeur positive de la suite «;.
Les composantes non-nulles de grad X sont égales a celles de —bS et celles
de grad Y* sont égales a celles de bC. De plus, grad X¢ et grad Y ont les
mémes composantes nulles. Il s’ensuit que 1’algebre de Lie £¢ ne dépend
pas de b et qu’elle est isomorphe a ’algebre de Lie engendrée par S et C.
L’action de G(a,2) = SU(1,1) sur T™ ne dépendant pas non plus de b, on
peut supposer que » = 1. Dans ce cas, pour X € su(l, 1) les composantes non-
nulles de «,(X) sont égales a a(X). Par les parties (a) et (b) du lemme 2.2, on
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en déduit que oaa(g) = grad X¢ et aa(a) = grad Y“. L’image de «, contient
donc £¢. Comme S et C engendrent su(l,1) en tant qu’algebre de Lie,
I'image de «, est aussi contenue dans £, ce qui démontre la proposition
2.1 lorsque f(a) = 1.

Supposons, par hypothe¢se de récurrence, que la proposition 2.1 soit vraie
pour f#(a) < j— 1. Soit a tel que #(a) = j. Pour k € N, introduisons les
champs de vecteurs suivants sur R :

k k o k
aj a) sing aj cos q

®) A= |, Als:= : . AfC =
dk ak sing,, ay, cos g,

m

L’espace vectoriel engendré par les champs
(9) Ao APl et A k> 1)
est une sous-algebre de Lie de Vec (R™). En effet, on a
[A%1C, A2-1§]) = A2HD A2k A2-10) = _ g2kHD-1 g
[AZk—IS AZ[] — _A2(k—|—[)—1C

Cette algebre de Lie est engendrée par grad X? = —AS et grad Y¢ = AC,
donc c’est 1’algebre de Lie L£“.

Supposons que a, # 0 (le raisonnement est analogue si c’est un

autre ;). Considérons les projecteurs linéaires 7/, 7" : R” — R™ définis
/ Py / / 1 o 1 11 X:
par T(xy,. .., X)) = (X, .. 0,x,) et (X, X)) = (X, .., x])) ol

, X, Sla =a, N 0 sia =a,
Xi = . X = .
0 sinon X; sinon

On considérera aussi 7’ et 7’/ comme des morphismes du fibré tangent TR™
sur lui-méme, au-dessus de l’identit¢ de R™, en appliquant 7’ ou 7" sur
chaque fibre. Notons ' := 7'(a) et @’ := n”(a). Par exemple, si m =5 et
a=1(2,1,3,1,1), alors ¢ =(0,1,0,1,1) et a’ =(2,0,3,0,0).

On a 7'(grad X%) = grad X*, 7'(grad Y*) = grad Y¢ et il en est de
méme pour 7 et a”. Ceci montre que A =AY @AY . De plus, la forme
particuliere des champs de (8) et des actions fait que £ = £¢ @ £ . Bref,
tout se passe composante par composante et il en est de méme des actions:
a: Lie(G(a,2)) — Vec(T™) se décompose en a, = ay @ ay. Comme
f(a’) =1 et §(d") = #(a)—1, on aura, par hypothése de récurrence, que 1’image
de au est Ly et que I'image de - est L,-. On en déduit que ’image de
o, est bien £%, ce qui achéve la démonstration de la proposition 2.1.  []
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COROLLAIRE 2.6. En tant qu’algébre de Lie, su(l,1)" est, quel que
soit m, engendrée par 2 éléments.

Preuve. Soit a = (a1,...,a,) € R" avec 0 < a; < --- < a, (donc
#(a) = m). Par la proposition 2.1, «a,: su(l,1y" - L est un (anti)-
isomorphisme d’algébres de Lie. Or, £¢ est engendrée, en tant qu’algebre
de Lie, par grad X“ et grad Y¢. [

REMARQUE 2.7. Pour m = f(a), les deux générateurs de su(l,1)” du
corollaire 2.6 sont
AC = (alé, e ,ama) et AS:= (a1§, . ,amg),
avec les E,g € su(1, 1) définis en (4).
EXEMPLE 2.8. Les champs A' A%,...,A* de (8) sont linéairement
dépendants dés que k > #(a). La relation de dépendance linéaire se répercute
sur les A'‘C et A'S, donnant une présentation intéressante de 1’algebre de

Lie su(l, 1)5(“’. Par exemple, si a = (a;,a;) avec a; # ap, on obtient une
présentation de su(1,1)* engendrée comme espace vectoriel par

AC, AS, A%, A°C, A’S, A*

et les crochets non-nuls sont:

[AC, AS] = A®

[A%, AC] = —A’S

[A2, AS] = A°C
[AC, A’S] = A*

[A2, A3C] = [A*, AC] = @i a3 AS — (a} + a3)A’S

[A2, A3S] = [A*, AS] = —d2BAC + (@& + a3)A’C
[A’C, A*S] = —ala3A* + (a} + a3)A

[A*, A’C) = a3d3(d® + a3)AS — (a} + dldb — a3)A’S

(A%, A’S] = —d?aa(a + a3)AC + (d} + a5 + a3)A’C.

Les quatre premiéres relations montrent que su(1,1)* est, en tant qu’algebre
de Lie, engendrée par AC et AS.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat qui nous sera utile plus loin.
Soit go € R™ un point régulier du bras planaire f¢: R™ — R?*. Les champs
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constants e; = 9/0x, e; = 9/dy € Vec R? admettent, au voisinage de ¢,
des relevés horizontaux é; et é,. La valeur [é;,&;],, en go de leur crochet
satisfait a la propriété suivante.

LEMME 2.9. [l existe o, 3,7 € R tels que
[21,82)4, = @ (AC)y, + B (AS)g, + 7 (A%)y, -
De plus, v # 0.

Preuve. Soit f := f% Pour q € R™, soit P, := D, f(D,f)" la
(2 x 2)-matrice de Gram de D,f. Si g est un point régulier de f, on a

detP, # 0. Soit V un champ de vecteurs sur R?. Le champ horizontal V
sur R™ au-dessus de V est donné par

= (D,f) P;'V.
En effet, on a bien V, € A? et
DIV)=DfDf  P'v=PP 'V =V.
Les cas particuliers V =¢; = (1,0)" et V =e, = (0,1)" donnent
(10) e = —QnAS + 021AC, & = —0pAS + OnAC

ou les Q;; sont les coefficients de la matrice Q := P;l . Comme [AC, AS] =
on a bien

(61,2214 = @ (AC)y, + B(AS)g + 7 (A%, ,

1
L]

detP,,

avec vy =

REMARQUE 2.10. Un point ¢ € R” est régulier si et seulement si

detP, # 0. Or,
IAS]*  (AS,AC)
P = 2
(as.AC)  [lac]]
d’ou
n n
detP, = a; sin® q; Z *cos® g; — (Za,z sin g; COSQ:‘)Z

i=1
. 2 5
= Z a; a sin g; cos g sin(q; — q;) = Z a; a_lz sin®(g; — q;) -
i#j i<j
On en déduit que g est un point critique de f“ si et seulement si g;—¢q; = 0,7

pour tout i,j. Cela signifie que ¢ est une configuration alignée. On retrouve
la caractérisation des points critiques de [Ha, Th.3.1].
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3. BRAS ARTICULES DANS RY

Dans ce paragraphe, nous généralisons aux bras dans RY les résultats
obtenus, dans le paragraphe 2, pour les bras planaires. Les démonstrations
utilisent les résultats du §2.

Soit s € S9!, Considérons le flot T'¥ sur S9~! formé des transformations
de Mobius déterminées par la condition suivante: si ¢ est une transformation
de Mobius de RY U {co} telle que ¢(—s) = 0 et @(s) = oo, alors
ool o l(x) = ex, pour tout x € o(S?""). En terme d’isométries
hyperboliques du disque de Poincaré DY, T¥ correspond a4 un flot de
translations hyperboliques laissant invariant chaque plan qui contient la
géodésique allant de —s a s.

Soit g, : 7' — R la fonction gy(x) = (x,s), out ¢,) dénote le produit
scalaire standard dans R?. Soit @ le flot, sur S9=!, du gradient de g;.

LEMME 3.1. T¥ = @ (égalité de flots sur S ).

Preuve. Les deux flots ayant 4s comme points fixes, il suffit de vérifier
que T¥(y) = @(y) pour y € S9! différent de =+s.

Soit IT le sous-espace vectoriel de RY engendré par y et s. Soit
h: RY — RY la réflexion orthogonale par rapport au plan IT. La relation
générale entre grad(g, o h) et grad g, est

(11) (Dyh)*(grad,,, g5) = grad,(gs o h),
ou (Dih)" est I’adjoint de D,h. Comme h est une iscmétrie linéaire, on a
(D) = h* = h~! = h. D’autre part, g, o h = g,. Enfin, pour x € I1, on a
x = h(x) et la formule (11) se réduit a h(grad, g,) = grad, g;. Cela prouve
que, si x € I1, alors grad, g, € I1, ce qui implique que grad, g, = grad (g,)|n -
Le flot @] préserve donc le plan Il. Comme c’est aussi le cas du flot TV,
il suffit de montrer leur égalité sur le cercle ITNS?~!. Soit pu: C — IT une
isométrie euclidienne R-linéaire telle que (1) = s (il en existe deux, mais
ce choix est sans importance). Sur TINS?~", ona p~'oTou =T}, ot I’
est le flot défini dans I’équation (5). De méme, p~' o® oy est le flot sur S'
du gradient de la projection sur I’axe réel. Le fait que I = ®f sur [TNS9!
est exactement le contenu de la partie (a) du lemme 2.2.  []

On peut évidemment voir I comme un sous-groupe a un paramétre de
Mob,_ ;. Soit Cy I'élément de Lie (Mob,_;) tel que exp(tCs) = I'Y. Soit
a: Lie (M6by_1) — Vec(§9~!) I’action infinitésimale de I’action de Mob,_
sur SY7!'. Le lemme 3.1 se paraphrase en '
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LEMME 3.2. «(Cy) = grad g;. L]

Soit 8 € S9! avec (s,s’) = 0. Désignons par Il(s,s’) le 2-plan de R?
engendré par s et s’ et orienté par cette base. On appelle rotation d’angle t
dans Il(s,s") I’élément R € SO(d) tel que

R(s) = costs + sints’, R(s") = — sints + costs’
9

et R(x) = x pour tout x dans le complément orthogonal de TI(s,s’).

LEMME 3.3. Le sous-groupe a un parametre exp(t|Cs, Cy]) est la rotation
d’angle —t dans le plan TI(s,s').

Preuve. Soit TT = Il(s,s’). Comme I et I¥" préservent le plan II,
les champs de vecteurs «(C;) et a(Cy) sont tangents a Il. Le crochet
[a(Cy), a(Cy)] = —a([Cy, Cy]) est donc tangent a IT et le sous-groupe a un
parametre exp(f[Cs, Cy¢]) préserve le plan II.

Soit p: C — I(s,s’) I'isométrie euclidienne R-linéaire telle que u(1) = s
et p(i) = s. On a vu dans la preuve du lemme 3.1 que g conjugue C;
et Cy avec, respectivement, les €léments S et C de su(l, 1) définis par les
équations (4). L’isométrie p conjugue donc [Cy, Cy] avec [S C] —A dont
le flot sur S' est la rotation d’angle —t (partic (¢) du lemme 2.2). Cela
montre que le sous-groupe a un parametre exp(t[Cy, Cy]) se restreint a I1 en
la rotation d’angle —¢.

Il reste & montrer que si x € S?~! est orthogonal a s et a s, alors
exp(t[Cs, Cy)x = x. Soit S la 2-sphere de rayon 1 centrée en l'origine
dans I’espace vectoriel engendré par s, s* et x. Comme I = exp(tCy) et
l"ﬁl = exp(tCy) préservent S, ainsi en est-il de exp(#f[Cs, Cy]). Comme le
flot exp(t[Cy, Cy]) préserve I, il préserve la famille des (grands) cercles
de S qui sont perpendiculaires & II. Leur intersection commune {%x}
est donc préservée par exp(f[C,,Cy]). Par continuit¢, on en déduit que
exp(t[Cy, CyDx =x. [l

LEMME 3.4. Les éléments C,, pour s € S~ engendrent Lie (Mob,_,)
en tant qu’algebre de Lie.

Preuve. Soit L la sous-algeébre de Lie de Lie (Mob,_;) engendrée par les
éléments C,. Il suffit de voir que le groupe G = exp(L) est égal a Mdb,_ .
Identifions Mob,_; avec Iso™(D?), le groupe des isométries hyperboliques
du disque de Poincaré D? qui préservent I’orientation. L'orbite de 1’origine
par exp(tC,) est le segment allant de —s a s. On en déduit que G agit
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transitivement sur D?. I suffit donc de montrer que G contient le stabilisateur
de lorigine qui est SO(d). Mais, par le lemme 3.3, G contient toutes les
rotations dans tous les 2-plans de D¢ et ces rotations engendrent SO(d). [

Nous allons maintenant démontrer la généralisation de la proposition 2.1.
Soit a = (ay,...,a,) € (R>9)". Si f¢ est le bras articulé de type a, on
désigne par ¢?: (S“"")Y* — R la fonction définie par gi(2) = (f2),s).
Soit £ la sous-algebre de Lie de Vec(SY~')" engendrée par les champs
grad ¢g¢ pour tout s € SY°'. Soit a,: Lie(G(a,d)) — Vec(SY~'y" Ianti-
homomorphisme d’algebres de Lie associé a I’action de G(a,d) définie dans
I’introduction.

PROPOSITION 3.5. L’anti-homomorphisme o, : Lie (G(a,d)) — Vec (S4='y"
est injectif et son image est L°.

Preuve. Comme pour la proposition 2.1, la démonstration se fait par
récurrence sur fi(a). Le cas f(a) = 0 est banal. L’injectivité de «, est aussi
¢évidente puisque ’action de G(a,d) sur S9! est effective.

Supposons que f(a) = 1. Soit b 1’unique valeur positive de la suite ¢ et
soit & = 3 a. Comme ¢(z) = > e ai{zj,s), on a grac g¢ = b grad g7, d’ol
il résulte que £ = L. On a aussi que G@,d) = G(a,d) et a; = a.

On peut donc supposer que b = 1. Dans ce cas, pour X € Lie (G(a,d)) =
Lie (Mob,_ ), les composantes non-nulles de «,(X) scnt égales & a(X). Par
le lemme 3.2, oC,) = grad g,, donc «,(Cy) = grad ge et I'image de «
contient £?. D’autre part, par le lemme 3.4, les éléments C, engendrent
Lie (Mob, 1) comme algebre de Lie, ce qui entraine que I'image de a, est
contenue dans L. Le cas fi(a) = 1 est ainsi démontré.

Le pas de récurrence est exactement le méme que pour la proposi-
tion 2.1. [

COROLLAIRE 3.6.  En tant qu’algébre de Lie, Lie (Mob, )" est, quel que
soit m, engendrée par d éléments.

Preuve. Soit a = (ay,...,a,) € R™ avec 0 < a; < --- < a,, (donc
f(a) = m). Par la proposition 3.5, «,: Lie (Mob,_)" — £ est un (anti)-
isomorphisme d’algebres de Lie. Or, £¢ est engendrée, en tant qu’algébre de
Lie, par les d champs grad ¢¢ pour s € S9! parcourant les éléments d’une
base de RY. [
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4. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL

Nous allons tout d’abord rappeler un théoréme de Sussmann [Su, Th.4.1]
sous la forme simplifiée dont nous aurons besoin ici. Soit M une variété
différentiable et D C Vec(M). Soit Ap la distribution sur M engendrée par
D, c’est-a-dire que (Ap), est le sous-espace vectoriel de 7.M engendré par
A, pour A € D. Supposons que les champs A € D sont complets, c’est-a-
dire que leur flot @} est défini pour tout ¢ € R. Soit H le sous-groupe de
difféomorphismes de M engendré par les @} pour tout A € D et ¢ € R. Soit
Pp la plus petite distribution sur M qui contient Ap et qui est invariante par
I’action de H.

Soit K une distribution sur M. Rappelons qu’une variété intégrale de K
est une sous-variété immergée V de M telle que 7,V = K, pour tout x € V.
La distribution K est intégrable si tout point de M appartient a une variété
intégrable de K. La relation “€tre dans une méme variété intégrale” engendre
alors une relation d’équivalence sur M dont les classes d’équivalence sont
les feuilles d’un feuilletage. Ces feuilles ne sont pas, en général, toutes de
méme dimension; I’exemple standard est donné par les orbites d’une action
d’un groupe de Lie sur une variété. Le théoreme de Sussmann, lorsque les
champs de D sont complets (par exemple, si M est compacte), prend la forme
suivante :

THEOREME 4.1 (Sussmann). Soit D C Vec(M) formé de champs complets.

La distribution Pp est intégrable et ses feuilles sont les orbites de ’action
de H.

Le corollaire suivant est bien connu des spécialistes (voir [Mo, p. 230])
mais ne semble pas étre énoncé explicitement dans la littérature.

COROLLAIRE 4.2. Soit D C Vec(M) formé de champs complets. Soient
X,y € M. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) x et y sont joignables par une Ap-courbe.

(i) x et y sont joignables par une courbe qui est une succession de trajectoires
de champs de D.

Preuve. 11 est banal que (ii) entraine (i). Réciproquement, soit ¢ une
Ap-courbe joignant x a y. Comme la distribution Pp contient Ap, la courbe
¢ est aussi une Pp-courbe. Elle est donc contenue dans une feuille de Pp.
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Par le théoreme de Sussmann, les points x et y sont dans la méme orbite
de H, ce qui est équivalent a la condition (ii). [

Nous pouvons maintenant entreprendre la démonstration du théoréme
principal. Soit G := G(a,d). Soient x,y deux points de (S?~!)" joignables
par une A“-courbe. Rappelons que A = Ap pour D = {grad g% | s € S '}.
Les champs grad g sont complets puisque (S?~'Y" est compacte. Par le
corollaire 4.2, il existe une courbe reliant x a y qui est une succession de
trajectoires de champs de D. Par la proposition 3.5, les éléments de D sont
des champs fondamentaux de 1’action de G sur (S?~ )". Les points x et y
sont donc dans une méme orbite pour I’action de G.

Réciproquement, soit z € (SY~1)". Considérons I’application différentiable
B: G — (S 1y" donnée par ((g) := gz, dont I’image est I’orbite de z.

Soient ey, ...,eq € SY"! une base de RY. Par la proposition 3.5, il existe
d ¢€léments C; € Lie(G(a,d)) tels que o (C?) = grad g¢. Ces champs
C;. engendrent Lie(G(a,d)) en tant qu’algebre de Lie (voir la preuve du
corollaire 3.6).

La courbe ¢ — exp(tCy) gz dans (§9=1ym représente donc le vecteur
tangent grad  g;, . Le champ sur G invariant a droite Cg correspondant a Cg
est donc [-reli€ au champ grad g¢.. Comme les C¢ engendrent Lie (G(a,d))
en tant qu’algebre de Lie, les champs Cg engendrent Lie™ (G), I'algebre de
Lie des champs invariants a droite sur G. Comme les valeurs des champs
de Lie (G) engendrent I’espace tangent 7,G en tout g € G, le théoreme
de Chow ([Gr, §0.4], [Be, Th. 2.4 et §2.5], [Mo, Ch. 2]) implique que G
est connexe par courbes qui sont des successions de trajectoires des champs
Ce. . L'image de telles courbes par (3 étant des A®-courbes, on en déduit que
Porbite Gz de z est connexe par A%-courbes.

REMARQUE 4.3 (Changement de la métrique riemannienne). Le fibré
tangent a (S9~1y" se décompose en somme directe T(S9'y" = (TSI 1y,
Si I’on munit (S?~'y" de la métrique riemanienne pour laquelle

m
- vl =) gl
j=1

la distribution A* pour cette nouvelle métrique est égale a celle, dans la
métrique standard, pour le bras de type a = (1,...,1) et G(a,d) est alors
isomorphe a Mob,_ ;.
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5. CONSEQUENCES DU THEOREME PRINCIPAL

Soit f: (S4~'y" — R? le bras articulé de type a = (a;,...,a,). La
proposition 5.1 ci-dessous est une conséquence banale du théoreme principal.

PROPOSITION 5.1.  Supposons qu’il existe i,j avec a = a;. Soit
2(t) € (S, t €10,1], une A’-courbe. Si zi(0) = z(0), alors zi(t) = z;(r)
pour tout t € [0,1]. [

Le théoreme principal implique que les invariants par transformations de
Mobius, appliqués aux z; correspondant a des segments de méme longueur,
sont invariants par A“-courbes. Cela donne toute une famille d’intégrales
premieres (constantes du mouvement) des A“-courbes.

Par exemple, si d = 2, trois points zj,72,23 € S' qui sont deux a deux
distincts déterminent une orientation O(z,z»,z3) de S', définie comme le
sens de parcours tel que le chemin allant de z; a z3 passe par z;. Pour quatre
points z;,2j, 2,2 € S! distincts, on a le birapport
Gk G

T
b(zi, zj, 2k, 21) =
Zi—Z% Tk — X

€R

(ce birapport est réel puisque les quatre points z; sont sur un méme cercle).
Pour d = 3 et quatre z; € S? distincts, on a le birapport complexe
be(zi, zj, 2k, 1) € C défini de la fagon suivante. On choisit une transformation
de Mobius o de R® U {co} qui envoie S$? sur le plan horizontal, identifié
avec C, telle que o: S — C préserve I'orientation. On peut alors définir

0(zi) —o(z) 0(z) —o(z)

bce(ziy 2jy 2k, 71) 1= e C.
o o(z) — o(z) olz) — olz)
Enfin, pour d > 3, on a le birapport faible
b~|—(Zi7ZjJZkaZl) = |A’i — Zk' ' “j = 41' € R>07

2~z |z — 2l
qui est un invariant de Mob,_; (voir [Bn, p. 32]). Ces invariances donnent
immédiatement la proposition suivante.

PROPOSITION 5.2. Soit f*: (S9"\y" — RY le bras articulé de type
a=(ap,...,an).

(a) Supposons que d = 2. Soient i, j, k avec a; = a; = ay. Soient z(t) € T",
t € [0,1] une A"-courbe. Supposons que z;(0) # z;(0) # z(0) # z;(0). Alors,
pour tout t, on a zi(t) # zj(t) # u(t) # zi(t) et Uorientation O(z(t), z;(1), 2k (1))
est constante.
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(b) Soient i,j,k,l avec a; = a; = ax = a;. Soient z(t) € T", t € [0, 1]
une A®-courbe. Si les quatre points initiaux zi(0), zj(0), zx(0), z(0) sont tous
distincts, ils le restent tout au long de la A®-courbe et

1. si d =2, le birapport b(zi(t), zj(1), z(1), z)(t)) est constant;

2. si d =3, le birapport complexe bc(zi(1),zj(1), zx(1), z/(1)) est constant ;

3. pour tout d > 2, le birapport faible b (zi(t),z;(t), (1), zi(1)) est
constant.

53. Danslecas a=(1,...,1) et d =2 ou 3, les birapports permettent
d’obtenir des invariants complets pour la connexité par A?-courbes. La situation
est résumée par le tableau suivant. Un tiret dans la colonne de droite veut
dire une condition vide, donc toujours vraie. Soit donc f: (S9=1)" — R? le

bras articulé de type a = (1,...,1). Soient 2,z' € (S¢~1y".
Condition équivalente a 1’existerce d’une
m d & . 05 I
A”-courbe joignant 7z~ a g

2 >2 —

3.1 2 0@, 25,29 = 0@, 2, 2)

3 >3 -

4 2 b(Z?,ZQ,Zg,Z4) = b(21722,2;7\4)

4 3 bC(41772743a74)_bC(41777723»A4)
>4 2 . (?)(z?,zg,ig)lzf?(i%,zi,z%) et

b(zlaz2vz3vzk) - b(zlvz-Z)ZBvZk) pour k=4,... ,m

>4 3 | b5, 8) = be(zi, 2,23, 2) pour k=4,....m

Le lecteur trouvera facilement des preuves pour les énoncés du tableau ci-
dessus. Par exemple, pour d = 2, on choisit deux transformations de Mobius
0j (j=0,1) de R2U {0} telles que 0j(z)) = 00, 0j(z}) =0 et oj(z}) = 1.
Si O(Al,kz,q) = 0(z},23, 7)), alors o 165y € Méb,. De plus, on a

b(Zl ) Z27 Z3a Zk) = b(O'](Z{), U(ZQJ_"L Jj(zj)7 O-J'(Zlﬁ)) = Zli ’

donc I’égalit€ des birapports implique que o, oao(zk) 2 pourk=4,....m
La démonstration pour d = 3 est semblable.
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6. HOLONOMIE: LE CAS GENERIQUE

Soit a = (ay, . .., ay) et b € R? une valeur réguliere de f¢: (S?~1y" — R,
On désignera par M, la préimage (f%)~!'(b) de b, qui est donc une sous-
variété de codimension d dans (S9~1y.

Rappelons que les points critiques de f¢ sont les configurations alignées,
c’est-a-dire les m-uples (zj,...,zn) tels que z; = £z; [Ha, Th.3.1]. Les
valeurs régulieres forment donc un ouvert de R, complément d’un ensemble
fini de spheéres centrées en l'origine. Soit U un ouvert formé de valeurs
réguli¢res qui contient b. Soit Lac,(U) I’ensemble des lacets en b dans U
qui sont des courbes lisses par morceaux.

LEMME 6.1.  Pour tout ¢ € Lacy(U) et tout g € Mj, il existe une unique
A?-courbe C dans (S¥=1Y" telle que &(0) =g et f90C =rc.

Preuve. Soit V := (f4)~'(U). La restriction de f* a V est donc une
submersion qui est propre (puisque V est relativement compact). La méme
démonstration que pour une connexion sur un fibré différentiable (voir [DNF,
lemme 2, p.212]) prouve alors le lemme 6.1.  []

Soit ¢ un lacet élément de Lac,(U). A tout g € M,, on peut associer
I’extrémité du relevement horizontal de ¢ partant de g, dont I’existence est
garantie par le lemme 6.1. Ce procédé définit un difféomorphisme de M,
appelé 1’holonomie de c¢. L’ensemble des difféomorphismes obtenus de cette
fagon constitue un groupe H,(U) de difféomorphismes de M,, appelé groupe
d’holonomie en b pour I'ouvert U.

La dimension des orbites de ID’action de H,(U) sur M, (orbites
d’holonomie) dépend de f#(a). Pour un bras articulé générique (fi(a) = m),
nous allons démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 6.2. Si fi(a) = m, le groupe d’holonomie Hy(U) agit
transitivement sur chaque composante connexe de Mj.

Preuve. Soit V := (f*)~Y(U) et g € V. Soit ,: G(a,d) — (S~ ")"
I’application (,(g9) := gq. Si #(a) = m, P'action du groupe G(a,d) sur
(S9=1y" est transitive et 3, est une submersion.

Soit A € Lie (G(a,d)). Le champ de vecteurs a,(A) € Vec (S9~1)" satisfait
a au(A), = TiB4,(A) (ou I désigne I’élément neutre de G(a,d)). Par la
proposition 3.5, I'image de o, est égale a £%. On en déduit que les valeurs
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en g des champs de £ engendrent tout 7,V . Par le théoreme de Chow ([Gr,
§0.4], [Be, Th. 2.4 et §2.5]), pour tous ¢g,4 dans tne méme composante
connexe de V, il existe une A’-courbe joignant ¢ a ¢’ dans V. Lorsque ¢
et ¢’ sont dans M,, cette courbe se projette sur un lacet dans Lac,(U), ce
qui prouve que ¢ et ¢’ sont dans la méme orbite d’holonomie. [ ]

REMARQUE 6.3. a) Lorsque d = 2, on peut voir plus directement que les
les valeurs en g des champs de £ engendrent tout 7,7 (ou T,R™). En
effet, £ contient les champs constants A* de (8). Si f(a) = m, ces champs,
pour k = 1,...,m, sont linéairement indépendants (‘e calcul aboutit a un
déterminant de Vandermonde).

b) Lorsque d = 2 la variété M, peut avoir deux composantes connexes.
Par exemple, si a := (v/3,1) et b = 2, la variété M, est constitué de
deux configurations: (&™/% e="/3) et (e7'"/® ¢™/3). Comme G(a,2) agit
transitivement sur 72, il existe, par le théoreme principal, des courbes
horizontales joignant les deux points de M,, mais il est clair que ces courbes
passent obligatoirement par une configuration alignée. I.e groupe d’holonomie
Ho(U) est donc trivial, pour tout ouvert U contenant 2 et formé de valeurs
régulieres.

Plus généralement, soit ¢ = (a;,as,¢,...,€) avec ay, ap et € strictement
positifs, et soit b € C avec |a; —az| < |b| < a; +ay. Si € est assez petit, la
variété M, est soit vide soit difféomorphe a deux copies de 7"~ ; dans ce
dernier cas, il n’y a pas de courbe horizontale joignant ces deux composantes
connexes sans passer par une configuration alignée.

7. HOLONOMIE DES BRAS PLANAIRES LORSQUE a :=(1,...,1)

Dans tout ce paragraphe, on suppose que d = 2 et, sauf indication contraire,
a:=(1,...,1). On note f :=f% et on considere la préimage M, := f~'(b)
pour une valeur réguliere b € C de I’application f, que 1’on voit donc comme
une sous-variété de codimension 2 dans 7™ avec la métrique induite. Par abus
de notation, on désignera également par M, la préimage de b dans R™. Nous
allons étudier les orbites d’holonomie sur M,. Soit p: " — S' 1’application
Pty -y Zm) = 2122 - - Zm. Désignons par py,: M, — S' la restriction de p
a M,. Soit 7—[2(U) la composante connexe par arcs de I’identit€¢ dans H,(U).
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PROPOSITION 7.1.  Soit U un ouvert de C formé de valeurs régulieres de
f et contenant b. Alors, les orbites de I’action du groupe d’holonomie H)(U)
sur M, sont les trajectoires du gradient de la fonction p,.

Preuve. Soit u € M, et soit W la trajectoire de gradp, contenant u.
Par le théoréme principal, I’orbite HY(U) - u est contenue dans I’intersection
avec M, des orbites de 'action de G = G(a,2) = SU(1,1) sur T". Soit
g € HYU) - u. L'espace tangent en g 2 G- g est engendré par la valeur
en g des champs C, S et A de (8) avec a; = 1. Les vecteurs C, et
S, sont orthogonaux a T,M;,. Le champ constant A est le gradient de la
fonction p. Comme M, est munie de la métrique induite, la projection
orthogonale de A, sur T,M, donne sur M, le gradient de p,. Cela prouve
que H(b)(U) u CW.

Soit ¢ € W. On va montrer que H)(U) - g est un voisinage de ¢ dans
W. Cela prouvera que H)(U) - u ainsi que son complémentaire dans W sont
des ouverts de W. Comme W est connexe, on aura HZ(U) -u = W. On peut
supposer que grad, p, # 0, sinon W est réduit a un point.

Pour s > 0, considérons le chemin c¢: [0,4s] — C partant de b et
parcourant a vitesse 1 le bord du carré (b,b + s,b + s+ is,b+is). Si s
est assez petit, ¢ est un lacet élément de Lac,(U). Le relevé horizontal
¢: [0,4s] - R™ de c partant de g € M, consiste en quatre morceaux
de trajectoires des champs é;,é,, relevés horizontaux des champs constants
e = 0/0x, ey = 0/0y € Vec C. On a &4s) € HUU)-q C W. Le chemin
h: 10,s] — R™ défini par A(t) = c(4t) satisfait a h(0) = 0 et h0) = 2[e;, ély
(voir [Sp, pp. 222-224]). Le développement de Taylor de ¢ a I'ordre 2 est
donc

(12) &(4s) = q + s> [21,&], + o(s7).

Comme on suppose que grad, pj # 0, le vecteur A, n’est pas une combinaison
linéaire de C, et S,. Puisque a = (1,...,1),ona A = A? et le lemme 2.9
implique que [é,é,], # 0. Comme s peut varier dans tout un voisinage
de 0, I’équation (12) prouve que H)(U) - ¢ est bien un voisinage de ¢
dans W. []

REMARQUE 7.2. La preuve de la proposition 7.1 montre qu’une orbite
de I’action du groupe d’holonomie H,(U) est une union de trajectoires de
grad p,. Nous ne savons pas si cette union se réduit toujours a une seule
trajectoire.
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PROPOSITION 7.3.  Pour un bras planaire de type a = (1,...,1), les
points fixes de I’action du groupe d’holonomie H,(U) sont les configurations
2=(21,---,%m) € My telles que la suite z; (j=1,...m) prenne exactement
2 valeurs.

Preuve. Si I’on travaille dans R™, ce sont les points ¢ tels que S,, C, et
A, sont linéairement dépendants, c’est-a-dire que la (m x 3)-matrice construite
avec ces trois vecteurs colonne est de rang < 2. Cela signifie que pour tout
i,j,k, on a
sing; cosq; |
sing; cosq; 1| =sin(q; — q;) + sin(g; — qx) + sin(gx — g;) = 0.
sing, cosq; 1

Cette équation, qui est équivalente a

sin ((g; — q) + (qx — 1)) = sin(g; — qx) + sin(qx — g, ,
est de la forme sin(u + v) = sinu + sinwv. Cette derniere égalité équivaut a

. uU+v u-+v . uUu+v u--v
(13) sin cos = sin Ccos —
2 2 2 2
L’égalité (13) a lieu si et seulement si ’'une au moins des deux conditions
suivantes est vérifiée :

1. cos % = cos 5. Cette condition est équivalente & u# =0 (mod2m) ou
v =0 (mod27), c’est a dire €% = % ou €% = ¢4,

2. sin%’ﬁ = 0, c’est-a-dire u +v = 0 (mod2m). Ceci est équivalent a
el = e,

On a ainsi montré que les points fixes du groupe d’holonomie sont les ¢ tels
que, pour tout i,j, k, ’ensemble {e e'% ¢} contient au plus deux points.
L’ensemble de tous les ¢4 doit contenir au moins 2 points, sinon on aurait
|b| = m et b ne serait pas une valeur réguliere de f. [

La proposition 7.3 implique qu’un point critique z = (zy,...,2,) de pp
est caractérisé par I’ensemble

K =K(z):={j| Im(z,b) <0} C {1,...,m},

ou (,) désigne le produit scalaire standard de C. Pour K un sous-
ensemble propre de {1,...,m}, on désigne par zX le point critique de M,
tel que K(zX) = K. Un tel point zX existe dans M, si et seulement si
lm — 2|K|| < |b| < m. Par exemple, si m = 4, le point critique zi*} existe

dans M, si et seulement si 2 < |b| < 4.
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PROPOSITION 7.4. La fonction p, est une fonction de Morse. L’indice du
K

point critique 7" est égal a |K| — 1.
Preuve. Observons que la fonction p: T" — S' satisfait 4 la condition
d’équivariance

i0 i0 i0
[)((3’ Zyees€ Zm) =€ PZ1s ey Zm) -

On peut donc, sans restreindre la généralité, supposer que b est réel > 0.
Si b =0, il n’y a pas de point critique puisque un tel point serait alors
une configuration alignée (le cas b = 0 sera traité dans I’exemple 7.10). On
supposera donc que b € Ryy.

On travaille dans R” en un point ¢X au-dessus de zX. Pour alléger la
notation, définissons

N:=|K|=#{j]|sing} <0} et P:=4{j]|singf >0} =m—N.

Observons encore que M, et p, sont invariantes par 1’action du groupe
symétrique sur 7" permutant les coordonnées. Cette action permute les points
critiques ayant méme N. On pourra supposer que K ={P+1,...,m}.

Au voisinage de ¢X, la fonction p, admet un relevement j, a valeurs
dans R de la forme

(14) () =cte + Y _g;.
=1

Notons f(q) € C D'extrémité des P premiers segments:

P

fg) =) e

J=1

Définissons u := u(q), € = &(q) € 10, [, v :=v(q), n:=n(q) € 10, 7] par
les formules

F@) = u@e @, b—F(q) = v(g)d™ 1 .

Observons que ¢ et n sont déterminés par u et v. En effet, les points
0, f(q) et b forment un triangle de c6tés u, v et b donc, par le théoréme
du cosinus:

2, .2 .2 B2 — 2 4 o2

(15)  &(u,v) = arccos — 2 (u,v) = arccos 5
v

2bu
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Considérons (g,7) € RP~! x R¥M~! défini par

3 = q;— Eu(@),v(g) sij=1,...,P—1,
T.j = 77(”(‘”7”(£]))+Qm+17j S]]: IL,.... N—1.

Ces différentes grandeurs ¢;, g;, etc, sont dessinées dans la figure 1 ci-dessous,
dans le cas m=7, P=4 et N = 3.

N SN

FIGURE 1

Nous allons paramétriser M, au voisinage de ¢* par des éléments (g, 7)
situés au voisinage de 0 € R”~! x RV~ Observons tout d’abord que (7, 7)
détermine u et v :

Pl P—1 s
u@ =Y cosg+ |1 - (Z sing; )
=1 =1

(16)

N—1 N—1 \2
v(F) = COST7; + 1—( sin#; i .
0= 2 cos, 2 sin,
j= j=

La paramétrisation q(g,7) de M, au voisinage de g5 = ¢(0,0) est donnée
par

(E@), v(P) + @i sii=1,....P—1

P—1
§u(@), v(7)) — arcsin( > sin 21,-) sii=P
e
—n(u(gq), v(F)) — arcsin< sin 7j) sii=P+1
J=1

(A7) qi(q,7) :=

\_TI(M(El)v U(;)) + 7‘m—!—1—i sii=P+ 2, c..,m.

On vérifie que la matrice jacobienne de I’application (¢,7) — (¢g,r) est bien,
en (0,0), de rang m — 2 (si on lui enleve les lignes P et P+ 1, on obtient
la matrice identité).
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L’expression de p,(g,7) s’obtient des formules (14) et (17):

P—1 —1

pr(q,7) = cte + Z g; — arcsin ( sin Z],)
i=1 1

N—1 -1
+ E Fonp1—i — arcsln( sin f,)

i=1 J

+ P Eu(@), v(F)) — N nu@), v(F)).

Comme 0u/0g;(0) = 0v/0F(0) = 0, on a bien V,(0,0) = 0. Quant a la
matrice hessienne Hg, en (0,0), le calcul de ses coefficients donne

~

=

821519 62
0 0) = O 0
azpb 62
8rk6~, (07 O) =Sy W(Oa O)
%Py
—(0,0) =0
(?T’k(?c}i( 0)

avec

Sy = 5—[1’5 — Nn](u(0), v(0))
u

0
Sy 1= a—[Pé“ — Nnl(u(0), v(0))
0u 0*v
,0 0,0 — ik,
achf( )= 8~8~( ) = L
ol dy est le symbole de Kronecker. Comme u(0) = P et v(0) = N, le calcul
avec les formules (15) donne:

PN(1 + cos~)
u = O
) A <
PN(1 —
( COS ) <0

Y = 2A

i=1...P-1

(18)

=1...N—1,

ol v est I'angle en f(¢¥) du triangle (0,b,/(gX)) et A est I"aire de ce triangle
(voir figure ci-dessous); ces formules s’obtiennent a 1’aide du théoreme du
cosinus et de la formule de Héron:

A =/ —b* — P* — N* + 2b2P2 1 2b2N? + 2P2N?..

Comme b est une valeur réguliere, v # 0,7, A # 0 et les inégalités dans
(18) sont strictes.
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10N

La matrice hessienne Hp,(0,0) est donc formée de deux blocs:
< [ $M(P) 0
Hpb(oa O) - ( 0 Sq,M(N)> 3

ou M(k) est la (k x k)-matrice dont les coefficients diagonaux sont —2 et
les autres —1. Comme M(k) est somme de la matrice —/ et d’une matrice
de rang 1, ses valeurs propres sont faciles a calculer: I'une vaut —(k + 1)
et toutes les autres valent —1. En particulier, elles sont toutes négatives. On
déduit ainsi de (18) que Hp,(0,0) possede N — 1 valeurs propres négatives
et P — 1 valeurs propres positives. Le point X est donc un point critique
non-dégénéré de p, d’indice K| —1. [J]

REMARQUE 7.5. Tous les points critiques d’'un méme indice sont sur un
méme niveau de py.

EXEMPLES.

7.7. Pour le bras articulé avec m segments tous de longueur 1, la variété
M, est difféomorphe 2 I'espace de polygones N3"t'(1,...,|b]) (voir [HR]).
Lorsque m — 2 < |b| < m, la variété M, est donc difféomorphe a la sphere
§"=2 [HR, Exemple 6.5]. Les angles ¢; sont bien déterminés dans I’intervalle
ouvert (—m,m) (aucun segment ne pouvant se ‘“retourner’) et on pourra
donc identifier M, a la composante connexe de M, C R” pour laquelle
lgil < m pour tout j. De méme, I'application p,: M, — S! se releve en
pp: M, — R définie par pp(q) = > i, ¢; (un tel relevement continu n’existe
que si |b| > m —2).

Les points critiques zX existent dans M, pour tout sous-ensemble propre
K de {1,...,m}. Par la proposition 7.4, pour tout 1 <.k <m—1, la fonction

m

de Morse /5, possede donc (7') points critiques d’indice k — 1.

Pour visualiser le champ grad p, = grad p, sur M, = $"=2, on
considére une triangulation 7~ sur $”~2 isomorphe a la premiére subdivision
barycentrique du bord du (m—1)-simplexe A"~'. Si1’on numérote les sommets
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de A" ! de 1 4 m, les sommets de 7 sont indexés par les sous-ensembles
propres K de {1,...,m}. On peut vérifier que grad p, est le champ associ€
a T (voir [Sp, p. 611-612]): le barycentre d’un k-simplexe est un zro de
grad p, correspondant a un point critique d’indice k de pj.

7.8. Considérons le cas particulier de I’exemple 7.7 oo m = 3. Pour
1 < b < 3, lavariété M, est difféomorphe a un cercle et la fonction p, admet
3 points critiques d’indice 0 et 3 d’indice 1. La figure ci-dessous montre
les configurations critiques. Les fleches indiquent le sens des trajectoires de
grad p,, allant des points critiques d’indice 0 a ceux d’indice 1.

N\~ /T
\.\/./\
N A

7.9. Considérons le bras articulé a 4 segments: a = (1, 1,1, 1). Les valeurs
critiques de f“ sont O et les cercles de rayon 2 et 4. Si 2 < |b| < 4, la variété
M, est difféfomorphe 2 S* et on est dans le cas de I'exemple 7.7. Lorsque
0 < |b| < 2, la variété M, est difféomorphe a I’espace des configurations
planaires (modulo rotations et translations) d’un pentagone équilatéral; cet
espace est difféomorphe a une surface de genre 4 (voir [HR, Table V]).
L’application p, a alors 6 points critiques, tous d’indice 1 (points “selles”),
correspondant aux configurations:

1,2}
M Z{273} 2{173}
7134} A24} A1,4} W

Rappelons (voir remarque 7.5) que ces 6 points critiques sont sur un méme
niveau: p,(z’Y) = 1 pour tout i,j. La visualisation des trajectoires de grad p,
sur la surface M, de genre 4 est un intéressant défi.
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7.10. Lorsque m est impair, le disque ouvert de rayon 1 centré en 0
est formé de valeurs régulieres. Si |b| < 1, il n’y a aucune configuration
satisfaisant a la condition de la proposition 7.3. La fonction p, n’a donc
aucun point critique et est une submersion. Le groupe d’holonomie #, agit
sans point fixe sur M,,.

Dans le cas particulier b =0, on a gradp, = A et le flot de gradp, est
périodique, donné par ’action diagonale de S! sur 7™. Chaque configuration
effectue un mouvement de rotation a vitesse angulaire constante. Cela prouve
que M, et donc M, pour |b| < 1, est difféomorphe 3 Mf’) x S', ot a est
le bras articulé a m — 1 segments, tous de longueur 1.
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