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Herleitung von Fehlerformeln auf Grund einer Figur.
Von Dr.-Ing. P. Werkmeister, Eßlingen a. N.

Steht eine Größe y in einem bekannten Zusammenhang
mit einer Größe x, und ist diese mit einem mittleren Fehler A x
behaftet, so kann man den entsprechenden mittleren Fehler A y
von y entweder analytisch oder graphisch bestimmen. Die
analytische Ermittlung von A y, bestehend in der Herleitung einer
den Zusammenhang zwischen A y und A x zum Ausdruck
bringenden Fehlerformel} setzt voraus, daß der Zusammenhang
zwischen y und x in analytischer Form gegeben ist; die graphische
Ermittlung von A y erfordert, daß der Zusammenhang zwischen

y und x in geometrischer Form bekannt ist. Die graphische
Bestimmung des Fehlers A y besteht im Grundgedanken in der

Herstellung einer durch den gegebenen Fehler A x bestimmten
Figur, die im folgenden als Fehlerfigur2 bezeichnet wird3. An

1 Man kann solche Formeln auch als Differenzenformeln bezeichnen

; sie als Differentialformeln zu bezeichnen ist nicht zu empfehlen
mit Rücksicht darauf, daß es sich bei den mittleren Fehlern nicht um
unendlich kleine Größen oder Differentiale, sondern um endlich
kleine Größen oder Differenzen handelt.

2 Bezeichnet man die Veränderungen von x und y nicht als Fehler,
sondern als Differenzen, so kann man die Fehlerfigur als Differenzenfigur

bezeichnen.
' Ueber graphische Fehlerbestimmung vgl. P. Werkmeister,

Graphische Ermittlung des mittleren Fehlers einer Funktion von Beobachtungen.

Zeitschrift für Vermessungswesen 1915, Seite 113.
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Hand einer solchen, auf Grund von gewissen geometrischen
Näherungen sich ergebenden Fehlerfigur kann man auch in
einfacher Weise die betreffenden Fehlerformeln herleiten; wie
dies geschieht, soll im nachstehenden gezeigt werden4.

Die bei der Herstellung von „Fehlerfiguren" in Frage
kommenden geometrischen Näherungen sind die drei folgenden:

1. Liegt ein Punkt P

(Figur 1) auf einem Kreis

A ~d\ um e'nen Punkt A, so darf
man in der näheren
Umgebung vonP an die Stelle
des Kreises dessen

Tangente in P treten lassen;

pjgur 2. einer Veränderung des

Kreishalbmessers um A r
entspricht dann eine Parallelverschiebung der Tangente um v

Ar.
2. Liegt ein Punkt P (Figur 2) auf einer von einem Punkt A

P

|CM

A Afp -Çy-xr-
O

rr=—t — *--
Figur 2.

rrP

9 ü

BA

Fig. 3.

ausgehenden Geraden,
und verändert man
deren Richtung um
einen kleinen Winkel
A <p, so darf man in der
Nähe von P an die
Stelle der um A
gedrehten Geraden die
Pa-iallele zu A P treten
lassen im Abstand v

A 9
AP, wobei p

P

180°.
ist.

7t

4 Auf die Vorteile einer solchen Herleitung von Fehlerformeln ist
auch hingewiesen in F. Hartner—E. Dolezal. Hand- und Lehrbuch der
niederen Geodäsie. 1. Band. 9. Auflage, Seite 7.
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3. Liegt ein Punkt P (Figur 3) auf einem durch einen
Peripheriewinkel cp bestimmten Kreis über zwei Punkten A und B,
so darf man in der näheren Umgebung von P an die Stelle des

Kreises dessen Tangente in P treten lassen; verändert man den
Winkel 9 um einen kleinen Winkel A 9, so entspricht dem eine

A9 M x P~B
Parallelverschiebung der Tangente um v

180°
wobei p ist.

AB

A. Fehlerformeln des schiefwinkligen Dreiecks^.

1. Gegeben die Seite a und die Winkel ß und y.
a) Gegeben ein Fehler A a von a; gesucht die durch A a

an den Seiten b und c sowie der Fläche F hervorgerufenen Fehler
Aba, A Ca und A F a.

Zeichnet man
an Stelle des

durch die
gegebenen Stücke a,

ßundy bestimmten

Dreiecks ABC
(Fig. 4) ein neues
Dreieck mit der
Seite a + A a und
den Winkeln ß

und y, so erhält
man mit C D
A a und DCa
parallel A B das

Dreieck A BaCa;
die Unterschiede

Jj' JT Ff zwischen den
a Seiten und der

Fi8ur 4- Fläche dieses

neuen Dreiecks und denen des Dreiecks ABC sind die zu
bestimmenden Fehler A ba, A ca und A Fa. Aus der Aehnlichkeit
des Fehlerdreiecks Ca D C mit dem Dreieck ABC erhält man
unmittelbar die Fehlerformeln

A
vra

cx G^ \AA Vß>

oc

ri\5

C ¦y s BäCl aD Va VaK Cis=»
rp»

Ca

5 Vgl. E. Hammer. Lehr- und Händbuch der ebenen und
sphärischen Trigonometrie. 4. Auflage. Seite 425.
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b c
A ba — A a und A ca — Aa.

a a

Zieht man C D' parallel A B, und beachtet man dann, daß
die Fläche des kleinen Dreiecks C D' Ca im Vergleich zu der
des Parallelogramms B Ba D' C vernachlässigt werden darf, so

zeigt sich, daß A Fa dargestellt ist durch die Fläche des genannten
Parallelogramms; für diese erhält man

A Fa a X B E oder mit BE A ca sin ß

A Fa a sin ß A ca.
Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von A ca den oben

gefundenen Wert, so wird
sin yA Fa — c sin ß A a oder mit c a ~
sin a

sin ß sin y
A Fa a A a.

sin a

b) Gegeben ein Fehler Aß an ß; gesucht die durch A ß an
b, c und F hervorgerufenen Fehler A bg, A cg und A Fg.

Vergrößert man bei dem durch die Stücke a, ß und y
bestimmten Dreieck ABC (Figur 4) den Winkel ß um A ß, so

entspricht dem in der näheren Umgebung von A eine Parallel-
Aß

Verschiebung von B A um Vg c, und man erhält so an
H P

Stelle von A den Punkt Ag auf der Verlängerung von C A.
Beschreibt man den Kreis um B durch A, und läßt man an Stelle
dieses Kreises seine Tangente oder die Senkrechte in A zu A B

treten, so ergibt sich das Fehlerdreieck A Ag G, in welchem

A Ag A bo und Ag G A cg ist. Mit Hilfe des rechtwinkligen
Dreiecks A Ag G findet man

Vg Vo
A bo H - und A co

sin a p tg oc

oder nach Einsetzung des oben angegebenen Wertes für vo

c A ß c A ß
A bo und A Co •

p sin a p P tg a p

sin ySetzt man noch c a ~p so erhält man
sin a

sin y Aß ctg a sin y A ß
A bo a ~v~0 und A co a :

p sin^ a p p sin a p
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Der Flächenfehler A Fg ist dargestellt durch die Fläche

des Dreiecks A Ao B mit der Grundlinie A B c und der

Aß
Höhe gleich A G vg c; es ist somit

1 A ß
_

sin yA Fr ~ c2 ~ oder mit c a ~
p 2 p sin a

1 sin2 y A ß

2 sin2 oc p

c) Gegeben ein Fehler A y an y; gesucht die durch A y
an b, c und F hervorgerufenen Fehler Ab Ac und A F

Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar
ctg a sin ß A y sin ß A y

A b-f a : Ac =aT „sin a p
' sin'' a p

1 sin2 ß A yund AFv - a2 ~„~2 sim a p

2. Gegeben die beiden Seiten b und c und ihr eingeschlossener
Winkel oc.

a) Gegeben ein Fehler A b von b; gesucht die ihm
entsprechenden Fehler A ab, A ßb, A yb und A Fb der Seite a, der
Winkel ß und y und der Fläche F.

Läßt man in dem Dreieck ABC (Figur 5) nur die Seite b

um A b zunehmen, so erhält man ein Dreieck A B Cb, bei dem
die Seite B Cb in der Nähe von Cb parallel zu B C angenommen
werden darf. Beschreibt man den Kreis um B durch C, und
setzt man an Stelle dieses Kreises seine Tangente in C, so erhält
man das rechtwinklige Fehlerdreieck C D Cb, in dem D Cb

Aßb
A ab und C D vb a; damit ergeben sich die Fehler-

P

formein
vb sin y

A ab A b cos y und A ßb ~" p — p Ab.
3. a

sin yDa A yb —A ßb, so ist A yb L
p A b.

a

Der Flächenfehler A Fb ist dargestellt durch die Fläche
des Dreiecks B Cb C; es ist somit

1

A Fb * a vt> °der "u* vb A b sin y
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A

VVocOC

K/V<\3 PÌ V/ N

/ v My C ac/ OC
Irr-^ QTT «<? yr<^

K *<W' jiCL Bo\)

l7ô /»y

Figur 5.

A Fb a sin y A b.

Setzt man noch a sin y c sin oc, so findet man
1

A Fb ~ c sin oc A b.

b) Gegeben ein Fehler A c; gesucht die ihm entsprechenden

Fehler A ac, A ßc, A yc und A Fe von a, ß, y und F.

Aus dem Vorstehenden erhält man unmittelbar
A ac A c cos ß,

sin ß

a
1

An sin ß » aAßc pAc, Ayc i A c

und A Fe b sin a A c.

c) Gegeben ein Fehler A a; gesucht die ihm entsprechenden
Fehler A a«, A ß«, A y« und A Fa von a, ß, y und F.

Vergrößert man nur den Winkel oc um A a, so geht das

Dreieck ABC (Figur 5) über in das Dreieck AB„C; dabei

erhält man den Punkt Ba auf Grund der oben angegebenen

Näherungen als Schnittpunkt der Senkrechten zu A B in B mit
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der Parallelen zu A B im Abstand va —" c. Fällt man von Ba
P

das dem Kreis um C entsprechende Lot Ba E auf C B, so sind
in dem rechtwinkligen Fehlerdreieck B B« E die Katheten B E

A aa und Ba E vT a ; es ist somit
P

A aa Va sin ß Und Vy Va cos ß

a A a A yaoder mit Va c und Vy —— a
P P

A oc A a
Aas e sin ß - b sin y

P P

Q
und A ya — cos ß A a.6

a

Den Fehler A ßa erhält man entweder als Differenz von A a
und A y« oder mit Hilfe von vg ; dabei ist vg der Abstand der

beiden parallel anzunehmenden Tangenten in B und Ba an die
Umkreise der Dreiecke ABC und A Ba C. In dem
rechtwinkligen Dreieck BB«G ist vg va cos y, ferner ist nach

der in der Einleitung angegebenen Formel vg —— —; hier-
p b

A a
aus ergibt sich, wenn man noch beachtet, daß va — c ist

P

A ßa cos y A a."
a

Auf Grund der für A ßK und A ya gefundenen Werte erhält
b c

man zur Probe A ßa + A ya cos y A a + — cos ß A oc

a a

b cos y 4- C cos ß „— A a oder da b cos y + c cos ß a ist,
a

A ß« + A y« A a.
Den Flächenunterschied A Fa der Dreiecke ABC und

A Ba C erhält man aus AFa b A h, wobei A h der zu b
2

als gemeinsamer Grundlinie gehörige Unterschied der Höhen
der beiden Dreiecke ist; dabei liest man in dem rechtwinkligen

6 Das Minuszeichen deutet an, daß bei zunehmendem Winkel a
der Winkel f abnimmt.



— 256 —

Dreieck B«BH mit der Kathete B H parallel A C für A h den
Wert A h va cos a ab. Hiermit findet man

* t^
1

i • A oc

Ata - b Va cos a oder mit va c
2 p

A T7 l U Aa
A ta b c cos a

2 p

3. Gegeben die Seiten a und b, und der Gegenwinkel a von a.

a) Gegeben ein Fehler A a von a ; gesucht die durch A a

an der Seite c, den Winkeln ß und y und der Fläche F verursachten

Fehler A ca, A ßa, A ya und A Fa.

Läßt man in dem Dreieck ABC (Figur 6) ohne b und a

zu ändern die Seite a um A a zunehmen, so erhält man das Dreieck

A Ba C, dessen Ecke Ba auf der Verlängerung von A B und
auf dem Kreis um C mit Halbmesser CD a 4- Aa oder
dem Lot in D auf C B liegt. In dem rechtwinkligen Fehlerdreieck

Ba B D ist B Ba A ca und Ba D vT Tfa a; da-
P

mit ergeben sich die Fehlerformeln

» A a „ A yaA Ca und Vf A a tg ß — ' a oder
COS ß p

Aya tg--
p Aa.

a

Wenn bei unverändertem Winkel oc der Winkel y um A ya
zunimmt, so nimmt ß um denselben Betrag ab; es ist somit

Aßa -tgß pAa.
a

Der Flächenunterschied A Fa der Dreiecke ABC und
A Ba C ist dargestellt durch die Fläche des Dreiecks B Ba C
mit der Grundlinie a und der Höhe v-»-; es ist somit

A Fa a Vf oder mit v-f A a tg ß
rCi

A Fa - a tg ß A a.
2

(Schluß folgt.)
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