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DK 528.13

Zur Frage der erforderlichen Beobachtungsanzahl
einer Messungsreihe

Von G. Siemes

Bei Untersuchungen geoditischer Instrumente werden hiufig Messungs-
reihen beobachtet, um Genauigkeitsangaben zum Beispiel der Zieleinstel-
Iung oder der Ableseeinrichtung vornehmen zu kénnen. Die Aussagekraft
eines aus einer Messungsreihe ermittelten Genauigkeitswertes (zum Bei-
spiel mittleren Fehlers) hingt wesentlich von der richtig gewdhlten Anzahl
der Beobachtungen je Messungsreihe ab. Wihrend man frither den Aus-
werteaufwand maglichst niedrig halten wollte und sich daher mit Mes-
sungsreihen geringen Umfangs zufriedengab (10 oder 20 Beobachtungen/
Reihe, vgl. [5]), geht heute, da bei elektronischer Datenverarbeitung auch
ein grofles Beobachtungsmaterial keine Schwierigkeit bereitet, die Ten-
denz dahin, den Gesetzen der mathematischen Statistik entsprechend,
umfangreiche Beobachtungsreihen zu fordern. So kommt zum Beispiel
Klappstein [4] zum Teil auf 200 Messungen/Reihe. Der Verfasser hat
rund 500 Messungsreihen ausgewertet, die von 25 Beobachtern zu ver-
schiedenen Genauigkeitsuntersuchungen gemessen worden sind. Im fol-
genden soll zunichst kurz die Frage der richtigen Anzahl der Beobachtun-
gen je Messungsreihe nach statistischen Gesichtspunkten behandelt wer-
den. AnschlieBend wird das Problem von der praktischen Seite unter Be-
riicksichtigung von Anpassungs- und Ermiidungserscheinungen des Be-
obachters erortert.

Mit Hilfe der mathematischen Statistik kann man fiir die aus einer
Messungsreihe zu bestimmenden Grollen, zum Beispiel fiir den mittleren
Fehler, Konfidenzintervalle angeben. Der Betrag eines solchen Invervalls
hingt von der gewihlten statistischen Sicherheit (zum Beispiel 959) und
wesentlich von der Anzahl der Beobachtungen der Reihe ab. Umgekehrt
148t sich bei vorgegebenem Vertrauensintervall sowie bei vorgegebener
statistischer Sicherheit die erforderliche Anzahl der Beobachtungen je
Messungsreihe festlegen. Die Formel fiir das Konfidenzintervall eines
mittleren Fehlers einer normalverteilten Reihe lautet:

(n —1) . S2 _ . Q2

BN B g | =Ly 57 gy 1)
%Zn—l; P% %2n-«1; Q%
o = unbekannter mittlerer Fehler der Grundgesamtheit

§ = nach der Formel + I/?El VV]I geschitzter mittlerer Fehler der
' Grundgesamtheit

x27-1; P% = PY%, Fraktile —
¥21-1; Q% = Q9% Fraktile der y2-Verteilung mit » — 1 Freiheitsgraden
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Eine dltere, leichter zu rechnende IFormel zur Festlegung des Vertrauens-
intervalls eines mittleren Fehlers ist:

Mp = + l/ S__ n, [2] (2)

2(n —1)

Dies ist die Formel fiir den mittleren Fehler des mittleren Fehlers. Die
Bezeichnungen sind entsprechend Formel (1) gewiihlt. In Tabelle 1 sind
fiir ¢ = 1 die Vertrauensintervalle fiir verschiedene Beobachtungsanzah-
len n sowie fiir verschiedene statistische Sicherheiten jeweils nach For-
mel (1) und nach Formel (2) berechnet. Man sieht, nach Formel (2) wird
ein Konfidenzintervall mit einer statistischen Sicherheit von rund 859
angegeben. Die y2-Werte, die zur Berechnung der Tabelle 1 benétigt wor-
den sind, sind dem Tafelwerk zur Statistik von D. B. Owen entnommen[6].

Tabelle 1
Konfidenzintervall
(P—Q) % Anzahl
statistischer der nach Formel (1) nach Formel (2)
Sicherheit Beob./R. zur Vereinfachung
= a = nur <
99 25 0,73 1 1,49
95 25 0,78 1 1,32 1.14
90 25 0,81 1 1,24 ’
80 25 0,85 1 1,12
99 50 0,79 1 1,30
95 50 0,84 1 1,20 1.10
90 50 0,86 1 1,15 2
80 50 0,89 1 1,08
99 100 0,84 1 1,20
95 100 0,88 1 1,13 1.07
90 100 0,90 1 1,10 ’
80 100 0,92 1 1,05
99 200 0,88 1 1,13
95 200 0,91 1 1,09 1.05
90 200 0,92 1 1,07 ?
80 200 0,94 1 1,03

Mit Hilfe des Fisher-Testes kann man mit vorgegebener statistischer
Sicherheit die Frage beantworten, ob zwei mittlere Fehler S; und S, sich
signifikant unterscheiden. Die Umkehrung der Fragestellung 146t sich
ebenfalls mit der Statistik beantworten, und zwar die Frage: Wie viele
Beobachtungen sind erforderlich, um mit vorgegebener statistischer Si-
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cherheit sagen zu kénnen: zwei mittlere FFehler, die um P 9, differieren,
stammen aus zwei verschiedenen Grundgesamtheiten. Fiir die Berech-
nung bildet man den Fisher-Quotienten:

Fm-—l,n—].:z:: (3)
S;— = geschéatzter mittlerer Fehler der Grundgesamtheit
m, n = Anzahl der Beobachtungen in den beiden zu vergleichenden
Messungsreihen
F, _ . n-1 = aus einer statistischen Tabelle mit den Eingingen — m — 1

und n — 1 (= Freiheitsgrad) sowie statistische Sicherheit —
zu entnehmende Fisher-Gréf3e

Nur wenn der Quotient nach Formel (3) den entsprechenden Tabellen-
wert tibersteigt, unterscheiden sich S, und S, signifikant. Die folgende
Tabelle gibt fiir einige Beobachtungsanzahlen n (die Beobachtungs-
anzahlen in den beiden zu vergleichenden Reihen sollen gleich sein; das
heiit m = n) die Fisher-Groflen fiir verschiedene statistische Sicher-
heiten an:

Tabelle 2
Beobachtungsanzahl Statistische Sicherheit

n = m 75% 909, 959% 97,6% 999%,

25 1,31 1,69 1,96 2,24 2,62

50 1,21 1,44 1,60 1,76 1,96

100 1,14 1,28 1,38 1,46 1,58

200 1,26 1,32 1,39

500 1,16 1,19 1,23

Die statistischen Werte der Tabelle 2 sind fiir n = 25 bis n = 100 dem
Tafelwerk von Owen [6] und fir n = 200 sowie n = 500 der unter [1]
verzeichneten Literatur entnommen. Will man beispielsweise mit zwei
mittleren Fehlern, die sich um 209, dem Betrag nach unterscheiden, sta-
tistisch zu 959 gesicherte Aussagen vornehmen, so miissen nach Tabelle 2
die Messungsreihen aus mehr als 200 Beobachtungen bestehen.

Ebensoviel Gewicht wie auf die statistische Seite des Problems der
erforderlichen Beobachtungsanzahl je Messungsreihe sollte man auf die
physische und physiologische Seite des Problems legen.
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Der Beobachter wird im allgemeinen im Verlauf einer umfangreichen
Messungsreihe durch ein Sicheinstellen auf eine bestimmte Beobach-
tungstechnik anfinglich in der Mel3genauigkeit stirker variieren, was mit
Anpassungserscheinung bezeichnet werden soll. Ferner nimmt manchmal
die Beobachtungsgiite schon frith infolge nachlassender Konzentration
nach und nach ab, was mit Ermiidungserscheinung bezeichnet werden
soll. Am giinstigsten bricht man danach eine Messungsreihe ab, wenn die
anfinglich stidrker wirksamen Anpassungserscheinungen sich kaum mehr
auf die aus der Messungsreihe zu bestimmenden Werte (zum Beispiel
Mittelwert und mittlerer FFehler) auswirken und andererseits die Ermii-
dungserscheinungen noch weniger ins Gewicht fallen. In Abbildung 1
sind aus Messungsreihen zu je 100 Beobachtungen, die von verschiedenen
Beobachtern bei gleichen duflleren Bedingungen gemessen worden sind,
die nachstehenden Werte aufgetragen:

1. Der fortlaufende Mittelwert, beginnend mit dem Mittelwert aus 10
Beobachtungen, dann aus 12 Beobachtungen usw. (punktiert dar-
gestellt, vgl. Abb. 1). ‘

2. Der fortlaufende mittlere Fehler in gleicher IFolge wie 1 (ausgezogene
Kurve).

3. Eine noch zu definierende Anpassungsgrofle (gestrichelter Linienzug).

Zur Definition der Anpassungsgrolle (abgekiirzt = AP):

Wenn im Verlauf einer Messungsreihe der nach 1 gebildete Mittelwert
niherungsweise konstant bleibt, der mittlere Iehler dagegen in etwa
stetig zu- oder abnimmt, ist dies auf die stetig schlechtere oder verbes-
serte Einstellung des Beobachters zuriickzufithren. Eine dem Betrag
nach gleiche Anderung des Mittelwertes und des mittleren Fehlers ist hin-
gegen als Folge systematischen Einwirkens eines Parameters zu deuten.

mFi+k — mF,-

AP =
My — M;

(4)

Um die fortlaufend zu berechnenden AP-Werte ihrer Griéf3e nach in Be-
zug bringen zu konnen, mull in Formel (4) sich die GréBe n (= Anzahl
der Beobachtungen/Reihe) kiirzen. Daher ist:
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Es bedeuten:

! = beobachteter Wert
V = Abweichung des beobachteten Wertes vom Mittelwert

Damit folgt nun fiir AP:
AVV]ie = [VV]

AP = Y77
[Hirre — [1]:

6)

Die Indexgrofle k in der IFormel (5) mull so gro3 gewidhlt werden, dal
zufillig groBere Beobachtungsstreuungen einzelner Teile der Messungs-
reihe den Trend von AP nicht iiberdecken. Fiir die in Abbildung 1 ge-
zeigten Beispiele ist die fortlaufende Berechnung des AP-Wertes wie folgt
durchgefiihrt worden:

AP, ist gerechnet fiir die Indexwerte i = 10 und i + k = 16.
AP, beii =16 und i + k =22 ...

Beobachter: Jo. Beobachter : Si.

Beobachter : Bo. . Beobachter : Go.

Abb. 1
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Da nur der Trend der in Abbildung 1 dargestellten Kurven von Interesse
ist, sind alle Teilbilder ungeachtet der jeweils verschiedenen Betrige ihrer
Mittelwerte, ihrer mittleren Fehler sowie ihrer AP-GréBen auf die gleiche
Dimension gebracht worden. Die beiden Messungsreihen der Beobachter
Si und Jo sind charakteristisch fiir den iiberwiegenden Teil der wie oben
analysierten Messungsreihen. Mit Hilfe der AP-Groflen sind keine stetigen
Anpassungs- oder Ermiidungserscheinungen nachzuweisen.

Ab ungefiahr der 40. Beobachtung dndern sich fortlaufender Mittel-
wert und fortlaufender mittlerer IFehler im Verhiltnis zu ihrer Gesamt-
dnderung nur geringfiigig. Danach hétten auch 50 Beobachtungen aus-
gereicht, um zu den gleichen Mittelwerten und mittleren Fehlern wie bei
deren Berechnung aus 100 Beobachtungen zu gelangen. Der Trend der
dargestellten Kurven li(3t die Extrapolation zu, daf3 bei einer gré3eren
Anzahl als 100 Beobachtungen Mittelwert und mittlerer Fehler kaum
anders als bei 50 Messungen ausfallen werden.,

Beim Beobachter Bo ist im Verlauf der Reihe eine Anpassungserschei-
nung festzustellen. Der fortlaufende Mittelwert ist zwar ab ungefihr der
40. Beobachtung konstant; hingegen reichen zur sicheren Berechnung
eines mittleren Fehlers hier auch 100 Beobachtungen nicht.

Das letzte Beispiel zeigt bei der Reihe des Beobachters Go eine Ermii-
dungserscheinung. 100 Messungen sind fiir diesen Beobachter schon zu
anstrengend.

Zusammenfassend soll festgestellt werden, dal3, wie die obigen Bei-
spiele gezeigt haben, fiir die Bestimmung des Mittelwertes sowie des
mittleren Fehlers aus einer normalverteilten Messungsreihe 50 Beobach-
tungen meistens ausreichen. Man sollte bei umfangreicheren Unter-
suchungen stichprobenartig einige Messungsreihen wie vorhin beschrieben
auswerten. Eventuell dadurch festgestellte Anpassungs- oder Ermiidungs-
erscheinungen koénnen dann durch Anderung der Messungsanordnung
oder durch Einschalten von Beobachtungspausen vermieden werden.
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