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Sur les ealeuls relatifs aux ouvrages d’art
et leurs déformations

A. Ansermet

Zusammenfassung

Das hier behandelte Problem ist weit und gab bereits Anlal zu zahl-
reichen Veréfifentlichungen. Nur einige besondere Gesichtspunkte bilden
den Gegenstand der folgenden Zeilen; es werden gewisse Losungen ge-
zeigt, die noch nicht in die Praxis eingefiihrt sind.

Résumé

Le probleme traité ci-apres est vaste et donna lieu déja & de nombreuses
publications. Seuls quelques aspects particuliers font I’objet de ces lignes;
certaines solutions seront développées n’appartenant pas encore a la pra-
tique courante.

Généralités

Le probléme relatif au tracé d’ouvrages d’art et surtout a leur vérifica-
tion quant a la stabilité est complexe; le praticien effectue en général des
mesures linéaires et angulaires. Mais une premiére difficulté surgit: les
points de stationnement des instruments sont-ils eux-mémes assez
stables? Dans une récente publication (voir [3]) il s’agissait d’un cas spé-
cial portant sur des points contenues dans un méme profil. La propriété
connue du rapport anharmonique (Doppelverhiltnis) fut appliquée. Ce
cas n’est pas fréquent.

Emettons I’hypothése que 1’opérateur a trouvé, pour ses mesures, des
emplacements assez stables; les divers modes de mesures sont connus.
Pour les calculs le probleme peut étre traité spatialement ou en dissociant
I’altimétrie de la planimétrie. Le genre d’ouvrage d’art joue un réle pour
faire un choix.

Application: Considérons un point P, nceud d'une charpente ou som-
met d’un clocher. Par suite de I'instabilité du sol ou du manque de rigi-
dité de 'ouvrage il y a un déplacement PP’ constaté grace a des mesures
échelonnées dans le temps.

Si PP’ est assez petit, on peut considérer un point provisoire Po
(x0, Yo, zo) unique dans le voisinage du milieu de PP’

xo + Ax, yo + Ay, zo + Az

} 6 inconnues
xo + Ax’, yo + Ay’, zo + Az’

seront les coordonnées compensées de P et P’
PP? = (dx — A’ + (dy — Ay)* + (dz — Az)* = & + n? +
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Les poids des mesures ne sont pas nécessairement les mémes pour P
(P15 P2> P3---) €t P’ (py, Ps’s P3'-..), tandis que les coefficients de poids
des inconnues seront Q.x, Qyy, Qs pour P et Qua, Qyy, Qus pour P,

Entre les erreurs quadratiques moyennes et ces coefficients on a:

Megﬁ Mﬂzl MCZ = (Qxx -+ Qx’x’): (ny ~+ Qy’y'): (sz + Qz’z’) (VOiI' [2])

Cette solution ne comporte donc pas la dissociation entre la plani-
métrie et I'altrimétrie. En statistique l'ellipsoide d’erreur est dit stan-
dard. Son centre est arbitraire, par exemple au milieu de PP’. Cette solu-
tion est maintenant trés connue. On peut I’appliquer pour un groupe de
points et la déviation de la verticale n’est pas toujours négligeable. L’ori-
gine des coordonnées est arbitraire, éventuellement une des stations de
Pinstrument. Pour certains ouvrages des coordonnées polaires sont avan-
tageuses. Encore une fois le probléme est complexe, surtout quand au
mode de calcul; la transformation d’Helmert, qui est conforme, fut aussi
appliquée en combinaison avec une compensation.

Tracé des ouvrages: Le cas le plus simple (voir [3]) est peu fréquent;
pour un amphithéatre, par exemple, la ponctuelle n’est plus rectiligne
mais curviligne. Un cas concret, qui fut autrefois traité dans la littéra-
ture, fut celui de I’amphithéatre de Pola (voir [4]; 4 I’époque le calcul
donna lieu 4 des controverses. La solution Eggert/Baeschlin, comportant
des éléments fictifs (poids, observations), est la plus rigoureuse (voir [5]).
A Polala ponctuelle curviligne était elliptique avec 12 points mesurés, ce
qui donne

12 12,11...8 ‘ .
( 5) =% = 792 groupes de 5 points .

Cette facon de combiner les mesures est connue (voir [6]). Gauss lui-méme
la qualifia de voie détournée, peu naturelle (unnatiirlicher Umweg).

Une solution simple et précise consiste 4 appliquer le théoréme connu:
Les points d’intersection des rayons correspondants de deux faisceaux
projectifs de rayons engendrent une courbe de 2¢ ordre.

Analytiquement la correspondance projective revét la forme:

L1+AL2=0L + ALy =0; Ly + AL, =0; L, + A, L, =0
(faisceau S )
L+ ALy =0; LY+ 2, Ly =0; Ly’ + 3, Ly’ =0; Ly + A4, Ly’ =0
(faisceau S’)
L, et L, ainsi que L, et L,’ sont les équations de droites issues de S et S’.

Le double rapport (anharmonique) est

=% =1
lg‘—‘}»a ) 12—14
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Pour la pratique la forme trigonométrique présente des avantages:

sin(ca)  sin(da)  sin(¢’a’)  sin(d’a’)
sin(ch) ~ sin(db)  sin(c’d’) ~ sin(d’d’)

Les a, b, ¢, d et a’d’c’d’ sont respectivement les SA, SB, SC, SD et
S’A, 8’B, §’C, S8’D. L’équation ci-dessus peut étre convertie en une
équation de condition a 8 inconnues »,, v, ... vg. Le nombre de conditions
augmente avec le nombre de points, comme dans le cas de Pola par
exemple; le mode de calcul n’est pas nouveau. Revenons maintenant i la

Solution Eggert/Baeschlin

basée sur des mesures de coordonnées. L.’équation initiale, sous forme
implicite, est: F (A, B,C ...xi + v, yi + vi") =0(i =1, 2...n).

Pour l'ellipse les A, B, C sont les coefficients inconnus des termes qua-
dratiques, D et E ceux des termes linéaires. En fonction des x, y mesurés
et de valeurs provisoires pour les coefficients on a:

A=Ay+4A B =By + 4B...

wi +a; AA +bi AB 4+ ¢; AC + di AD + &i AE + fivi’ + fi' vi” =0
extrémum lié, soit:
[p'v'v] + [pv'v"] — 2 [ki (Wi + a; AA + b:i AB ... + fivi’ + fi’ vi")]

cette forme est familiére, les coefficients corrélatifs étant les k;.
En formant les dérivées de la fonction on obtient (5 4+ 2 n) équations:

[ak] =0, |bk] =0..pi'vi" =fiki; pi"vi" =fi'ki (i =1,2 ... n)

fi® fi’®

1 '
et en posant: };f = 7 + 7 , w; étant toujours le terme absolu

—ki=aipidA + bipiAB + ¢ci pi AC + ... + wi pi (pi = poids fictif)

d’ou le systéme i =aidA +b; AB + ... +w;  (poids pi)
oun — A =fivi' + i’ vi” et, sous forme implicite:

[pai] = [pbA] = [ped] = [pdA] = [ped] = 0

pour calculer les 5 coefficients.

1
De plus: — A& = — ki d’ol:  [pAd] = [p2v] + [p"v"v"]

Di
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Interprétation géométrique des éléments fictifs A

Désignons par p; la plus courte distance du point (z;, yi) a la courbe sou-
mise 4 compensation. On trouve (voir [9]):

A2 = g (f# + 1*) et [pAd] = [goo] = minimum

1
ol ¢i = pi(fit + ") = —5——5 (* + [i'®)
fi n fi

pi’ pi”

Pour pi/ =pi" =1(=1,2,...n)
[p22] = [ee]

Pour mémoire rappelons qu’'une solution plus simple fut appliquée pour
le cas de Pola (voir [4]):

Ay® + Bxriyi + Cxi2 + Dy; + Ex; + 1 = v; d’ou, pour le poids 1:
[y2 v] = [2yv] = [2* 0] = [gv] = [x0] = O

Ce ne sont pas les seules solutions (voir [7], p. 428). C’est le Service topo-
graphique autrichien qui eut recours a ce dernier mode de calcul, mais
d’éminents géodésiens, notamment le professeur Baeschlin, ne se conten-
térent pas de cette solution.

Dans la pratique on s’efforcera de dissocier I’altimétrie de la plani-
métrie, ce qui présente des avantages.

Planimétriquement le cas le plus simple est celui est celui d’une ponc-
tuelle rectiligne, par exemple les mats d’un téléphérique; on forme des
rapports anharmoniques ou birapports, éléments indépendants du lieu
de stationnement de l'instrument.

Le cas d’une ponctuelle curviligne pour l'ouvrage d’art est moins
simple; des coordonnées rectangulaires ou mémes polaires sont mesurées
et pour une conique (ellipse, etc.) on aura recours a une paire de fais-
ceaux projectifs en appliquant des équations exprimant 1’égalité de bi-
rapports. Dans certains cas on fera usage de la transformation affine ou
de celle d’Helmert (voir [3]).
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