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Diese Differentialgleichungen lassen sich sofort inte-
grieren, wenn man beachtet, dass man auf der rechten
Seite die ungestorten Elemente «, = a, cosiy, ¢, und Q,
einsetzen darf und ausserdem ds = adu ist. Man erhilt:

e2

a=a (1+2

sin2iosin2u>

: s €% . ..
cosi = cosi, <1 5 sm’1051n2u>

sin?,
2

(u + sinu-cosu — (sinu-cosu — u- cos2u)>

e? : ;
Q=0,— - cosiy (u + sinu - cosu)

Die Gleichungen lassen den Verlauf der geoditischen
Linien auf dem Ellipsoid im Grossen erkennen. Insbe-
sondere stellt man nach der letzten Gleichung fest, dass
sich die Knotenldnge nach einem Umlauf (u = 2z) um

den Betrag me2cosi nach riickwirts verschoben hat.
Man beachte jedoch, dass i nur gendhert die Neigung
der geoditischen Linie gegen den Aquator darstellt,
und dass fiir diese das Clairautsche Theorem gilt, das
sofort aus der vierten kanonischen Gleichung gewonnen
werden kann. Es ist:

dq oH

ds al

~dl
= ki t. = a2 2
q ons azcoszb (ds)

cosb = SinA,

dl
ds
cosb sinA = konst.

Prinzipiell konnen mit Hilfe dieser Gleichungen auch

die geoditischen Hauptaufgaben l6sen; praktisch bietet
dies jedoch kaum Vorteile.
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Zur Bedeutung der Schwerereduktion
bei der Bestimmung der Figur
und Massenverteilung der Erde*

H.-G. Kahle, E. Klingelé und St. Miiller, Ziirich

Zusammenfassung

Es wird eine Ubersicht iiber di¢ Grundlagen und An-
wendungen von verschiedenen Schwerereduktionen ge-
geben, die fiir geodatische und geophysikalische Zwecke
wichtig sind. Diese Reduktionen umfassen die Bouguer-,
topographische, Freiluft-, isostatische und geologische
Reduktion. Fiir die Reduktion der Geldandewirkung in
den Alpen sind besondere Berechnungsmethoden erfor-
derlich. Modelle und Anwendungen dafiir sind zusam-
menfassend dargestellt.

A. Einleitung

Als Figur der Erde bezeichnet man jene Aquipotential-
fliche des Schwerefeldes der Erde, die etwa mit dem
mittleren Meeresniveau zusammenfillt. Diese als Geoid
bezeichnete Niveaufldche ist definiert durch das Schwe-
repotential W = W = const. W enthilt das Potential U
der nur von der geographischen Breite ¢ abhingigen
Normalschwere g(¢p) und das Potential T der Storungs-

norm

massen: W = U + T. Die Kompliziertheit der Niveau-
flachen legt es nahe, das Geoid auf eine Referenzfliche
zu beziehen, die man nach geometrischen oder potential-
theoretischen Gesichtspunkten auswihlen kann. Im Fall
der potentialtheoretischen Definition bezieht man das

* Dieser Aufsatz wird als «Beitrag Nr. 115 des Institutes fiir Geo-
physik, ETH Ziirich» bezeichnet.
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Geoid mit dem Potential W,=const zweckmassigerweise
auf die Niveaufliche der Normalschwere g(¢). Diese

norm

Niveaufldche ist dadurch definiert, dass auf ihr das Po-
tentional U der Normalschwere genau so gross ist wie
das Schwerepotential W auf dem Geoid: UQ = W®) =
W, = const. Wegen ihrer kugeldhnlichen Gestalt ist es
iiblich, die Referenzfldche als Sphéroid (genauer als Re-
ferenzellipsoid) zu bezeichnen (Abb. 1). Der Abstand

Meeresoberu.‘;‘che

Abbildung 1 Geoid und Referenzellipsoid, stark {iberhoht dar-
gestellt
N = Geoidundulation
é = Lotabweichung
_g’ (P) — beobachteter Schwerevektor im Punkt P
i (auf der Erdoberfldche)
_g) " — Vektor der beobachteten Schwere, umgerechnet
- (Q) auf den Punkt P’ (auf dem Geoid)
g (¢) = Vektor der Normalschwere im Punkt Q

norm
(auf dem Referenzellipsoid)

Auf dem Geoid herrscht das Potential W =U+T, auf dem
Referenzellipsoid das Potential U der Normalschwere g (@)
mit T = Storpotential

norm
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zwischen Geoid und Referenzellipsoid entlang der Lot-
linie ist die Geoidundulation N. Den von der Geoid-
normalen und Ellipsoidnormalen eingeschlossenen Win-
kel ¢ nennt man Lotabweichung. Mit der Geoidundula-
tion N und der Lotabweichung e ist die Form des auf
das Referenzellipsoid bezogenen Geoids festgelegt. Nach
den Formeln von Stokes (1849) und Vening Meinesz
(1928) kann man N und ¢ aus dem Integral der Schwere-
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anomalien g — g,,.m() berechnen.
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Abbildung 2 Bedeutung der einzelnen Reduktionsschritte bei
der Bouguerschen Schwerereduktion

ZRoug = Bouguersche Schwereanomalie

) col = beobachteter Schwerewert

g(p) = 8xqu (1 + bsin2 ¢ — fsin? 2 ¢) = Normalschwere
norm "

iqu = Schwere am Aqua.tor

@ = geographische Breite

b, B = konstante Koeffizienten

8Boug — Bbeob ~ (U8)rop ~ (U8)ppy — (48)pye; = (48)yiq, — 8 ngﬂ

Reduktionsanteile:

a) topographische (Geldande-)Wirkung: (Ag)TOD immer negativ
im ebenen Fall;

b) Wirkung der zwischen dem Stationsniveau und dem Bezugs-
niveau (NN) liegenden Gesteinsplatte (auch Bouguer-Platte
genannt): (Ag)BPl negativ fiir Stationen unter NN, positiv fiir
Stationen iiber NN.

¢) Niveau- oder Freiluftwirkung: (Ag)Frei positiv fiir Stationen
unter NN, negativ fiir Stationen iiber NN.

d) Gezeitenwirkung: (4g),;,,

Nach diesen Reduktionen liegen alle Stationen auf demselben

Bezugsniveau NN. Die dargestellten Beispiele zeigen denselben

Gelidndeverlauf fiir zwei verschiedene Stationen P; und Ps.
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B. Bouguersche Schwerereduktion

Da sich die Kontinente iiber das Geoid erheben, muss
man die beobachteten Schwerewerte g; .., in Randwerte
mit dem Geoid als Bezugsfliche umrechnen. Diese Um-
rechnung bezeichnet man als Schwerereduktion. Man
kann dabei so vorgehen, dass man die Schwerewirkun-
gen der ausserhalb des Geoids liegenden topographi-
schen Massen berechnet, von dem gemessenen Wert ab-
zieht und unter Beriicksichtigung der Schwerednderung
mit der Hohe den Messpunkt auf das Geoid verlegt.
Diese Methode entspricht der Bouguerschen Schwere-
reduktion, die man auch in der angewandten Geophysik
anzuwenden pflegt. Die Differenz zwischen den so redu-
zierten beobachteten Schwerewerten und der theoreti-

schen Normalschwere g(¢) auf dem Referenzellipsoid
norm
bezeichnet man als Bouguersche Schwereanomalien gp,, -

Die Reduktionsschritte sind im einzelnen in Abbildung 2
dargestellt. Sie umfassen die topographische (Geldnde-)
Wirkung (4g)y,,, die Wirkung der zwischen dem Sta-
tionsniveau und dem Bezugsniveau liegenden Gesteins-
platte — auch Bouguer-Platte genannt — (4g)gp,, die Ni-
veau- oder Freiluftwirkung (4g)y,.; und die Gezeitenwir-

kung (4g)iige-

C. Topographische (Gelinde-)Reduktion

unter besonderer Beriicksichtigung der Alpen

Der zeitraubendste Reduktionsanteil ist die Bestimmung
der Geldndewirkung (4g)r,,. Sie wird im Prinzip mit
denselben Methoden bestimmt, mit denen man die
Schwerewirkung beliebig gestalteter Massen berechnet.
Fiir die praktische Durchfiihrung hat es sich als zweck-
madssig erwiesen, die sichtbaren Massen des Gelédndes
durch Zylinderringsegmente von der in Abbildung 3A
gezeigten Form anzundhern und die Schwerewirkungen
dieser Massenelemente aufzusummieren. Hierzu legt
man in die Horizontalebene im Stationsniveau ein Polar-
koordinatensystem mit konzentrischen Kreisen r = r;
und Winkelsegmenten 4q; um den Stationspunkt P (siehe
Abbildung 3B) und bestimmt die mittleren Hohen h;;
des Geladndes iiber den entsprechenden Kreisringsegmen-
ten (Jung, 1931, 1961). Die grobe Einteilung des Ge-
landes besteht in einer Nahzone und einer Fernzone,
wobei die Begrenzungen dieser Zonen stark vom Relief
des Terrains abhdngen. In der Schweiz hat es sich als
zweckmaissig erwiesen, folgende Aufteilung vorzuneh-
men (Klingelé, 1972):

Die Nahzone reicht bis zu einer Entfernung von 50 m
bei sehr unregelmissigem Relief und bis zu 20 m bei
mehr konstantem Verlauf der Umgebung um den Sta-
tionspunkt. Die mittleren Hohen werden bis zu dieser
Entfernung tachymetrisch vermessen. Fiir die Fernzone
> 50 m geniigen die Hohenlinien der topographischen
Karten (zum Beispiel 1:25000). Bis zur Entfernung
2,5 km vom Messpunkt erfolgt die Geldndeeinteilung
entsprechend dem Auszdhldiagramm in Abbildung 3B.
Die topographische Schwerewirkung von weiter entfern-
tem Geldnde (2,5 bis 26 km) berechnet man mit einem
topographischen Modell, dessen Einteilung in Grund-
flachen mit den Seitenldngen 1’ X 1’ vorgenommen wird.
In Abbildung 4A sind aus praktischen Griinden jeweils
15 X 15 dieser Rasterflachen in Form von Rechtecken

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, Fachblatt I11/IV-75



(A)

Gelande

h

! (B)

Abbildung 3 Bestimmung der Gelindewirkung
z (A) Zerlegung der Topographie in Zylinderringsegmente
(B) Auszidhldiagramm fiir topographische Karten 1:25 000
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Abbildung 4 Topographische Modelle
(A) Modell fiir die Bestimmung der Gelindewirkung im Entfer-
nungsbereich 2,5 km < r; < 26 km
Grosse der Rastereinheit: 1’ X 1’
In den dargestellten Rechtecken sind 15 X 15 Einheiten zu-
sammengefasst
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(B) Modell fiir die Bestimmung der Geldndewirkung im Entfer-
nungsbereich 26 km < I < 167 km
Grosse der Rastereinheit: 3" X 3’
In den Rechtecken sind 20 X 40 Rastereinheiten zusammen-

gefasst

zusammengefasst. Fiir die Entfernungen 26 bis 167 km
geniigt ein topographisches Modell, das aus Flachen-
einheiten mit den Seitenldngen 3’ X 3’ besteht. Abbil-
dung 4B zeigt entsprechend Abbildung 4A geographi-
sche Rechtecke, in denen jeweils 20 X 40 solcher Fla-
cheneinheiten zusammengefasst sind. Die mittleren Ho-
hen der Rastereinheiten (1" X 1° beziehungsweise
3’ X 3’) werden als Eingabedaten fiir ein Computerpro-
gramm benutzt, in dem man je nach topographischem

Abbildung 5 Zur Berechnung der Gelandewirkung bei starken
Hangneigungen in der Nihe des Messpunktes P

(A) Querschnitt, (B) dreidimensionale Ansicht, (C) Darstellung
der diquivalenten Zylinderringsegmentshdhe H

Die stark umrandeten Bereiche in (B) und (C) umfassen gleiche
Volumina
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Verlauf eine unterschiedliche Anzahl von Rastereinhei-
ten zusammenfassen kann. Die stark umrandeten Linien
in Abbildungen 4A und 4B begrenzen die fiir die Schweiz
gewiahlten Bereiche fiir die topographischen Reduktio-
nen.

Im alpinen Bereich gibt es hdufig extrem starke Hang-
neigungen in der Nidhe von Talstationen. Eine derartige
Situation ist in Abbildungen 5A und 5B schematisch dar-
gestellt. Fiir die Bestimmung der entsprechenden Ge-

F
He |
(C) :
' ,P+’
‘ .
0 om, F
20m,
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landewirkung ist es oft sehr schwierig und zeitraubend,
die mittleren Hohen h;; (sieche Abbildung 3) der Zylin-
derringsegmente bis zu einer Entfernung von 20 m zu
bestimmen. Zur schnelleren und genaueren Erfassung
dieser Geldndewirkung wurden Modellkurven berech-
net, die es ermoglichen, die zu h;; dquivalenten Hohen
H, (Abbildung 5C) aus dem Neigungswinkel 6, dem Ab-
stand x zwischen der Station P und dem Stufenrand so-
wie der Hohe y der Stufe zu bestimmen (Klingelé, 1974).
Die Modellkurven geniigen der Bedingung, dass die
stark umrandeten Bereiche in Abbildungen 5B und 5C
gleiche Volumina umfassen. Eine Modellkurvenschar
fiir 6 = 10° ist in Abbildung 6 dargestellt. Andere prak-
tisch wichtige Konfigurationen wurden ebenfalls berech-
net; die Modellkurven stehen auf Anforderung zur Ver-
fligung.

00 Q5 10 15 20 25 30 35 40 45 SO

Abbildung 6 Modellkurvenschar zur Bestimmung der dquiva-
len Hohe H, fiir den Fall 6 = 10°. Die Hohe y der Stufe ist der
Kurvenparameter (Klingelé, 1974).

Bei den oben genannten Methoden zur Bestimmung der
Geldndewirkung sind die Radien der verschiedenen Zo-
nen fest vorgegeben. Es sind aber auch Verfahren ent-
wickelt worden, mit denen man mit Hilfe von automati-
schen Koordinatenbestimmungen je nach topographi-
schem Verlauf beliebige Radien wihlen kann (Klingelé,
1972).

D. Geologische Reduktion

Da die Bouguerschen Schwereanomalien von Massen-
storungen hervorgerufen werden, die unter dem gemein-
samen Bezugsniveau (i. a. Meeresniveau) liegen, eignen
sie sich gut fiir die Interpretation geophysikalischer Mes-
sungen zur Bestimmung der Erdkrustenstruktur. Weni-
ger gut geeignet sind die Bouguerschen Anomalien da-
gegen fiir geodidtische Zwecke. Durch die rechnerische
Beseitigung der topographischen Massen verlagern sich
namlich die Niveaufldchen, so dass das urspriingliche

Vermessung, Photogrammetrie, Kulturtechnik, Fachblatt I11/1V-75

Geoid nach der Reduktion keine Niveauflache mehr ist.
Die entsprechende Verlagerung bezeichnet man als «in-
direkten Effekt» und die Niveaufldache in der neuen Lage
als «Co-Geoid» (Vening Meinesz, 1946; Jung, 1956;
Heiskanen und Moritz, 1967). Bei der Beriicksichtigung
dieser Verschiebung darf man nicht nur die mittlere
Dichte der topographischen Massen in Rechnung setzen,
sondern man muss auch geologisch bekannte Storungs-
massen, wie Sedimentbecken oder Aufschiebungen von
subkrustalem Material (wie beim Ivrea-Korper) rechne-
risch erfassen und beriicksichtigen (siehe zum Beispiel
Kahle, Klingelé, Miiller und Egloff, 1975).

E. Isostatische und Freiluft-Anomalien

Grundsitzlich kann man fiir die Geoidbestimmung jede
Reduktionsmethode verwenden, die auf Randwerte fiihrt
und deren indirekten Effekt man genau genug berechnen
kann. Es ist jedoch zweckmissig, solche Reduktionen
vorzuziehen, bei denen der indirekte Effekt klein ist und
mit denen man leicht interpolierbare und auch fiir geo-
logische Auswertungen brauchbare Schwerewerte erhilt.
Diese drei Forderungen werden am besten von isostati-
schen Reduktionen erfiillt (Jung, 1956; Heiskanen und
Moritz, 1967). Ihnen liegt die Vorstellung zugrunde,
dass unter den Gebirgen und Hochlindern Kompensa-
tionsmassen mit relativ geringerer Dichte liegen, als un-
ter den Tieflandern und Ozeanen. Die Kompensations-
massen heben die Schwerewirkung der Gebirge und
Hochldander weitgehend auf. Dem entspricht die An-
nahme einer fast vollstandigen isostatischen Kompensa-
tion. Die Vorstellungen iiber den isostatischen Aufbau
der Erdkruste wurden zuerst von den franzosischen Geo-
ddten Bouguer (1749) und La Condamine formuliert. Bei
Lotabweichungsmessungen am Chimborazo hatten sie
festgestellt, dass die gemessenen Lotabweichungen ge-
ringer waren, als die theoretisch berechneten. Zu #dhn-
lichen Ergebnissen kamen spiter auch Airy (1855) und
Pratt (1855) beim Studium des Einflusses des Himalaya-
Gebirges auf die Lotabweichungen in Nord-Indien. Bei
der isostatischen Reduktion verlegt man die ausserhalb
des Geoids liegenden topographischen Massen nicht ins
Unendliche wie bei der Bouguerschen Reduktion. Statt-
dessen verschiebt man sie derart ins Innere des Geoids,
dass entlang der Krusten-Mantel-Grenze benachbarte
senkrechte (radiale) Massensdulen die gleiche Masse
oder das gleiche Gewicht haben. Dadurch wird der in-
direkte Effekt moglichst klein gehalten. Die isostatische
Reduktion ergibt sich aus der Bouguerschen Reduktion
und der relativen Wirkung (4g). der ins Innere des
Geoids verschobenen topographischen Massen. Isostati-
sche Schwereanomalien erhilt man also aus der Summe
der Bouguerschen Anomalie g,. und der Wirkung
(42)is,s- Nichtverschwindende isostatische Schwereano-
malien zeigen dem Geophysiker die Existenz von tekto-
nischen Kriften an, die das hydrostatische Gleichgewicht
storen. Sie sind daher von grosser Bedeutung fiir das
Studium von geodynamischen Kriften im Erdinnern.

Jeffreys (1931) hat potentialtheoretisch gezeigt, dass fiir
die gravimetrische Geoidbestimmung Reduktionen be-
nutzt werden sollten, bei denen man die Bouguer-Plat-
ten-Reduktion einfach unberiicksichtigt ldsst. Man re-
duziert dann so, als ldgen die Stationen «in freier Luft».
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Die entsprechenden Anomalien bezeichnet man deshalb
sinngemdss als «Freiluft»-Anomalien.

Die Freiluft-Anomalien sind hypothesenfrei, weil die to-
pographische Dichte nicht in die Rechnungen eingeht.
Im Grunde liegt auch hier eine Massenverschiebung vor,
da Jeffreys’ potentialtheoretische Uberlegungen von der
Annahme ausgehen, dass die topographischen Massen
im Meeresniveau eine Flichenbelegung darstellen. Der
indirekte Effekt ist hierbei sehr klein. Dagegen sind die
Freiluft-Anomalien nur schwer interpolierbar. Ideal sind
sie jedoch in ozeanischen Gebieten, wo man die Schwere-
messungen im Grunde auf dem Geoid selbst ausfiihrt
(zum Beispiel Kahle und Talwani, 1973) und wo andere
Maoglichkeiten zur Bestimmung der Geoidundulation wie
zum Beispiel astronomische Lotabweichungsmessungen
nicht moglich sind.

F. Schlussbemerkungen

Fiir die gravimetrische Bestimmung der Geoidundulatio-
nen und Lotabweichungen muss man die Schwere-
anomalien iiber die gesamte Geoidfldche integrieren. Da-
her braucht man Schwerewerte auf der gesamten Erd-
oberfliche, um die Undulationen des Geoids in einem
Punkt berechnen zu kénnen. Man kann jedoch verifizie-
ren, dass die stationsnahen Schwereanomalien einen
wesentlich grosseren Einfluss haben als die weiter ent-
fernten Anomalien. Insbesondere liefern die weiter ent-
fernten Schwerestdorungen fiir nahe beieinander gelegene
Stationen nur einen konstanten Beitrag. Relative Geoid-
danderungen zwischen nahen Stationen sind im wesent-
lichen durch die stationsnahen Anomalien bestimmt. Fiir
die Geoidbestimmung ware es daher niitzlich, dicht ver-
messene Schwerenetze um Stationen mit astronomisch
beobachteten Lotabweichungen anzulegen und diese
Schwereanomalien fiir die Berechnung der relativen
Geoiddnderungen zwischen den Lotabweichungsstatio-
nen zu Interpolationszwecken und zur Verfeinerung der
geoddtischen Methoden mit einzubeziehen.

Wir danken Dr. Jorg Ansorge und Dr. Henning Scriba,
Institut fiir Geophysik der ETH Ziirich, fiir wertvolle
Anregungen bei der kritischen Durchsicht des Manu-
skripts.
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