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Bemerkung- zum Wentzelschen Näherangsverfahren in der
relativistischen Dynamik des Elektrons

von K. Beehert.
(10.1. 33.)

W. Pauli hat kürzlich in dieser Zeitschrift1) eine Note über „Dirac's
Wellengleichung des Elektrons und geometrische Optik" veröffentlicht. Pauli benutzt
dabei die von Dirac selbst eingeführten vierreihigen Matrizen a.k, ß. Es ist
aber bequemer und übersichtlicher, wie wir glauben, die von Saiter2)
vorgeschlagene allgemeine Methode der unbestimmten Operatoren yt zu benützen,
solange man nur allgemeine Beziehungen der Diracgleichung diskutiert, wie dies
in § 2 der PauJi'schen Arbeit geschieht. Die Absicht der vorliegenden Note ist,
dies kurz zu zeigen.

§ 1. Einleitung.

Wir erinnern zuerst an einige allgemeine Wahrheiten über
die Diracgleichung, elie in unserer Bezeichnung lauten soll:

{YiPi + P-Ay 0. (1)

Über zweimal vorkommende Indizes ist zu summieren; 1=1,2, 3,4.
Für die yt gilt,

7i,-yi + VtVk 2 ökl. (2)

Ferner ist

d i e _

P5MM 5=2^* *>-{¦?, y,z, iet}. (8)

h ist die gewöhnliche Planck'sehe Konstante; die ersten drei
Komponenten von 0i bilden das Vektorpotential; die vierte 04 i &0,
wo 0O wie bei Pauli da.s elektrostatische Potential bedeutet.
y> ist für uns eine mit den y nicht vertauschbare Grösse, für die
wir den Sauter'schen Ansatz xp Zrv\pv gemacht denken können.
Die y>v sind mit den y vertauschbar — sie entsprechen den y>0

bei Pauli —, die P„ sind Produkte aus den y,, deren Form uns
vorläufig nicht kümmern soll.

q Vol. V, Heft 3, S. 179 (1932).
7) F. Sauter, Z. Physik 63, 803; 64, 295, 1930.
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Die Rechnung mit allgemeinen Operatoren yL führt auf
dieselben Differentialgleichungen für die xpv wie das von Pauli
benutzte Rechnen mit vierreihigen Matrizen, wenn man die übliche
physikalische Deutung der Diracgleichung beibehält1). Eine
Spezialisierung eler y, d. h. ein Ausschreiben der Operatorengleichung
(1) in ihre „Komponenten", wird erst nötig, wenn man elie
Wellenfunktionen y> explizit anschreiben will, also ein spezielles Problem
vor sich hat. Für die physikalisch wichtigen Grössen ist es

gleichgültig, wie man die Operatoren y wählt, wenn sie nur den
Gleichungen (2) genügen.

Der Viererstrom eles Elektrons folgt aus elem Erhaltungssatz:

AifMV) __ ds,
d x, dxt

tp ist die adjungierte Funktion zu xp; sie genügt eler adjungierten
Differentialgleichung:

Pi V Yi ~ Ps V> (5)

mit
— d i e
P- --3—+ ®t- 6H dxt Tte

'

Die Grösse s( enthält bei unserer Rechnung noch Operatoren

y; sie hängt mit dem (y-freien) Viererstrom eq so zusammen:

s, AA-al. (7)

A enthält die y; in welcher Weise, interessiert uns hier nicht.

§2.
Das Wcntzel-Brillouiii-Kraniers-Yerfahren., in Operatoren geschrieben.

Wir setzen

y aeT> (8)

wo S wie bei Pauli die klassische Wirkungsfunktion werden
soll, also die y nicht enthalten darf; elie yz kommen nur in a

vor. a wird nach Potenzen von — entwickelt:
i

a a0+ -X- ai + ¦ • • (9)

*) Vgl. K. Bechert, Z. Physik 79, 26, 1932.
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Einsetzen von (8) und (9) in (1) gibt als Näherungsgleichungen:

i 7tt yi a0 + m0 c a0 0 Faktor von 1 (10a)

i n,y,a1 + m0c a1 - i yl <
° (Faktor von Ti") (10b)

0 Xi

öan_, / (r>\"
»,Jlt Yi an - '«o c an ~ ~ * Yi ~~ä >' l* aktor von I —

Dabei ist

*-&+> <»>

(i nn y„ — m0 c) (i n, yt + m0 c) a0 0 - — ^ ^J2 ~ "V" ''2 «o

gesetzt. Durch linke Multiplikation von (10a) mit in,y, — »i0,
erhält man

4

V
l=\

Die Klammer enthält keine y mehr, also folgt

>>(2 ;-m02c2-=0, (12)

das ist die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung der klassischen

Mechanik.
Für das Folgende brauchen wir die zu (10) adjungierten

Gleichungen. Wir machen den (8) unel (9) entsprechenden Ansatz

- T* W
rp — a e

ä dQ+ -r äj + • • • (14)

und erhalten aus (5), wie man ohne Rechnung einsieht:

i nJa0yL -.- m0 c ä0 ¦== 0 (15a)

• da0
\nla1 y, ¦- m0 cax= i y, (lob)

mit
dS e _.,"« —7i7+c*" (lb)
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Als Hamilton-Jacobi-Gleichung folgt aus (15 a) (durch rechte
Multiplikation mit i7tlyl— m0c):

2^ + m02c2 0. (17)

Aus dem Vergleich von (12) mit (17) erkennt man, unter
Beachtung von (11) und (16), dass

8 -S (18)

bis auf eine unwesentliche additive Konstante untl ferner, dass

nt nl. Die Lösbarkeitsbedingung für die Gleichungen (10b),
(15 b) läuft jetzt in unserer Schreibweise auf die triviale Behauptung

hinaus: Es gilt für irgendwelche Funktionen v, w identisch

r-\(in,y, h m0c) uj] [v (intyt + m0c)]- w (19)

Die eckige Klammer deutet an, wie wir uns die Faktoren zusam-
mengefasst denken. Wenden wir (19) auf die Gleichung (10b) an
mit v a0,w alt so kommt:

ä0 (i 7ti yi + m0 c) a1 - i ä0 y, -° - 0 (20)
U Xi

(1. Lösbarkeitsbedingung). Analog aus (löb)niit v a1, tv a0:

äi (intyt+ m0c)a0 i -rfy,«„-0, (21)
U Xi

(2. Lösbarkeitsbedingung). Subtraktion von Gl. (20) von (21)
gibt, die Kontinuitätsgleichung:

A (öoyi«o) 0, (22)
u xl

die man mit S —~& natürlich auch direkt aus (4) als erste Näherung

erhalten kann. ä0 y, 2 3ao sind f^e Stromkomponenten,
a0y4a0-ic die Dichte1).

Den Pauli'schen Satz über das Verhältnis von Strom und
Dichte bekommen wir so: Wir multiplizieren (10a) von links mit
a0ykyi(krtA) und (loa) von links mit y^l-üq, setzen nl nx
ein und addieren:

i 7ti a0 (yk YtYi + YtYi Yk) «o + mo c ao (n- Yi + Yi Yk) a0 0.

') In den Grössen ä0yka0, ä0yla0 stecken, genauer gesagt, noch die Operatoren

y, doch treten sie auch hier, wie überhaupt bei allen Grössen der Form
/-freier Operator mal y> mal y-Operator mal y-freier Operator mal tp, in einem
gemeinsamen Paktor 4 A heraus. Vgl. K. Bechert, 1. c.) Man kann also in
Gleichung (23) unter den Ausdrücken ä0ykn0, ä0y4a0 einfach die physikalischen Grössen
des Stroms und der Dichte -ic verstehen, weil 4A aus (23) herausfällt.
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Der zweite Ausdruck ist Null nach (2), weil wir k 4. 4 voraussetzen.

Im ersten geben die Glieder mit / 4 : 2in4ä0yk a0,
diejenigen mit l k : — 2 i nk a0 y4 a0, die andern lieben sich auf,
wegen (2). Es bleibt:

^4 «0 Yk «o nk a0 Yi «0 • (23)

Dies ist der von Pauli angegebene Satz, aus dem er unter anelerem
die Bohr'sehe Behauptung bestätigt, dass eine Bestimmung des

Spinmomentes des Elektrons durch klassisch beschreibbare
Ablenkungsversuche nicht möglich ist. Die weiteren Überlegungen
verlaufen genau wie in der Pauli'sehen Arbeit.

Wir wollen elie weitere Behandlung nach der Sauter'schen
Methode noch kurz skizzieren, obwohl sie für elas folgenele
spezielle Problem keine Vorteile gegenüber der Matrizenrechnung
bietet. Wenn man genau die Pauli'sehen Differentialgleichungen
erhalten will, wirel man den Ansatz machen (man könnte natürlich

irgendeinen anderen auch machen, würde dann aber nicht
gerade Pauli's Differentialgleichungen bekommen):

«0 — 2-i * v a0,.;
•v=l

(24)

mit

A A
YiYz

A
-Ma

A
-iy1

A A A
'YlYiYa

A
1 -iyxy2 -Mr3 -Yt
A F10 Ai A. F13 A4 A5 A«
Y* YiYzYi ^YzYi ~»YiYi ~ ^YiYiYi ^^YiYzYi ~ YiYzYsYi ~ YiYi

Es gilt, wie man leicht sieht (vgl. K. Bechert, 1. c.)

3

A^ 2 A + 4.-. mit A (l—iYiYi) (l+y4);•?*¦= L* * • 10. (25)
r=o

Man darf allgemein setzen (Bechert, 1. c.):

a0, a0ir + i (26)

und finelet aus (24) und (25):

ao"i,rtÄaol. (27)
;=i
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Für die aeljungiertc Funktion a0 und die zugehörigen /v soll
gelten:

16

ä0-2Aä0V (28)

A A
YiYs

A A A A A Ä
i M '7i Mi72 - i y2 y3 -yi^ys 72

A Äo Äi Ä2 A3 A4 Ä5 As
Yi YiYzYi i Yz Yi 'YiYi lYlYiYi »YiYsYi YiYiYzYi y274

Dann folgt aus ä0„ a0 p + 4, wie man leicht bestätigt:

«o^S^Ä«oi- (29)
*=i

Die Berechnung eles Viererstroms st geschieht nach dem
vom Verfasser (1. c.) angegebenen allgemeinen Schema:

4

Si ö0 yt a0 2 A A Yi rnAäokaon^-A A er,
k,n=l

Es liefern auch hier nur die Glieder einen Beitrag, für die

FkYiF„= A 5 9 is is*- So kommt:

iKi«,03

Also hat die Bedingung (20): ä0 yt
für fct 3, wie bei Pauli):

a02 a04 "T ß03 «Ol «04 «02J

e) a„

(30)

ÖO,n

x01 <M x02 •+ a,
da0i

03 dx»

0 die Form (-,— 0
0 xk

- da02
dx»

0; (31)

d äa
Bedingung (21): -r-2- yt a0 0 geht (in ihrer ausgeschriebenen

o xt
Form) aus (81) durch Vertauschung von aoi mit aoi hervor.

Die Gleichung (10 a.) liefert mit dem Ansatz (27) die Pauli'sehen
Gleichungen, — so war der Ansatz gerade eingerichtet —, wenn
man noch beachtet, dass

dS
det 7 ^o - no (Pauli's Bezeichnung)

^3«03 + (mc — n0) a01 0 ;

•¦*3a01 + (— mC — ntl) «03 o;
-"*3«04 + (—mc +- n0) a02 0;
-"*3«02 + (mc ¦+ n0)a04 0. (32)
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Für die adjungierten Funktionen gelten dieselben Gleichungen.
Dabei braucht man sich hier über die Änderungen, die durch das

Imaginärwerden von n3 eintreten könnten, nicht den Kopf zu
zerbrechen. Die adjungierten Gleichungen behalten auf jeden
Fall ihre Form bei. Als allgemeine Lösung, die den Bedingungen
(20), (21) genügt, findet man

«OC

«03=-

«oi-=al/ —
V n0 — mc

i / Ttt, — mc
1/ ~ ; 04
V n3

ck, ß sind willkürliche Konstanten. Die Lösung (33) ist natürlich
dieselbe wie bei Pauli.

München, Institut f. theoretische Physik.
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