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Théorie de la diffraction de la lumière par les Ultrasons
par R. Extermann et G. Wannier.

(19. VIL 36.)

Première partie.

On sait qu'un fluide dans lequel se propagent des ultra-sons
peut diffracter une onde lumineuse qui le traverse.

L'explication qualitative de ce phénomène est que les ultra-sons
stratifient optiquement le milieu qu'ils parcourent, lui donnant
ainsi les propriétés d'un réseau optique. Grâce à cette image,
on peut prévoir la direction des ondes diffractées, mais elle ne
suffit pas pour calculer leurs intensités.

On peut alors chercher comment se déforme une onde plane
qui traverse un milieu stratifié, mais en fait l'exactitude de cette
méthode ne dépasse jamais celle d'une première approximation.
Lucas et Biquard1) ont donné un traitement correct du problème
suivant cette idée, qui n'a malheureusement pas abouti à des
résultats numériques complets. D'autre part, la théorie simplifiée
de Raman et Nath2) donne des résultats qui ne sont justes que
pour de faibles épaisseurs du milieu stratifié, comme nous le
montrerons.

La méthode fondamentale pour résoudre le problème consiste à
calculer à priori toutes les « ondes » possibles dans le milieu stratifié,
c'est-à-dire ses fonctions propres. L'onde plane à l'entrée est
introduite alors comme condition aux limites. Ce chemin a été
indiqué par L. Brillouin3), qui n'a cependant pas pu donner
de résultats numériques. C'est celui que nous avons suivi dans
ce travail.

I. Esquisse de la méthode.

a) Etant donné une onde plane extérieure de vecteur d'onde k,
le vecteur de l'onde intérieure doit avoir la même composante
tangentielle /j, (Fig. 1)

b) Il y a une infinité de vecteurs k qui ont la composante
tangentielle /li. Mais les équations du problème dans lequel le
milieu est stratifié montrent:
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Premièrement que ceux qui sont possibles forment une suite
discrète k0, fe1} k2, correspondant à des valeurs discrètes

l0,li,l2, de la composante selon Ox. (Fig. 2.)
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Secondement qu'à un vecteur d'onde kr satisfaisant aux
conditions précédentes, la stratification du milieu associe une
suite de vecteurs d'onde krn qu'on obtient à partir de kr

krn kr + nb n — —2, —1, 0, 1, 2,

b étant le vecteur d'onde des ultra-sons. (Fig. 3.)

c) b montre qu'à une onde incidente k correspond, dans le

milieu, une double infinité d'ondes planes krn (r —1, 0, + 1,

; n —1, 0, 1, 2, Nous appelons couche l'ensemble
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des ondes de même indice r (les vecteurs d'une même couche r
ont tous même composante lr selon Ox); et ordre l'ensemble des
ondes de même indice n (les vecteurs d'un même ordre n ont tous
même composante /u + nb selon Oy). (Fig. 4.)
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d) Pour déterminer les amplitudes complexes Ern des ondes

krn, on exprime qu'elles proviennent d'une seule onde extérieure fc

d'amplitude A ; en d'autres termes, que si l'on renversait le sens
du phénomène, elles interféreraient dans le plan x 0 pour se

réunir en une seule onde plane fc. On trouve :

/1 Er <
0, si n ht- 0

A, si n 0

e) A la sortie du faisceau d'ultra-sons (x d), les différentes
ondes ont parcouru des chemins optiques différents. Elles inter-
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fèrent donc autrement qu'à l'entrée. Nous montrerons que les

ondes d'ordre interfèrent entre elles pour donner une seule onde
diffractée d'amplitude Sn.

Sn yiErn exp [iL d]
r

Cette équation permet de calculer l'intensité des raies diffractées,
ce qui est le but de notre travail.

-x-=0

x d

k-,

Fig. 5.

Conditions aux limites.

II. Théorie mathématique.

Dans un milieu où /x 1, on peut éliminer H des équations
de Maxwell, et l'on obtient l'équation d'onde pour une constante
diélectrique e quelconque.

1 d2(eE)
c2 dt2AE-gr&d(divE) 0 (1)

où E est le vecteur électrique dans le milieu.
Dans notre cas, e a la forme:

e £0 + 2 ex cos (b y — v t) (2)

où e0 est la constante diélectrique du milieu au repos et £x une
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constante qui dépend de la compressibilité du milieu et de l'amplitude

des ultra-sons, b est le vecteur d'onde des ultra-sons (supposé
parallèle ä Oy) et v leur fréquence.

Pour préparer nos calculs numériques, nous allons rappeler
comment on résoud (1) par les fonctions de Mathieu. Nous
introduirons ainsi certaines hypothèses simplificatrices, énumérées
ci-dessous et d'ailleurs aisément justifiables.

,*

b §m
//d*

y /
Fig. 6.

Dispositif expérimental et axes de référence.

1) Nous nous référons à un système d'axes Oxyz tel que
le vecteur fc de l'onde incidente se trouve dans le plan xOy, Oy
étant parallèle au vecteur b de l'onde ultra-sonore. Nous choisissons,
des deux polarisations, celle dont le vecteur électrique est parallèle
à l'axe des z. Dans ce cas, puisque E ne dépend pas de z,

div Ê 0.

2) Le fait que la fréquence des ultra-sons est très petite par
rapport à celle de la lumière nous permet de négliger la dépendance
temporelle de e.*)

On se rend compte facilement que, dans ce cas, l'équation (1)
est separable et donne pour E:

E exp[i(lx-cot)]u(y) (3)

où u(y) satisfait l'équation différentielle de Mathieu3)
1 d2u

b2 dyl + (a + 2 0 cos by) u 0 (4)

*) Nous reprendrons cette question dans la seconde partie de ce travail.
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avec

a=*^ fl 3*!. * -»- (5)

Les valeurs propres a sont encore indéterminées, l n'étant pas
connu.

D'après le théorème de Floquet, toute solution stable de (4)
est de la forme:

u(y) exp[ifiy]0(by) (6)

où 0 est une fonction périodique de période 1 et (i une constante
réelle déterminée à un multiple de ò près.

Si l'on développe 0 en série de Fourier

0 y^En exp [inby]
n

l'équation (4) se transforme ,en une formule de récurrence pour
les coefficients En:

a — -r + n En + d [En_i + En+1] 0 (7)

La suite des En ne converge que pour certaines valeurs propres
du paramètre a. On peut par exemple exprimer la condition de

convergence en annulant le déterminant des coefficients des En,
dit déterminant de Hill :

4(>- »y
2 o/

a
"T

e
0 0 0 0

0 -e (-
-6

-a -0 0 0 0

0 0 (*)- a -e 0 0

0 0 0 -9 ('? t)" a -9 0

0 0 0 0
e

4 ('? ML
26/

a 9

T V '

(8)

Cette équation montre que a est racine d'un polynôme de

degré infini, il possède donc un spectre discret de valeurs possibles
ar (p).

Dans la limite 0 0, on trouve en particulier

ar {/*) j + rj r= -2, -1, 0, 1, 2,

A chaque valeur ar(ju) correspond une valeur lr(ju) en vertu de
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(5) et une suite Er0, ErX, donc une fonction propre,
0r (by, fi) définie à un facteur près.

La solution générale de (4) s'écrit alors, en vertu de (6):

E exp [— icot]y\ exp [i/ty] 2exP [*^ C")x] Q (by, fit) (9)

ou, en composantes de Fourier
E exp [—imi] V exp [ipy] y\ Ern exp [i{lr(/j,) x + nbyj] (10)

fi m

où la première somme, qui pourrait être une intégrale, s'étend sur
toutes les valeurs possibles de ju. Celles-ci vont être déterminées

par les conditions aux limites.
Superposons donc des ondes de la forme (10) pour retrouver à

l'entrée du milieu (x 0) l'onde plane

E exp[i(fcr— cot)] (11)

Cette superposition donne

exp[ ikyy] y exp [i/iy] 2 ^m exp [inby] (12)
fi m

Comme 2 ^m exp [inby] est périodique, il faut que,
m

ky /Li (13)

En effet, si nous remplaçons dans cette expression y par y + A,
où A 2 njb est la longueur d'onde des ultra-sons, lee sommes
de Fourier restent invariantes, et puisque le premier membre
est multiplié par exp [ikyA], il faut que fc„ /*.

(13) porté dans (10) donne:

E Yj Ern exp [i{lrx + (/u, + nb) y— cot}] (14)
m

Il y a donc une infinité double d'ondes planes dans le milieu.
La condition (12) s'écrit maintenant pour chaque onde séparément

ce qui signifie que le vecteur électrique est nul sur la face d'entrée
à la suite d'un phénomène d'interférence pour tous les ordres
sauf l'ordre zéro. Ceci ne sera plus vrai après que les ondes auront
traversé les ultra-sons sur une distance d. Chaque ordre n donnera
donc une onde extérieure ayant la composante tangentielle ci + nb
des ondes composantes krn. Cette onde extérieure d'ordre n a un
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vecteur kn et une amplitude S„. Le vecteur fc„ dont la grandeur
est évidemment |fc„| fc a une direction déterminée par la
construction de la figure 5; on trouve, pour 8n:

Sn V E„ exp [ilrd] (16)
r

On peut donner à cette formule une forme plus commode
en la transformant au moyen de (5), en remarquant que b <^.k
et £0 ~ ar ~ 1. On obtient

Sn 2 Kn exp [-to, D] (17)
' r

où les ar sont les valeurs propres des fonctions de Mathieu et

h2dD=i^=. (18)
k Ve0

III. Calculs numériques et résultats.

Pour effectuer les calculs numériques, il faut spécifier le
problème qu'on veut traiter, c'est-à-dire choisir, pour les trois
paramètres ju, 6 et D dont dépend la solution générale, des valeurs
correspondant aux données expérimentales. Ces grandeurs sont
définies par les formules (13), (5) et (18).

Nous avons choisi /u 0, ce qui correspond au cas où le

rayon lumineux incident est perpendiculaire à la direction des
ultra-sons.

Pour 0, nous avons choisi trois valeurs correspondant à des

cas pratiques, pour donner des résultats complets en fonction
de D. Nos calculs qui suivent les formules du chapitre II se divisent
en 4 parties:

A) Calcul des valeurs propres a correspondant à une solution
de période b de l'équation de Mathieu (4).

B) Calcul des coefficients de Fourier des fonctions propres
correspondantes (formule de récurrence (9)).

C) Superposition de ces fonctions qui ont encore un facteur
arbitraire, de façon à obtenir à l'entrée l'onde plane incidente
(équation 15).

D) Superposition de ces fonctions à la sortie (calcul des
interférences des ondes de même ordre pour différentes épaisseurs du
milieu stratifié, d'après l'équation (17)).

A, B. Nous discuterons séparément les calculs (A) et (B)
dans un travail purement mathématique qui paraîtra prochaine-
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ment*), parce que les méthodes employées, n'ont qu'un intérêt
technique. Qu'il nous suffise de dire ici qu'il faut des méthodes
plus développées que celle de Hill pour déterminer les ar. D'autre
part, pour li 0, les solutions se partagent en fonctions symétriques
et antisymétriques; ces dernières n'intervenant pas à cause de
la symétrie du problème, nous ne faisons usage que d'une fonction
propre sur deux. Pour les valeurs propres des fonctions symétriques,
on a le tableau suivant:

0 1 3 10

a0 - 1,0701298 - 4,3330165 -16,9015383
a, + 1,7072688 + 1,7196843 - 5,0519853

a2 4,1624547 5,7430318 + 5,5813190

«3 9,0574884 9,5792585 14,5577702

«4 16,0317899 16,2896362 20,4580965

«5 25,0202129 25,1827141 27,1983757

a6 36,0139896 36,1261638 37,4377369

a7 49,0102578 49,0924204 50,0401104

«8 64,0078438 64,0706382 64,7906233

Les résultats des calculs B ne sont pas donnés ici parce qu'ils
sont implicitement contenus dans C.

C. Pour déterminer les facteurs arbitraires des fonctions
propres, nous avons fait usage des méthodes de l'algèbre
élémentaire (résolution d'un système linéaire d'équations homogènes).
Le résultat de ce calcul est le tableau complet des Ern que nous
publions ici pour 0 1, 0 3 et 0 10.

Tableau 1.

Valeurs des Ern pour 0 1.

Ordre 0 Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4 Ordre 5

Couche 0 + 0,62655 + 0,33530 + 0,06750 + 0,00670 + 0,00040
Couche 1 + 0,36010 - 0,30740 - 0,14265 - 0,01975 - 0,00140 - 0,00005
Couche 2 + 0,01335 - 0,02780 + 0,07460 + 0,01575 + 0,00130 + 0,00005
Couche 3 - 0,00010 + 0,00055 - 0,00270 - 0,00040
Couche 4 + 0,00010

D. Le calcul des interférences, d'après l'équation (17) ne
présente aucune difficulté, mais demande beaucoup de temps si l'on
veut des résultats complets; nous l'avons graphiquement.

*) Commentarli mathematici Helvetici.



Tableau 2.

Valeur des Ern pour 9 3.

Ordre 0 Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4 Ordre 5 Ordre 6 Ordre 7

Couche 0 + 0,45186 + 0,32632 + 0,12823 + 0,02986 + 0,00447 + 0,00046 + 0,00003
Couche 1 + 0,30577 - 0,08764 - 0,28475 - 0,12880 - 0,02782 - 0,00363 - 0,00032 - 0,00002
Couche 2 + 0,23194 - 0,22201 + 0,11906 + 0,15283 + 0,04687 + 0,00742 + 0,00074 + 0,00005
Couche 3 + 0,01039 - 0,01659 + 0,03706 - 0,05233 - 0,02696 - 0,00536 - 0,00061 -0,00005
Couche 4 + 0,00003 - 0,00008 + 0,00040 - 0,00156 + 0,00339 + 0,00123 + 0,00019 + 0,00002
Couche 5 - 0,00001 + 0,00004 - 0,00012 - 0,00003

o

Tableau 3.

Valeur des Ern pour 0 10.

Ordre 0 Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4 Ordre 5 Ordre 6 Ordre 7 Ordre 8 Ordre 9 Ordre 10 Ordre 11

Couche 0 + 0,32584 + 0,27536 + 0,16710+0,07390 + 0,02431 + 0,00608 + 0,00118 + 0,00018 + 0,00002
Couche 1 + 0,18439 + 0,04658 -0,15620-0,18797 - 0,10793 - 0,03925 - 0,01003 - 0,00191 - 0,00028 - 0,00003
Couche 2 + 0,16626 - 0,04640 -0,14501 +0,06933 + 0,16871 + 0,10844 + 0,03799 + 0,00912 + 0,00160 + 0,00021 + 0,00002
Couche 3 + 0,19326 - 0,14067 - 0,00254 + 0,14336 - 0,07713 - 0,15448 - 0,08418 - 0,02602 - 0,00543 - 0,00083 - 0,00010
Couche 4 + 0,12542 - 0,12830 + 0,12422 - 0,07614 - 0,03697 + 0,09262 + 0,07904 + 0,03022 + 0,00722 + 0,00122 + 0,00016 - 0,00001
Couche 5 + 0,00479 - 0,00651 + 0,01227 - 0,02194 + 0,02767 - 0,00904 - 0,02568 - 0,01356 - 0,00389 - 0,00074 - 0,00010 + 0,00002
Couche 6 + 0,00003 - 0,00006 + 0,00017 - 0,00053 + 0,00132 - 0,00231 + 0,00155 + 0,00209 + 0,00086 + 0,00021 + 0,00003 - 0,00001
Couche 7 + 0,00002 - 0,00006 + 0,00013 - 0,00012 - 0,00012 - 0,00004 - 0,00001
Couche 8 + 0,00001 - 0,00001 + 0,00001
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Nous publions nos résultats sous forme de courbes qui donnent
l'intensité de chaque raie en fonction du paramètre D, 0 étant
constant dans chaque graphique.

Pour terminer la discussion de nos résultats, nous les

comparerons avec ceux de la théorie de Raman et Nath.
Nos solutions sont des fonctions presque périodiques de D,

comme c'est toujours le cas lorsqu'on fait interférer des ondes
dont les longueurs d'onde ne sont pas commensurables. On trouvera
donc toujours des épaisseurs pour lesquelles la solution reprendra
presque une forme déjà rencontrée. On aura en particulier certaines
épaisseurs pour lesquelles on retrouvera presque toute l'énergie
dans l'ordre 0 (p. ex. D 2,3 pour 0 1).

Le nombre d'ordres qui apparaissent est d'autre part
strictement limité par l'étendue du tableau des Srn.

Ces deux caractéristiques de la solution du problème sont
perdues dans l'approximation qu'en ont donné Raman et Nath.
Il serait toutefois pratique de connaître le domaine de validité
de leur théorie, à cause de son extrême simplicité. Nous remarquons
à cet effet que la solution de notre équation de départ

d2E d2E
-;~Y + ~^+lt2(e0 + 2elCosby)E 0 (a)
0xà oy1

se réduit à la solution de Raman et Nath

E,=exp[ifc]/e0+2e1cosoî/a;] exp[ifcy£0 x]exp[ifc — cosò y] (b)

)2E
si l'on néglige le terme -y-«--

Si l'on fait l'analyse de Fourier
du second facteur, on trouve, pour les amplitudes S„, les fonctions
de Bessel. Cette solution n'est évidemment plus valable si le
terme négligé dans (a) devient comparable au terme 2 fc2 ex cos by E.
En dérivant (b), on obtient

d2E k2eH2b2 ikeidb2
¦

» suv by H ~— cos by
e.°o V«o

E

et les conditions de validité deviennent

dh2 p d2h2i_^^=D<l iiicL^_ 2D20< 1 (c)
fc Vfio 2 eo

Ces deux relations se sont vérifiées dans les cas pratiques que
nous avons calculés. Pour les courbes publiées, la première des



532 R. Extermann et G. Wannier.

conditions (c) est contenue dans la seconde*). La limite supérieure
de validité de la solution de Raman et Nath est indiquée par
la ligne B sur les graphiques; les expériences dépassent nettement
cette limite.

Nous espérons publier prochainement la seconde partie de ce

travail où nous traiterons le problème avec plus de généralité
par une méthode analogue à celle d'EwALD-LAUE employée dans
l'optique des rayons X.

Nous tenons à remercier en terminant Monsieur le Professeur
J. Weigle, qui nous a proposé le problème en nous signalant les

rapports qu'on pouvait établir entre la diffraction de la lumière
par les ultra-sons et celle des rayons X par les cristaux.
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